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Chapitre I

Combinatoire et dénombrement

I.1 Cardinaux

Dé�nition I.1.1. � Un ensemble E est dit �ni s'il est vide ou s'il existe n ∈ N
∗
tel que E soit en bijetion

ave [[1, n]].
L'entier n est le ardinal de E, noté Card(E) ou |E|.
Proposition I.1.2. � Soient A un ensemble �ni et B un ensemble tel qu'il existe une bijetion entre A et B.

Alors l'ensemble B est �ni et Card(B) = Card(A).

Dé�nition I.1.3. � Deux ensembles A et B sont dits équipotents s'il existe une bijetion entre A et B.

Proposition I.1.4. � Soient E un ensemble �ni et A ∈ P(E). On a :

Card(A) 6 Card(E)

ave égalité si et seulement si A = E.

Théorème I.1.5. � Soit E un ensemble �ni de ardinal n. On a :

Card(P(E)) = 2n.

Proposition I.1.6. � Soient E un ensemble �ni et A,B ∈ P(E) deux sous-ensembles disjoints. On a :

Card(A ∪B) = Card(A) + Card(B).

Corollaire I.1.7. � Soient E un ensemble �ni et A1, . . . , An ∈ P(E) des sous-ensembles deux à deux disjoints.

On a :

Card

(

n
⋃

k=1

Ak

)

=

n
∑

k=1

Card(Ak).

En partiulier, si A1, . . . , An onstituent une partition de E, on a :

Card(E) =

n
∑

k=1

Card(Ak).

Corollaire I.1.8. � Soient E un ensemble �ni et A,B ∈ P(E). On a :

Card(B \A) = Card(B) − Card(A ∩B).

Corollaire I.1.9. � Soient E un ensemble �ni et A ∈ P(E). On a :

Card(A) = Card(E)− Card(A).

Théorème I.1.10. � Soient E un ensemble �ni et A,B ∈ P(E). On a :

Card(A ∪B) = Card(A) + Card(B)− Card(A ∩B).
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Théorème (formule du rible de Poinaré

1

) I.1.11. � Soient E un ensemble �ni et A1, . . . , An ∈ P(E).
On a :

Card

(

n
⋃

k=1

Ak

)

=

n
∑

k=1

(−1)k−1
∑

16i1<i2<···<ik6n

Card(Ai1 ∩Ai2 ∩ · · · ∩ Aik).

Proposition I.1.12. � Soient E et F deux ensembles �nis. On a :

Card(E × F ) = Card(E)× Card(F ).

Corollaire I.1.13. � Soient E1, . . . , En des ensembles �nis. On a :

Card(E1 × · · · × En) = Card(E1)× · · ·Card(En).

I.2 Dénombrement

I.2.1 p-listes

Dé�nition I.2.1. � Soient E un ensemble �ni non vide et p ∈ N
∗
. Une p-liste de E est un élément de Ep

,

'est à dire un élément de la forme (a1, . . . , ap) ave ak ∈ E pour tout k ∈ [[1; p]].

Théorème I.2.2. � Soient E un ensemble �ni de ardinal n et p ∈ N
∗
. Le nombre de p-listes de E est égal à

np
.

Dé�nition I.2.3. � Soient E et F deux ensembles. L'ensemble des appliations de E dans F se note FE
.

Théorème I.2.4. � Soient E et F deux ensembles �nis. On a :

Card(FE) = Card(F )Card(E)

Remarque I.2.5. � Une p-liste de E peut être également vue omme une appliation de [[1, p]] dans E.

I.2.2 Arrangements

Dé�nition I.2.6. � Soient E un ensemble �ni de ardinal n et p ∈ [[1;n]]. Un arrangement de p éléments de

E est une p-liste de E onstituée d'éléments deux à deux distints, 'est-à-dire une appliation injetive de [[1, p]]
dans E.

On note Ap
n le nombre d'arrangements de p éléments de E.

Remarque I.2.7. � Si on impose à une p-liste de E de ne ontenir que des éléments deux à deux distints,

on ne peut espérer que la liste ontienne plus de n éléments. Néessairement, p 6 n.
Par onvention, on pose alors Ap

n = 0 pour tout p > n.

Théorème I.2.8. � Soient E un ensemble de ardinal n et p ∈ [[1;n]]. Le nombre d'arrangements de p éléments

de E est égal à

Ap
n = n× (n− 1)× · · · × (n− p+ 1).

I.2.3 Permutations

Dé�nition I.2.9. � Soient E un ensemble de ardinal n. Une permutation de E est un arrangement de n
éléments de E.

Dé�nition I.2.10. � Soit n ∈ N. On appelle � fatorielle n � le nombre, noté n!, égal à

n! = 1× 2× 3× · · · × n.

Par onvention, on pose 0! = 1.

Théorème I.2.11. � Soient E un ensemble de ardinal n. Le nombre de permutations de E est égal à n!.

Corollaire I.2.12. � Soient n ∈ N
∗
et p ∈ [[1;n]]. On a :

Ap
n =

n!

(n− p)!
.

1. Henri Poinaré, Nany 1854 - Paris 1912

B. GORIN - Vade-meum de probabilités pour l'agrégation interne
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I.2.4 Combinaisons

Dé�nition I.2.13. � Soient E un ensemble de ardinal n et p ∈ [[0;n]]. Une ombinaison de p éléments de E
est un sous-ensemble de E ayant p éléments.

On note

(

n
p

)

le nombre de ombinaisons de p éléments parmi n.

Remarque I.2.14. � La notation

(

n
p

)

se lit � p parmi n �.

Les nombres

(

n
p

)

sont également appelés oe�ients binomiaux.

Remarque I.2.15. � Tout sous-ensemble de E omporte au plus n éléments. Néessairement, p 6 n.
Par onvention, on pose alors

(

n
p

)

= 0 si p > n.

On onvient de même que, si p ou n est négatif,

(

n
p

)

= 0.

Proposition I.2.16. � Soient n, p ∈ N ave p ∈ [[0;n]]. On a :

(

n

0

)

= 1

(

n

1

)

= n

(

n

n

)

= 1

(

n

p

)

=

(

n

n− p

)

Proposition I.2.17. � Soient n, p ∈ N
∗
ave p ∈ [[1;n]]. On a :

p

(

n

p

)

= n

(

n− 1

p− 1

)

.

Théorème I.2.18. � Soient n, p ∈ N
∗
ave p ∈ [[1;n]]. On a :

(

n

p

)

=
Ap

n

p!
=

n!

p!(n− p)!
.

Théorème I.2.19. � Soient n, p ∈ N ave p ∈ [[1;n]]. On a :

(

n+ 1

p

)

=

(

n

p

)

+

(

n

p− 1

)

(formule de Pasal

2

)

Remarque (triangle de Pasal) I.2.20. � On range les oe�ients binomiaux

(

n
p

)

dans un tableau trian-

gulaire tel que

(

n
p

)

appartienne à la ligne d'indie n et la olonne d'indie p.

Les éléments de la (n+ 1)-ième ligne sont alulés à partir de eux de la n-ième ligne.

n

p

0 1 2 3 4 · · · · · · · · ·
0 1

1 1 1

2 1 2 1

3 1 3 3 1

4 1 4 6 4 1

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

(

n

p− 1

) (

n

p

)

.

.

.

(

n+ 1

p

)

Théorème (formule du bin�me de Newton

3

) I.2.21. � Soient a, b ∈ R et n ∈ N. On a :

(a+ b)n =

n
∑

k=0

(

n

k

)

akbn−k
.

Proposition (formule de Vandermonde

4

) I.2.22. � Soient m,n, p ∈ N ave p 6 min(m,n). On a :

p
∑

k=0

(

m

k

)(

n

p− k

)

=

(

m+ n

p

)

.

2. Blaise Pasal, Clermont-Ferrand 1623 - Paris 1662

3. Isaa Newton, Woolsthorpe 1642 - Kensington 1727

4. Alexandre Vandermonde, Paris 1735 - Paris 1796

B. GORIN - Vade-meum de probabilités pour l'agrégation interne
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I.2.5 Combinaisons ave répétition

Dé�nition I.2.23. � Soient E un ensemble de ardinal n et p ∈ N
∗
. Une ombinaison ave répétition de p

éléments de E est une appliation f : E −→ [[0, p]] telle que

∑

x∈E

f(x) = p.

On note Γp
n le nombre de ombinaisons ave répétition de p éléments pris parmi n.

Remarque I.2.24. � Si E = {e1, . . . , en}. Une ombinaison ave répétition de p éléments de E est une

appliation f : E −→ [[0, p]] telle que

n
∑

k=1

f(ek) = p.

où f(ek) est le nombre de fois que l'élément ek est hoisi.

Remarque I.2.25. � La notation Γp
n se lit � gamma n p �.

Théorème I.2.26. � Soient n, p ∈ N
∗
. On a :

Γp
n =

(

n+ p− 1

p

)

I.3 Exemples fondamentaux

Exemple I.3.1. � Soit N le nombre de tirages de p boules dans une urne en ontenant n.
• Si les tirages sont ordonnés et suessifs ave remise, alors on forme des p-listes ; d'où N = np

.

• Si les tirages sont non ordonnés et suessifs ave remise, alors on forme des ombinaisons ave répétitions ;

d'où N = Γp
n.

• Si les tirages sont ordonnés et suessifs sans remise (p 6 n), alors on forme des arrangements ; d'où N = Ap
n.

• Si les tirages sont non ordonnés et suessifs sans remise ou simultanés, alors N =
(

n
p

)

.

Type de tirage Ordre Répétitions d'éléments Dénombrement

Suessif ave remise Ordonné Oui np p-listes

Suessif ave remise Non ordonné Oui Γp
n ombinaisons ave répétitions

Suessif sans remise Ordonné Non Ap
n arrangements

Simultané Non ordonné Non

(

n
p

)

ombinaisons

Exemple I.3.2. � Soit N le nombre de tirages de p boules dans une urne ontenant n1 boules de ouleurs

c1,..., nk boules de ouleur ck.
On herhe le nombre de tirages ave p1 boules de ouleur c1,..., pk boules de ouleur ck.
• Si les tirages sont non ordonnés et suessifs sans remise ou simultanés, alors N =

(

n1

p1

)(

n2

p2

)

· · ·
(

nk

pk

)

.

• Si les tirages sont ordonnés et suessifs ave remise, alors N =
(

p
p1

)(

p−p1

p2

)

· · ·
(

p−p1−···−pk−1

pk

)

np1

1 np2

2 · · ·npk

k .

Remarque I.3.3. � Lorsqu'un ensemble à dénombrer est dé�ni à l'aide de la loution � au moins � il est

généralement plus simple de dénombrer son omplémentaire.

B. GORIN - Vade-meum de probabilités pour l'agrégation interne



Chapitre II

Espae probabilisés

II.1 Espaes probabilisables

Dé�nition II.1.1. � L'ensemble des résultats possibles d'une expériene aléatoire est appelé l'univers (ou

l'univers des possibles ou l'ensemble fondamental) et noté Ω.
Tout élément de et ensemble Ω est appelé un possible ou une éventualité. Les éléments de Ω sont notés ω.

Dé�nition II.1.2. � Soit Ω l'univers orrespondant à une expériene aléatoire. Un événement est une partie

de Ω, 'est à dire un élément de P(Ω).

Dé�nition II.1.3. � Ω est un événement de Ω appelé événement ertain de Ω.
∅ est un événement de Ω appelé événement impossible de Ω.
Un événement ontenant un seul élément, si 'est possible, est appelé événement élémentaire de Ω.

Dé�nition II.1.4. � Soit Ω un univers. Pour tout événement A de Ω, le omplémentaire de A, noté A, est
appelé l'événement ontraire de A.

Dé�nition II.1.5. � Pour tous événements A et B d'un univers Ω tels que A ⊂ B, on dit que l'événement A
implique l'événement B ; autrement dit, si A est réalisé, alors B est également réalisé.

Dé�nition II.1.6. � Soient Ω un univers, A et B deux événements de Ω.
La réunion des événements A et B, notée A ∪B, est l'événement � A est réalisé ou B est réalisé �.

L'intersetion des événements A et B, notée A ∩B, est l'événement � A est réalisé et B est réalisé �.

Remarque II.1.7. � Tous événements A et B de Ω véri�ent les relations suivantes :

A ∩B ⊂ A ⊂ A ∪B A ∩B ⊂ B ⊂ A ∪B
A ∪ (A ∩B) = A A ∩ (A ∪B) = A B ∪ (A ∩B) = B B ∩ (A ∪B) = B

ainsi que les lois de Morgan :

A ∪B = A ∩B A ∩B = A ∪B

Dé�nition II.1.8. � Soient Ω un univers et A1, A2, . . . , An des événements .

• La réunion

n
⋃

i=1

Ak est l'événement de Ω � l'un au moins des événements Ak, 1 6 k 6 n, est réalisé �.

• l'intersetion

n
⋂

i=1

Ak est l'événement de Ω � tous les événements Ak, 1 6 k 6 n, sont réalisés �.

Dé�nition II.1.9. � Soient Ω un univers, A et B deux événements de Ω.
Si l'intersetion de A et B est l'événement impossible :

A ∩B = ∅

alors les événements A et B sont dits inompatibles.

Dé�nition II.1.10. � Soit Ω un univers. Tout sous-ensemble T de P(Ω) véri�ant :
• Ω appartient à T ,

• T est stable par passage au omplémentaire ; autrement dit, pour tout élément A de T , A appartient à T ,

• T est stable par réunion au plus dénombrable (σ-additivité) ; autrement dit, pour toute partie I de N et toute

famille (Ai)i∈I d'éléments de T ,

⋃

i∈I

Ai appartient à T ,

est appelé une tribu de Ω.
Tout élément de la tribu T est appelé un événement de Ω.
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Dé�nition II.1.11. � Tout univers Ω muni d'une tribu T est appelé espae probabilisable et noté (Ω, T ).

Dé�nition II.1.12. � Soient (Ω, T ) un espae probabilisable et (Ai)i∈I une famille d'événements de Ω, où I
est une partie de N. On dit que (Ai)i∈I est un système omplet d'événements si

• ⋃
i∈I

Ak = Ω ;

• pour tous i, j ∈ I, i 6= j, on a Ai ∩ Aj = ∅.

II.2 Espaes probabilisés

Dé�nition II.2.1. � Une probabilité sur un espae probabilisable (Ω, T ) est une appliation P : T −→ [0; 1]
telle que :

• P(Ω) = 1 ;
• pour toute famille (Ai)i∈I d'événements deux à deux inompatibles où I est une partie de N, la série

∑

P(Ai)
onverge et on a

P

(

⋃

i∈I

Ai

)

=
∑

i∈I

P(Ai)

Pour tout événement A de T , P(A) est la probabilité de l'événement A.

Dé�nition II.2.2. � Un espae probabilisable (Ω, T ) sur lequel est dé�nie une probabilité P est appelé espae

probabilisé et noté (Ω, T ,P).

Proposition II.2.3. � Soit (Ω, T ,P) un espae probabilisé. La probabilité de l'événement impossible est nulle :

P(∅) = 0.

Proposition II.2.4. � Soient (Ω, T ,P) un espae probabilisé et A1, A2, . . . , An des événements deux à deux

inompatibles. Alors on a :

P

(

n
⋃

k=1

Ak

)

=

n
∑

k=1

P(Ak)

Proposition II.2.5. � Soient (Ω, T ,P) un espae probabilisé, A et B deux événements. On a :

P(B \A) = P(B)− P(A ∩B).

Proposition II.2.6. � Soient (Ω, T ,P) un espae probabilisé et A un événement. On a :

P(A) = 1− P(A)

Proposition II.2.7. � Soient (Ω, T ,P) un espae probabilisé, A et B deux événements véri�ant A ⊂ B. Alors

on a :

P(A) 6 P(B)

Proposition II.2.8. � Soient (Ω, T ,P) un espae probabilisé, A et B deux événements. On a :

P(A ∪B) = P(A) + P(B)− P(A ∩B).

Proposition II.2.9. � Soient (Ω, T ,P) un espae probabilisé et (Ai)i∈I un système omplet d'événements de

Ω où I est une partie de N. Alors on a :

∑

i∈I

P(Ai) = 1.

Proposition II.2.10. � Soient (Ω, T ,P) un espae probabilisé et (Ai)i∈I un système omplet d'événements

de Ω où I est une partie de N. Alors on a :

P(B) =
∑

i∈I

P(B ∩ Ai)

Théorème (inégalité de Boole

1

) II.2.11. � Soient (Ω, T ,P) un espae probabilisé et (Ai)i∈I une famille

d'événements de Ω où I est une partie de N. Alors on a :

P

(

⋃

i∈I

Ai

)

6
∑

i∈I

P(Ai)

1. George Boole, Linoln 1815 - Balling Temple 1864

B. GORIN - Vade-meum de probabilités pour l'agrégation interne
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Théorème (formule du rible de Poinaré) II.2.12. � Soient (Ω, T ,P) un espae probabilisé et A1, A2, . . . ,
An des événements. On a :

P

(

n
⋃

k=1

Ak

)

=

n
∑

k=1

(−1)k−1
∑

16i1<i2<···<ik6n

P(Ai1 ∩ Ai2 ∩ · · · ∩ Aik).

Théorème (propriété de la limite monotone) II.2.13. � Soit (Ω, T ,P) un espae probabilisé.

Pour toute suite (An)n∈N roissante d'éléments de T , 'est à dire véri�ant An ⊂ An+1 pour tout n ∈ N, on a :

P

(

+∞
⋃

n=0

An

)

= lim
n→+∞

P(An).

Pour toute suite (An)n∈N déroissante d'éléments de T , 'est à dire véri�ant An+1 ⊂ An pour tout n ∈ N, on

a :

P

(

+∞
⋂

n=0

An

)

= lim
n→+∞

P(An).

Corollaire II.2.14. � Pour toute suite (An)n∈N d'un espae probabilisé (Ω, T ,P), on a :

P

(

+∞
⋃

n=0

An

)

= lim
n→+∞

P

(

n
⋃

k=0

An

)

P

(

+∞
⋂

n=0

An

)

= lim
n→+∞

P

(

n
⋂

k=0

An

)

.

Théorème II.2.15. � Soit (Ω,P(Ω)) un espae probabilisable �ni. Il existe une probabilité P, unique, prenant
la même valeur sur tous les événements élémentaires :

∀ω ∈ Ω, P({ω}) = 1

Card(Ω)
.

Alors, pour tout événement A de P(Ω), on a : P(A) =
Card(A)

Card(Ω)
.

La probabilité ainsi dé�nie est appelée probabilité uniforme sur Ω.
On dit qu'il y a équiprobabilité.

Remarque II.2.16. � La formule P(A) =
Card(A)

Card(Ω)
s'énone également : la probabilité de l'événement A est

le quotient du nombre des as favorables ('est à dire réalisant l'événement A) sur le nombre de as possibles.

Remarque II.2.17. � Si l'univers Ω est muni de la probabilité uniforme, les aluls des probabilités se

ramènent à des aluls de dénombrement.

II.3 Probabilités onditionnelles

Théorème - Dé�nition II.3.1. � Soient (Ω, T ,P) un espae probabilisé et A un événement tel que P(A) 6= 0.
L'appliation

PA :







T −→ R

B 7−→ P(B ∩A)

P(A)

est une probabilité sur (Ω, T ,P), appelée la probabilité onditionnelle sahant A (ou la probabilité onditionnelle

relative à A).
Pour tout événement B, PA(B) est appelé la probabilité de B sahant A.

Remarque II.3.2. � Au lieu de PA(B), on note aussi P (B|A).
Théorème (formule des probabilités omposées) II.3.3. � Soient (Ω, T ,P) un espae probabilisé et

(A1, A2, . . . , An) une famille d'événements telle que P(A1 ∩ A2 ∩ · · · ∩ An−1) 6= 0. Alors on a :

P(A1 ∩A2 ∩ · · · ∩ An−1 ∩ An) = P(A1)PA1(A2)PA1∩A2(A3) · · ·PA1∩A2∩···∩An−1(An).

B. GORIN - Vade-meum de probabilités pour l'agrégation interne
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Remarque II.3.4. � Cette formule est souvent employée lorsque les événements A1, A2, . . . , An sont dans un

ordre hronologique.

Théorème (formule des probabilités totales) II.3.5. � Soient (Ω, T ,P) un espae probabilisé et (Ai)i∈I

un système omplet d'événements (où I est une partie de N) tels que, pour tout i ∈ I, P(Ai) 6= 0.
Pour tout événement B, on a :

P(B) =
∑

i∈I

P(Ai)PAi
(B)

Remarque II.3.6. � Cette formule est souvent employée quand une expériene se déroule en plusieurs étapes

et que la première aboutit à plusieurs résultats inompatibles entre eux et donnant un système omplet d'évé-

nements.

Théorème (formule de Bayes

2

ou de probabilité des auses) II.3.7. � Soient (Ω, T ,P) un espae

probabilisé, A et B deux événements tels que P(A)P(B) 6= 0. Alors on a :

PB(A) =
P(A)PA(B)

P(B)
.

Remarque II.3.8. � Cette formule permet, d'une ertaine façon, de � remonter le temps � : en e�et, si

l'événement B se produit à une date postérieure à elle de A, elle permet de déduire, de PA(B) qui respete la
hronologie, la probabilité PB(A) qui, elle, remonte ette hronologie.

Corollaire II.3.9. � Soient (Ω, T ,P) un espae probabilisé, (A1, A2, . . . , An) un système omplet d'événements

et B un événement tels que P(Ak) 6= 0 pour tout k ∈ [[1;n]] et P(B) 6= 0. Alors on a :

PB(Ak) =
PAk

(B)P(Ak)
n
∑

i=1

PAi
(B)P(Ai)

.

Dé�nition II.3.10. � Soient (Ω, T ,P) un espae probabilisé. Deux événements A et B sont dits indépendants

si

P(A ∩B) = P(A)P(B)

Théorème II.3.11. � Soient (Ω, T ,P) un espae probabilisé, A et B deux événements ave P(A) 6= 0. Les
événements A et B sont indépendants si et seulement si on a

PA(B) = P(B)

Proposition II.3.12. � Soient (Ω, T ,P) un espae probabilisé, A et B deux événements indépendants. Alors

les événements A et B, les événements A et B et les événements A et B sont indépendants.

Dé�nition II.3.13. � Soient (Ω, T ,P) un espae probabilisé et (Ai)i∈I une famille d'événements de Ω où I
est une partie de N. Les événements (Ai)i∈I sont dits deux à deux indépendants si, pour tous i, j ∈ I, i 6= j, on
a :

P(Ai ∩ Aj) = P(Ai)P(Aj).

Dé�nition II.3.14. � Soient (Ω, T ,P) un espae probabilisé et (Ai)i∈I une famille d'événements de Ω où I
est une partie de N. Les événements (Ai)i∈I sont dits mutuellement indépendants (ou indépendants dans leur

ensemble) si, pour toute partie �nie non vide J de I, on a :

P





⋂

j∈J

Aj



 =
∏

j∈J

P(Aj).

Remarque II.3.15. � Si des événements sont mutuellement indépendants, alors ils sont deux à deux indé-

pendants. La réiproque est fausse.

Proposition II.3.16. � Soit (Ω, T ,P) un espae probabilisé. Si des événements A1, A2, . . . , An sont mutuelle-

ment indépendants, alors les événements B1, B2, . . . , Bn, où Bk est Ak ou Ak, sont mutuellement indépendants.

2. Thomas Bayes, Londres 1702 - Tunbridge Wells (Kent) 1761
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Chapitre III

Variables aléatoires réelles

III.1 Dé�nitions

Dé�nition III.1.1. � Soit (Ω, T ) un espae probabilisable. On appelle variable aléatoire réelle toute appliation

mesurable de (Ω, T ) dans (R,B(R)), autrement dit toute appliation X de Ω dans R telle que, pour tout intervalle

I de R, on ait :

X−1(I) = {ω ∈ Ω;X(ω) ∈ I} ∈ T .

Proposition - Dé�nition III.1.2. � Soit X une variable aléatoire dé�nie sur un espae probabilisé (Ω, T ,P)
à valeurs dans (R,B(R)).
L'appliation PX : B(R) −→ [0, 1] dé�nie par :

PX(B) = P(X−1(B))

est une probabilité sur l'espae probabilisable (R,B(R)).
Cette probabilité est appelée loi de probabilité de la variable aléatoire X. On dit aussi que X suit la loi de

probabilité PX .

Dé�nition III.1.3. � Soit X une variable aléatoire réelle dé�nie sur un espae probabilisé (Ω, T ,P). La

fontion de répartition de X est l'appliation

FX :

{

R −→ R

x 7−→ PX(X 6 x)

Remarque III.1.4. � Pour tous a, b ∈ R, on a : P(a < X 6 b) = FX(b)− FX(a).

Proposition III.1.5. � La fontion de répartition FX d'une variable aléatoire réelle X véri�e les propriétés

suivantes :

• pour tout x ∈ R, FX(x) ∈ [0, 1] ;
• on a :

lim
x→−∞

FX(x) = 0 et lim
x→+∞

FX(x) = 1

• FX est roissante sur R, ontinue à droite et admet une limite à gauhe en tout point de R ; de plus, pour

tout x ∈ R, on a :

lim
t→x,t<x

FX(t) = FX(x)− P(X = x) = P(X < x).

Corollaire III.1.6. � Pour toute variable aléatoire réelle X, d'un espae probabilisé (Ω, T ,P), la fontion de

répartition de X est ontinue en x si et seulement si P(X = x) = 0.

Proposition III.1.7. � Soient X et Y deux variables aléatoires réelles dé�nies sur un espae probabilisé

(Ω, T ,P).
Alors FX = FY si et seulement si PX = PY .

Ainsi la fontion de répartition aratérise la loi de probabilité
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III.2 Variables aléatoires réelles disrètes

III.2.1 Dé�nitions

Dé�nition III.2.1. � Une variable aléatoire réelle X dé�nie sur un espae probabilisable (Ω, T ) est dite

disrète si son image X(Ω) est au plus dénombrable.

Proposition - Dé�nition III.2.2. � Soit (Ω, T ) un espae probabilisable. Pour tout a ∈ R, l'appliation :

X :

{

Ω −→ R

ω 7−→ a

est une variable aléatoire disrète �nie appelée variable aléatoire onstante ou ertaine.

Proposition - Dé�nition III.2.3. � Soit (Ω, T ) un espae probabilisable. Pour tout événement A de Ω,
l'appliation :

X :







Ω −→ R

ω 7−→
{

1 si ω ∈ A
0 si ω /∈ A

est une variable aléatoire disrète �nie appelée variable aléatoire indiatrie de l'événement A, notée χA.

Proposition - Dé�nition III.2.4. � Soit X une variable aléatoire réelle disrète dé�nie sur un espae

probabilisable (Ω, T ). Alors la famille (X = x)x∈X(Ω) est un système omplet d'événements de (Ω, T ) appelé le

système omplet d'événements assoié à la variable aléatoire X.

Dé�nition III.2.5. � Soit X une variable aléatoire réelle disrète dé�nie sur un espae probabilisé (Ω, T ,P).
La loi de probabilité (ou distribution) de X est l'appliation

PX :

{

X(Ω) −→ R

x 7−→ P(X = x)

Autrement dit, la loi de probabilité de X est la donnée de X(Ω) et des probabilités P(X = x) pour tout x ∈ X(Ω).

Proposition III.2.6. � Soient X une variable aléatoire réelle disrète dé�nie sur un espae probabilisable

(Ω, T ) et ϕ une appliation dé�nie sur X(Ω).
Alors l'appliation

Y :

{

Ω −→ R

ω 7−→ ϕ(X(ω))

est une variable aléatoire réelle disrète notée ϕ(X).
La loi de Y est donnée par :

PY :











Y (Ω) −→ R

y 7−→
∑

x∈X(Ω)
ϕ(x)=y

P(X = x)

Proposition III.2.7. � Soit X une variable aléatoire réelle dé�nie sur un espae probabilisé (Ω, T ,P).
Alors la variable aléatoire X est disrète �nie (resp. in�nie) si et seulement si sa fontion de répartition FX est

une fontion en esalier dont l'ensemble des points de disontinuité est �ni (resp. dénombrable). Cet ensemble

est alors égal à X(Ω).

Remarque III.2.8. � Si X(Ω) ⊂ Z, on a, pour tout k ∈ Z, P(X = k) = FX(k)− FX(k − 1).

III.2.2 Moments d'une variable aléatoire réelle disrète

Dé�nition III.2.9. � Soit X une variable aléatoire réelle disrète dé�nie sur un espae probabilisé (Ω, T ,P).
Si la série de terme général xP(X = x), ave x ∈ X(Ω), est absolument onvergente, on dit que X admet une

espérane E(X) et on pose :

E(X) =
∑

x∈X(Ω)

xP(X = x).

Remarque III.2.10. � Si X(Ω) = N, on a E(X) =
+∞
∑

n=0
nP(X = n).

B. GORIN - Vade-meum de probabilités pour l'agrégation interne
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Proposition III.2.11. � Soit (Ω, T ,P) un espae probabilisé.

• Pour tout événement A, la variable aléatoire indiatrie de l'événement A admet une espérane et on a :

E(χA) = P(A).

• Pour tout a ∈ R, la variable aléatoire ertaine égale à a admet une espérane et on a :

E(a) = a.

Proposition III.2.12. � Soit X une variable aléatoire réelle dé�nie sur un espae probabilisé (Ω, T ,P),
admettant une espérane.

• Si X > 0, alors E(X) > 0.
• Si, de plus, E(X) = 0, alors la variable aléatoire X est presque sûrement nulle.

Proposition III.2.13.� Soit X une variable aléatoire réelle disrète dé�nie sur un espae probabilisé (Ω, T ,P),
admettant une espérane, et α, β ∈ R.

Alors la variable aléatoire αX + β admet une espérane et

E(αX + β) = αE(X) + β.

Proposition (linéarité de l'espérane) III.2.14. � Soient X et Y deux variables aléatoires réelles disrètes

dé�nies sur un espae probabilisé (Ω, T ,P), admettant une espérane, et α, β ∈ R.

Alors la variable aléatoire αX + βY admet une espérane et

E(αX + βY ) = αE(X) + βE(Y ).

Autrement dit, l'appliation X 7−→ E(X) est une forme linéaire de l'espae vetoriel des variables aléatoires

admettant une espérane.

Dé�nition III.2.15. � Une variable aléatoire réelle admettant une espérane nulle est dite entrée.

Proposition - Dé�nition III.2.16. � Soit X une variable aléatoire réelle dé�nie sur un espae probabilisé

(Ω, T ,P), admettant une espérane. X−E(X) est une variable aléatoire réelle entrée appelée la variable aléatoire

entrée assoiée à X.

Proposition III.2.17. � Soient X et Y deux variables aléatoires réelles disrètes dé�nies sur un espae

probabilisé (Ω, T ,P), admettant une espérane.

Si X 6 Y , alors E(X) 6 E(Y ).

Théorème (de transfert) III.2.18. � Soit X une variable aléatoire réelle disrète dé�nie sur un espae

probabilisé (Ω, T ,P) et ϕ une appliation dé�nie sur X(Ω).
La variable aléatoire réelle disrète ϕ(X) admet une espérane si et seulement si la série

∑

x∈X(Ω)

ϕ(x)P(X = x)

est absolument onvergente.

En as de onvergene absolue, on a alors :

E(ϕ(X)) =
∑

x∈X(Ω)

ϕ(x)P(X = x).

Dé�nition III.2.19. � Soit p ∈ R, p > 1. On note Lp
d(Ω, T ,P) (ou plus simplement Lp

d) l'ensemble des

variables aléatoires réelles disrètes X dé�nie sur l'espae probabilisé (Ω, T ,P) et telles que Xp
admet une

espérane. On dit alors que X admet un moment d'ordre p, noté mp(X), où :

mp(X) = E(Xp) =
∑

x∈X(Ω)

xpP(X = x).

Proposition III.2.20. � • Pour p > 1, Lp
d est un espae vetoriel.

• Soient p, q > 1 tels que

1

p
+

1

q
= 1 (on dit que p et q sont onjugués), X ∈ Lp

d et Y ∈ Lq
d. Alors XY ∈ L1

d et :

E(|XY |) 6 (E(|X |p)) 1
p (E(|Y |q)) 1

q

• Soient p, p′ > 1, p′ 6 p. Si X ∈ Lp
d, alors X ∈ Lp′

d et :

(

E(|X |p′

)
)

1
p′

6 (E(|X |p)) 1
p
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Proposition - Dé�nition III.2.21. � Soit X une variable aléatoire réelle disrète dé�nie sur un espae

probabilisé (Ω, T ,P), admettant un moment d'ordre 2.
Alors la variable aléatoire X − E(X) admet un moment d'ordre 2.
La variane de X, notée V(X), est le réel

V(X) = m2(X − E(X)) = E
(

(X − E(X))2
)

.

Proposition III.2.22.� Soit X une variable aléatoire réelle disrète dé�nie sur un espae probabilisé (Ω, T ,P),
admettant un moment d'ordre 2.
Alors on a V(X) > 0.
De plus, V(X) = 0 si et seulement si X = E(X) presque sûrement.

Proposition III.2.23. � Soient X une variable aléatoire réelle disrète dé�nie sur un espae probabilisé

(Ω, T ,P), admettant un moment d'ordre 2, et α, β ∈ R.

Alors la variable aléatoire αX + β admet une variane et

V(αX + β) = α2V(X).

Proposition (formule de K÷nig

1

-Huygens

2

) III.2.24. � Soit X une variable aléatoire réelle disrète

dé�nie sur un espae probabilisé (Ω, T ,P), admettant un moment d'ordre 2. On a :

V(X) = E(X2)− E(X)2.

Dé�nition III.2.25. � Soit X une variable aléatoire réelle disrète dé�nie sur un espae probabilisé (Ω, T ,P),
admettant un moment d'ordre 2. L'éart-type de X, noté σ(X), est le réel σ(X) =

√

V(X).

Dé�nition III.2.26. � Soit X une variable aléatoire réelle disrète dé�nie sur un espae probabilisé (Ω, T ,P),
admettant un moment d'ordre 2. Si E(X) = 0 et σ(X) = 1, la variable aléatoire X est dite entrée réduite.

Proposition- Dé�nition III.2.27. � Soit X une variable aléatoire réelle disrète dé�nie sur un espae

probabilisé (Ω, T ,P), admettant une variane non nulle. X∗ =
X − E(X)

σ(X)
est une variable aléatoire réelle

disrète entrée réduite, appelée la variable aléatoire réelle entrée réduite assoiée à X.

III.2.3 Fontion génératrie d'une variable aléatoire réelle à valeurs dans N

Dé�nition III.2.28. � Soit X une variable aléatoire réelle disrète dé�nie sur un espae probabilisé (Ω, T ,P)
et à valeurs dans N. La fontion génératrie de X est la série entière GX dé�nie par :

GX(s) = E(sX) =
+∞
∑

n=0

P(X = n)sn.

Proposition III.2.29. � Le rayon de onvergene de la série entière dé�nissant GX est supérieur ou égal à

1. On a :

∀s ∈ [−1, 1], |GX(s)| 6 1 et GX(1) = 1

De plus, la fontion GX est ontinue sur [−1, 1] et de lasse C∞
sur ]− 1, 1[.

Théorème (d'uniité) III.2.30. � Soit X une variable aléatoire réelle disrète dé�nie sur un espae proba-

bilisé (Ω, T ,P) et à valeurs dans N.

La fontion génératrie de X aratérise la loi de X.

Pour tout n ∈ N, on a :

P(X = n) =
G

(n)
X (0)

n!

Théorème III.2.31. � Soit X une variable aléatoire réelle disrète dé�nie sur un espae probabilisé (Ω, T ,P)
et à valeurs dans N.

X admet un moment d'ordre p ∈ N
∗
si, et seulement si, sa fontion génératrie GX admet une dérivée à gauhe

d'ordre p en 1.
On a alors :

G
(p)
X (1−) = E(X(X − 1) · · · (X − p+ 1))

1. Samuel K÷nig, Büdingen 1712 - Zuilenstein 1757

2. Christiaan Huygens, La Haye 1629 - La Haye 1695
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En partiulier, on a :

E(X) = G′
X(1−) et V(X) = G′′

X(1−) +G′
X(1−)− (G′

X(1−))2.

Théorème III.2.32. � Soient X et Y deux variables aléatoires réelles disrètes indépendantes dé�nies sur un

espae probabilisé (Ω, T ,P), à valeurs dans N, de fontions génératries GX et GY .

Alors la fontion génératrie de X + Y est donnée par :

GX+Y = GXGY

Corollaire III.2.33. � Soient X1, . . . , Xn des variables aléatoires réelles disrètes dé�nies sur un espae

probabilisé (Ω, T ,P), mutuellement indépendantes et à valeurs dans N, de fontions génératries GX1 , . . . , GXn
.

Alors la fontion génératrie de Sn =
n
∑

k=1

Xk est donnée par :

GSn
= GX1GX2 · · ·GXn

Corollaire III.2.34. � Soient X1, . . . , Xn des variables aléatoires réelles disrètes dé�nies sur un espae

probabilisé (Ω, T ,P), mutuellement indépendantes, identiquement distribuées et à valeurs dans N, de fontion

génératrie G.

Alors la fontion génératrie de Sn =
n
∑

k=1

Xk est donnée par :

GSn
= Gn

III.3 Lois usuelles disrètes

III.3.1 Loi uniforme

Exemple (situation type) III.3.1. � Une urne ontient n boules numérotées de 1 à n. Considérons l'expé-
riene aléatoire qui onsiste à tirer une boule et à noter son numéro X .

X est une variable aléatoire telle que X(Ω) = [[1;n]].
On se plae dans le adre de l'équiprobabilité. Ainsi, pour tout k ∈ [[1;n]], on a :

P(X = k) =
1

n

Dé�nition III.3.2. � Une variable aléatoire réelle disrète X dé�nie sur un espae probabilisé (Ω, T ,P) suit
la loi uniforme sur [[1;n]], où n ∈ N

∗
, si

{

X(Ω) = [[1;n]]

∀k ∈ [[1;n]], P(X = k) =
1

n

� X suit la loi uniforme sur [[1;n]] � se note X →֒ U([[1;n]]).
Proposition III.3.3. � Toute variable aléatoire X de loi uniforme sur [[1;n]] admet une espérane et une

variane égales à :

E(X) =
n+ 1

2
et V(X) =

n2 − 1

12

Dé�nition III.3.4. � Une variable aléatoire réelle disrète X dé�nie sur un espae probabilisé (Ω, T ,P) suit
la loi uniforme sur [[a; b]], où a, b ∈ Z, a < b, si

{

X(Ω) = [[a; b]]

∀k ∈ [[a; b]], P(X = k) =
1

b− a+ 1

� X suit la loi uniforme sur [[a; b]] � se note X →֒ U([[a : b]]).

Proposition III.3.5. � Pour toute variable aléatoire X de loi uniforme sur [[a; b]] ave a < b, la variable

aléatoire Y = X − a+ 1 suit la loi uniforme sur [[1; b− a+ 1]].

Proposition III.3.6. � Toute variable aléatoire X de loi uniforme sur [[a; b]] admet une espérane et une

variane égales à :

E(X) =
a+ b

2
et V(X) =

(b− a)(b − a+ 2)

12
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III.3.2 Loi de Bernoulli

Shéma théorique

Considérons une expériene aléatoire ayant deux issues, à savoir : suès ave une probabilité p, éhe ave une
probabilité q = 1− p.
Soit X la variable aléatoire valant 1 en as de suès, 0 en as d'éhe.

On a alors X(Ω) = {0; 1} et

P(X = 1) = p, P(X = 0) = q.

Dé�nition III.3.7. � Soit p ∈]0; 1[. Une variable aléatoire X dé�nie sur un espae probabilisé (Ω, T ,P) suit
la loi de Bernoulli

3

de paramètre p si X(Ω) = {0; 1} et P(X = 1) = p.
� X suit la loi de Bernoulli de paramètre p � se note X →֒ B(p).
Exemple (situation type) III.3.8. � On onsidère une urne ontenant un nombre �ni de boules blanhes

et de boules noires supposées indisernables au touher, la proportion de boules blanhes étant p.
Considérons l'expériene aléatoire onsistant à tirer une boule de l'urne.

On se plae dans le adre de l'équiprobabilité.

Soit X la variable aléatoire valant 1 si la boule tirée est blanhe, 0 si elle est noire.

Alors X suit la loi de Bernoulli B(p).
Proposition III.3.9. � Soit X une variable aléatoire de Bernoulli de paramètre p. Alors X a une espérane

et une variane égales à :

E(X) = p et V(X) = p(1− p) = pq

Proposition III.3.10. � Soit X une variable aléatoire suivant la loi de Bernoulli B(p). Sa fontion génératrie

GX est dé�nie par :

GX(s) = 1− p+ ps

Son rayon de onvergene est R = +∞.

III.3.3 Loi binomiale

Shéma théorique

Considérons une expériene aléatoire se déroulant en n épreuves mutuellement indépendantes. Chaque épreuve

a deux issues, à savoir : suès ave une probabilité p, éhe ave une probabilité q = 1− p.
Soit X la variable aléatoire égale au nombre de suès à l'issue de ette série de n épreuves.

On a alors X(Ω) = [[0;n]] et

∀k ∈ [[0;n]], P(X = k) =

(

n

k

)

pk(1− p)n−k =

(

n

k

)

pkqn−k
.

Dé�nition III.3.11. � Soient n ∈ N
∗
et p ∈]0; 1[. Une variable aléatoire X dé�nie sur un espae probabilisé

(Ω, T ,P) suit la loi binomiale de paramètre (n, p) si






X(Ω) = [[0;n]]

∀k ∈ [[0;n]], P(X = k) =

(

n

k

)

pk(1− p)n−k =

(

n

k

)

pkqn−k

� X suit la loi binomiale de paramètre (n, p) � se note X →֒ B(n, p).
Remarque III.3.12. � Une variable aléatoire qui suit la loi binomiale B(1, p) est une variable aléatoire de

Bernoulli de paramètre p.

Exemple (situation type) III.3.13. � On onsidère une urne ontenant un nombre �ni de boules blanhes

et de boules noires supposées indisernables au touher, la proportion de boules blanhes étant p.
Considérons l'expériene onsistant à e�etuer n tirages ave remise après haque tirage.

On note X la variable aléatoire égale au nombre de boules blanhes tirées.

Alors X suit la loi binomiale B(n, p).
Proposition III.3.14. � Soit X une variable aléatoire suivant la loi binomiale B(n, p). Alors X a une espé-

rane et une variane égales à :

E(X) = np et V(X) = np(1− p) = npq

3. Jakob Bernoulli, Bâle 1655 - Bâle 1705
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Proposition III.3.15. � Soit X une variable aléatoire suivant la loi binomiale B(n, p). Sa fontion génératrie

GX est dé�nie par :

GX(s) = (1− p+ ps)n

Son rayon de onvergene est R = +∞.

Proposition III.3.16. � Soient X et Y deux variables aléatoires réelles indépendantes dé�nies sur un espae

probabilisé (Ω, T ,P) suivant les lois binomiales B(m, p) et B(n, p) respetivement.

Alors la variable aléatoire X + Y suit la loi binomiale B(m+ n, p).

Corollaire III.3.17. � Soient X1, X2, . . . , Xn n variables aléatoires réelles mutuellement indépendantes sui-

vant la loi de Bernoulli B(p).
Alors la variable aléatoire X1 +X2 + · · ·+Xn suit la loi binomiale B(n, p).

III.3.4 Loi hypergéométrique

Shéma théorique

Soit E un ensemble de ardinal N dont a éléments de type 1 et b = N − a éléments de type 2.
Considérons l'expériene onsistant à tirer, sans remise, n éléments de E (n 6 N).

Soit X la variable aléatoire égale au nombre d'éléments de type 1 obtenus.

On a alors X(Ω) = [[max(0, n− b);min(a, n)]] et

P(X = k) =

(

a

k

)(

b

n− k

)

(

a+ b

k

) =

(

Np

k

)(

N(1− p)

n− k

)

(

N

n

)

où p =
a

N
=

a

a+ b
est la proportion d'éléments de type 1 dans E.

Dé�nition III.3.18. � Soient n,N ∈ N
∗
, n 6 N , et p ∈]0, 1[. Une variable aléatoire X dé�nie sur un espae

probabilisé (Ω, T ,P) suit la loi hypergéométrique de paramètre (N,n, p) si


























X(Ω) = [[max(0, n−N(1− p));min(Np, n)]]

∀k ∈ X(Ω), P(X = k) =

(

Np

k

)(

N(1− p)

n− k

)

(

N

n

)

� X suit la loi hypergéométrique de paramètre (N,n, p) � se note X →֒ H(N,n, p).

Proposition III.3.19. � Soit X une variable aléatoire suivant la loi hypergéométrique H(N,n, p). Alors X a

une espérane et une variane égales à

E(X) = np et V(X) = np(1− p)
N − n

N − 1

III.3.5 Loi géométrique

Shéma théorique

Considérons une expériene aléatoire se déroulant en une in�nité d'épreuves mutuellement indépendantes.

Chaque épreuve a deux issues, à savoir : suès ave une probabilité p, éhe ave une probabilité q = 1− p.
Soit X la variable aléatoire égale au nombre d'épreuves néessaires pour obtenir le premier suès.

On a alors X(Ω) = N
∗
et

P(X = k) = p(1− p)k−1 = pqk−1
pour tout k ∈ N

∗
.

Dé�nition III.3.20. � Soit p ∈]0; 1[. Une variable aléatoire X dé�nie sur un espae probabilisé (Ω, T ,P) suit
la loi géométrique de paramètre p si

{

X(Ω) = N
∗

∀k ∈ N
∗, P(X = k) = p(1− p)k−1 = pqk−1

� X suit la loi géométrique de paramètre p � se note X →֒ G(p).
Exemple (situation type) III.3.21. � On onsidère une urne ontenant un nombre �ni de boules blanhes

et de boules noires supposées indisernables au touher, la proportion de boules blanhes étant p.
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Considérons l'expériene onsistant à e�etuer une in�nité de tirages ave remise après haque tirage.

On note X la variable aléatoire égale au nombre de tirages néessaires pour obtenir la première boule blanhe.

Alors X suit la loi géométrique G(p).
Proposition III.3.22.� Soit X une variable aléatoire suivant la loi géométrique G(p). Alors X a une espérane

et une variane égales à :

E(X) =
1

p
et V(X) =

1− p

p2
=

q

p2
.

Proposition III.3.23. � Soit X une variable aléatoire suivant la loi géométrique G(p). Sa fontion génératrie

GX est dé�nie par :

GX(s) =
ps

1− qs

Son rayon de onvergene est R =
1

q
.

III.3.6 Loi de Poisson

Dé�nition III.3.24. � Soit λ ∈ R
∗
+. Une variable aléatoire X dé�nie sur un espae probabilisé (Ω, T ,P) suit

la loi de Poisson

4

de paramètre λ si







X(Ω) = N

∀k ∈ N, P(X = k) = e−λλ
k

k!

� X suit la loi de Poisson de paramètre λ � se note X →֒ P(λ).

Proposition III.3.25. � Soit X une variable aléatoire suivant la loi de Poisson P(λ). Alors X a une espérane

et une variane égales à

E(X) = λ et V(X) = λ.

Proposition III.3.26. � Soit X une variable aléatoire suivant une loi de Poisson P(λ). Sa fontion génératrie

GX est dé�nie par :

GX(s) = eλ(s−1)

Son rayon de onvergene est R = +∞.

Proposition III.3.27. � Soient X et Y deux variables aléatoires réelles indépendantes dé�nies sur un même

espae probabilisé (Ω, T ,P) suivant les lois de Poisson P(λ) et P(µ) respetivement.

Alors la variable aléatoire X + Y suit la loi de Poisson P(λ+ µ).

III.4 Variables aléatoires réelles à densité

III.4.1 Dé�nitions

Dé�nition III.4.1. � On appelle densité de probabilité toute fontion f : R −→ R+ telle que

∫

R

f(t)dt = 1.

Dé�nition III.4.2. � Soit f une densité de probabilité. Une variable aléatoire réelle X possède la loi de densité

f si, pour tout intervalle I de R, on a :

P(X ∈ I) =

∫

I

f(t)dt

Dé�nition III.4.3. � Soit X une variable aléatoire de densité fX . La fontion FX : R −→ [0, 1] dé�nie par

F (x) = P(X 6 x) est la fontion de répartition de X.

Proposition III.4.4. � Soit X une variable aléatoire de densité fX et de fontion de répartition FX .

Alors FX est ontinue en tout point de R et on a P(X = x) = 0 pour tout x ∈ R.

De plus, pour tout x ∈ R, on a :

FX(x) =

∫ x

−∞

fX(t)dt.

et FX est dérivable en tout point de ontinuité de fX .

4. Siméon Denis Poisson, Pithiviers 1781 - Seaux 1840
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Remarque III.4.5. � Sous les hypothèses de la proposition, une densité fX de X est donnée, par exemple,

par :

fX(x) =

{

F ′
X(x) si FX est dérivable en x
0 sinon

Théorème III.4.6. � Soient X une variable aléatoire réelle admettant une densité fX et ϕ une fontion réelle

dé�nie sur R stritement monotone et dérivable. La variable aléatoire réelle Y = ϕ(X) admet une densité fY
donnée par :

fY (y) =

{

fX(ϕ−1(y))
∣

∣

∣

(

ϕ−1
)′
(y)
∣

∣

∣ si y ∈ ϕ(R)

0 sinon

III.4.2 Moments d'une variable aléatoire réelle à densité

Dé�nition III.4.7. � Soit X une variable aléatoire réelle de densité fX . Si l'intégrale

∫ +∞

−∞

tfX(t)dt est

absolument onvergente, on dit que X admet une espérane E(X) et on pose :

E(X) =

∫ +∞

−∞

tfX(t)dt.

Proposition III.4.8. � Soient X une variable aléatoire réelle à densité, admettant une espérane, et α, β ∈ R.

Alors la variable aléatoire réelle αX + β admet une espérane et :

E(αX + β) = αE(X) + β

Proposition (linéarité de l'espérane) III.4.9. � Soient X et Y deux variables aléatoires réelles à densité,

admettant une espérane, et α, β ∈ R.

Alors la variable aléatoire αX + βY admet une espérane et

E(αX + βY ) = αE(X) + βE(Y ).

Autrement dit, l'appliation X 7−→ E(X) est une forme linéaire de l'espae vetoriel des variables aléatoires

admettant une espérane.

Théorème (de transfert) III.4.10. � Soient X une variable aléatoire réelle de densité fX et ϕ : R −→ R une

fontion ontinue par moreaux sur tout segment et telle que l'intégrale

∫ +∞

−∞

ϕ(t)fX(t)dt onverge absolument.

Alors ϕ(X) est une variable aléatoire réelle à densité dont l'espérane est donnée par :

E(ϕ(X)) =

∫ +∞

−∞

ϕ(t)fX(t)dt

Dé�nition III.4.11. � Soit p ∈ R, p > 1. On note Lp
l'ensemble des variables aléatoires réelles à densité X

telles que Xp
admet une espérane. On dit alors que X admet un moment d'ordre p, noté mp(X), où :

mp(X) = E(Xp) =

∫ +∞

−∞

tnfX(t)dt.

Proposition III.4.12. � • Pour p > 1, Lp
est un espae vetoriel.

• Soient p, q > 1 tels que

1

p
+

1

q
= 1 (on dit que p et q sont onjugués), X ∈ Lp

et Y ∈ Lq
. Alors XY ∈ L1

et :

E(|XY |) 6 (E(|X |p)) 1
p (E(|Y |q)) 1

q

• Soient p, p′ > 1, p′ 6 p. Si X ∈ Lp
, alors X ∈ Lp′

et :

(

E(|X |p′

)
)

1
p′

6 (E(|X |p)) 1
p

Proposition - Dé�nition III.4.13. � Soit X une variable aléatoire réelle à densité et admettant un moment

d'ordre 2.
Alors la variable aléatoire X − E(X) admet un moment d'ordre 2.
La variane de X, notée V(X), est le réel

V(X) = m2(X − E(X)) = E
(

(X − E(X))2
)

.
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Proposition III.4.14. � Soit X une variable aléatoire réelle à densité et admettant un moment d'ordre 2.
Alors on a V(X) > 0.
De plus, V(X) = 0 si et seulement si X = E(X) presque sûrement.

Proposition III.4.15. � Soient X une variable aléatoire réelle à densité, admettant un moment d'ordre 2, et
α, β ∈ R.

Alors la variable aléatoire αX + β admet une variane et

V(αX + β) = α2V(X).

Proposition (formule de K÷nig-Huygens) III.4.16. � Soit X une variable aléatoire réelle à densité et

admettant un moment d'ordre 2. On a :

V(X) = E(X2)− E(X)2.

Dé�nition III.4.17. � Soit X une variable aléatoire réelle à densité et admettant un moment d'ordre 2.
L'éart-type de X, noté σ(X), est le réel σ(X) =

√

V(X).

III.5 Lois usuelles à densité

III.5.1 Loi uniforme

Dé�nition III.5.1. � Une variable aléatoire réelle X suit la loi uniforme sur [a; b] si X admet pour densité

la fontion fX dé�nie par

fX(x) =

{ 1

b− a
si x ∈ [a; b]

0 sinon

� X suit la loi uniforme sur [a; b] � se note X →֒ U([a; b]).
Proposition III.5.2. � La fontion de répartition FX d'une variable aléatoire réelle X suivant la loi uniforme

U([a; b]) est donnée par :

FX(x) =











0 si x < a
x− a

b− a
si x ∈ [a; b]

1 si x > b

Proposition III.5.3. � Soit X une variable aléatoire réelle suivant la loi uniforme U([a; b]). X admet une

espérane et une variane égales à

E(X) =
b+ a

2
et V(X) =

(b− a)2

12

Proposition III.5.4. � Soit X une variable aléatoire réelle. On a les équivalenes :

X →֒ U([0, 1]) ⇐⇒ a+ (b− a)X →֒ U([a, b])
X →֒ U([a, b]) ⇐⇒ X − a

b− a
→֒ U([0, 1])

III.5.2 Loi exponentielle

Dé�nition III.5.5. � Soit λ ∈ R
∗
+. Une variable aléatoire réelle X suit la loi exponentielle de paramètre λ si

X admet pour densité la fontion fX dé�nie par

fX(x) =

{

λe−λx
si x > 0

0 si x < 0

� X suit la loi exponentielle de paramètre λ � se note X →֒ E(λ).
Proposition III.5.6. � La fontion de répartition FX d'une variable aléatoire réelle X suivant la loi expo-

nentielle E(λ) est donnée par :

FX(x) =

{

1− e−λx
si x > 0

0 si x < 0
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Remarque III.5.7. � Une variable aléatoire X suivant une loi exponentielle véri�e :

∀s, t ∈ R
∗
+, P(X>s)(X > s+ t) = P(X > t)

Cette propriété qui traduit l'absene de mémoire de la loi exponentielle aratérise ette loi.

Proposition III.5.8. � Soit X une variable aléatoire réelle suivant la loi exponentielle E(λ). X admet une

espérane et une variane égales à

E(X) =
1

λ
et V(X) =

1

λ2

Proposition III.5.9. � Soient X une variable aléatoire réelle et λ ∈ R
∗
+. On a les équivalenes :

X →֒ E(1) ⇐⇒ 1

λ
X →֒ E(λ)

X →֒ E(λ) ⇐⇒ λX →֒ E(1)

III.5.3 Loi de Cauhy

Dé�nition III.5.10. � Une variable aléatoire réelle X suit la loi de Cauhy

5

si X admet pour densité la

fontion fX dé�nie par

fX(x) =
1

π(1 + x2)

Proposition III.5.11. � Une variable aléatoire réelle X suivant la loi de Cauhy n'admet auun moment.

En partiulier, X n'admet ni espérane ni variane.

III.5.4 Loi normale

Dé�nition III.5.12. � Une variable aléatoire réelle X suit la loi normale entrée réduite si X admet pour

densité la fontion ϕ dé�nie par

ϕ(x) =
1√
2π

exp

(

−x2

2

)

pour tout x ∈ R.

� X suit la loi normale entrée réduite � se note X →֒ N (0, 1).
On note Φ la fontion de répartition de X.

x

Φ(x)

Proposition III.5.13. � Soit X une variable aléatoire réelle suivant la loi normale N (0, 1). X admet une

espérane et une variane égales à

E(X) = 0 et V(X) = 1.

Proposition III.5.14. � Pour tout x ∈ R, on a :

Φ(x) + Φ(−x) = 1.

−x x

Φ(−x) 1− Φ(x)

5. Augustin-Louis Cauhy, Paris 1789 - Seaux 1857
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Dé�nition III.5.15. � Soient µ ∈ R et σ ∈ R
∗
+. Une variable aléatoire réelle X suit la loi normale (ou de

Laplae

6

-Gauss

7

) de paramètres µ et σ2
si X admet pour densité la fontion fX dé�nie par

fX(x) =
1

σ
√
2π

exp

(

− (x− µ)2

2σ2

)

pour tout x ∈ R.

� X suit la loi normale de paramètres µ et σ2
� se note X →֒ N

(

µ, σ2
)

.

On dit également que X est une variable aléatoire gaussienne.

Proposition III.5.16. � Soit X une variable aléatoire réelle. On a les équivalenes :

X →֒ N
(

µ, σ2
)

⇔ X∗ =
X − µ

σ
→֒ N (0, 1)

X →֒ N (0, 1) ⇔ σX + µ →֒ N
(

µ, σ2
)

.

Remarque III.5.17. � De même, si X suit la loi normale N
(

µ, σ2
)

, alors aX + b suit la loi normale

N
(

aµ+ b, a2σ2
)

pour tous a, b ∈ R, a 6= 0.

Proposition III.5.18. � Soit X une variable aléatoire réelle suivant la loi normale N
(

µ, σ2
)

. X admet une

espérane et une variane égales à

E(X) = µ et V(X) = σ2
.

Proposition III.5.19.� Soient X et Y deux variables aléatoires réelles indépendantes suivant les lois normales

N (µ, σ2) et N (µ′, σ′2) respetivement.

Alors la variable aléatoire X + Y suit la loi normale N
(

µ+ µ′, σ2 + σ′2
)

.

Corollaire III.5.20. � Soient X1, . . . , Xn n variables aléatoires réelles mutuellement indépendantes telles que,

pour tout k ∈ [[1, n]], Xk suit la loi normale N
(

µk, σ
2
k

)

.

Alors la variable aléatoire X1 + · · ·+Xn suit la loi normale N
(

µ1 + · · ·+ µn, σ
2
1 + · · ·+ σ2

n

)

.

III.5.5 Loi Gamma

Dé�nition III.5.21. � La fontion gamma, notée Γ, est dé�nie sur R
∗
+ par :

Γ(x) =

∫ +∞

0

tx−1e−tdt pour tout x ∈ R
∗
+.

Proposition III.5.22. � Pour tout x ∈ R
∗
+, on a : Γ(x+ 1) = xΓ(x).

Corollaire III.5.23. � Pour tout n ∈ N, on a : Γ(n+ 1) = n!.

Dé�nition III.5.24. � Soit ν ∈ R
∗
+. Une variable aléatoire réelle X suit la loi gamma de paramètre ν si X

admet pour densité la fontion fX dé�nie par

fX(x) =







1

Γ(ν)
xν−1e−x

si x > 0

0 si x 6 0

� X suit la loi gamma de paramètre ν � se note X →֒ γ(ν).

Proposition III.5.25.� Soit X une variable aléatoire réelle suivant la loi gamma γ(ν). X admet une espérane

et une variane égales à

E(X) = ν et V(X) = ν

Proposition III.5.26. � Soient X et Y deux variables aléatoires réelles indépendantes suivant les lois gamma

γ(ν) et γ(ν′) respetivement.

La variable aléatoire X + Y suit la loi gamma γ(ν + ν′).

Corollaire III.5.27. � Soient X1, . . . , Xn n variables aléatoires réelles mutuellement indépendantes telles que,

pour tout k ∈ [[1, n]], Xk suit la loi gamma γ(νk).
Alors la variable aléatoire X1 + · · ·+Xn suit la loi gamma γ(ν1 + · · ·+ νn).

6. Pierre-Simon Laplae, Beaumont-en-Auge 1749 - Paris 1827

7. Carl Friedrih Gauss, Brunswik 1777 - Göttingen 1855
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Dé�nition III.5.28. � Soit b, ν ∈ R
∗
+. Une variable aléatoire réelle X suit la loi Gamma de paramètre (b, ν)

si X admet pour densité la fontion fX dé�nie par

fX(x) =







xν−1e−
x
b

bνΓ(ν)
si x > 0

0 sinon

� X suit la loi Gamma de paramètre (b, ν) � se note X →֒ Γ(b, ν).

Remarque III.5.29. � La loi Gamma Γ(1, ν) orrespond à la loi gamma γ(ν) et la loi Gamma Γ(b, 1) à la

loi exponentielle E
(

1

b

)

.

Proposition III.5.30. � Soient X une variable aléatoire réelle et b, ν ∈ R
∗
+. On a les équivalenes :

X →֒ γ(ν) ⇐⇒ bX →֒ Γ(b, ν)

X →֒ Γ(b, ν) ⇐⇒ 1

b
X →֒ γ(ν)

Proposition III.5.31. � Soit X une variable aléatoire réelle suivant la loi Gamma Γ(b, ν). X admet une

espérane et une variane égales à

E(X) = bν et V(X) = b2ν

Proposition III.5.32. � Soient X et Y deux variables aléatoires réelles indépendantes suivant les lois Gamma

Γ(b, ν) et Γ(b, ν′) respetivement.

Alors la variable aléatoire X + Y suit la loi Gamma Γ(b, ν + ν′).

Proposition III.5.33. � Soient X1, . . . , Xn n variables aléatoires réelles mutuellement indépendantes telles

que Xk suit la loi Gamma Γ(b, νk).
Alors la variable aléatoire X1 + · · ·+Xn suit la loi Gamma Γ(b, ν1 + · · ·+ νn).

Proposition III.5.34. � Soient X1, . . . , Xn n variables aléatoires réelles mutuellement indépendantes suivant

la même loi exponentielle E(λ).
Alors la variable aléatoire X1 + · · ·+Xn suit la loi Gamma Γ

(

1

λ
, n

)

.
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Chapitre IV

Veteurs aléatoires

IV.1 Généralités

IV.1.1 Dé�nitions

Dé�nition IV.1.1. � Soit (Ω, T ) un espae probabilisable. On appelle veteur aléatoire réel toute appliation

mesurable de (Ω, T ) dans (Rn,B(Rn)), autrement dit toute appliation X = (X1, . . . , Xn) de Ω dans R
n
telle

que, pour tout k ∈ [[1, n]], Xk soit une variable aléatoire réelle.

Proposition - Dé�nition IV.1.2. � Soit X = (X1, . . . , Xn) un veteur aléatoire dé�ni sur un espae proba-

bilisé (Ω, T ,P) à valeurs dans (Rn,B(Rn)).
.

L'appliation PX : B(Rn) −→ [0, 1] dé�nie par :

PX(B) = P(X−1(B))

est une probabilité sur l'espae probabilisable (Rn,B(Rn)).
Cette probabilité est appelée loi de probabilité du veteur aléatoire X. On dit aussi que X suit la loi de probabilité

PX .

Dé�nition IV.1.3. � Soit X = (X1, . . . , Xn) un veteur aléatoire dé�ni sur un espae probabilisé (Ω, T ,P).
Pour tout k ∈ [[1, n]], la loi marginale de Xk est l'appliation PXk

: B(R) −→ [0, 1] dé�nie par :

PXk
(Bk) = P(Xk ∈ Bk) = P(X−1(Rk−1 ×Bk × R

n−k))

Dé�nition IV.1.4. � Soit X = (X1, . . . , Xn) un veteur aléatoire réel dé�ni sur un espae probabilisé (Ω, T ,P).
La fontion de répartition de X est l'appliation

FX :

{

R
n −→ R

(x1, . . . , xn) 7−→ PX(X1 6 x1, . . . , Xn 6 xn)

IV.1.2 Indépendane de variables aléatoires

Dé�nition IV.1.5. � Soient X et Y deux variables aléatoires dé�nies sur un espae probabilisé (Ω, T ,P). X
et Y sont indépendantes si

∀A,B ∈ B(R), P((X ∈ A) ∩ (Y ∈ B)) = P(X ∈ A)P(Y ∈ B)

Dé�nition IV.1.6. � Soient X1, . . . , Xn des variables aléatoires dé�nies sur un espae probabilisé (Ω, T ,P).
X1, . . . , Xn sont deux à deux indépendantes si, pour tous i, j ∈ [[1, n]], i 6= j, Xi et Xj sont indépendantes.

Dé�nition IV.1.7. � Soient X1, . . . , Xn des variables aléatoires dé�nies sur un espae probabilisé (Ω, T ,P).
X1, . . . , Xn sont mutuellement indépendantes si

∀B1, . . . , Bn ∈ B(R), P

(

n
⋂

k=1

(Xk ∈ Bk)

)

=

n
∏

k=1

P(Xk ∈ Bk)



Veteurs aléatoires 25

Dé�nition IV.1.8. � Soit (Xn)n∈N une suite de variables aléatoires dé�nies sur un espae probabilisé (Ω, T ,P).
Les variables aléatoires (Xn)n∈N sont mutuellement indépendantes si, pour toute partie �nie non vide I de N,

les variables aléatoires (Xi)i∈I sont mutuellement indépendantes.

Théorème IV.1.9. � Soient X1, . . . , Xn des variables aléatoires mutuellement indépendantes dé�nies sur un

espae probabilisé (Ω, T ,P) et f1, . . . , fn des fontions mesurables.

Alors f1(X1), . . . , fn(Xn) sont des variables aléatoires mutuellement indépendantes.

Dé�nition IV.1.10. � Soient X = (X1, . . . , Xn) un veteur aléatoire dé�ni sur un espae probabilisé (Ω, T ,P).
Les variables aléatoires X1, . . . , Xn sont mutuellement indépendantes si et seulement si

∀(x1, . . . , xn) ∈ R
n, FX(x1, . . . , xn) =

n
∏

k=1

FXk
(xk)

IV.1.3 Covariane

Dé�nition IV.1.11. � Soit (X,Y ) un ouple de variables aléatoires dé�ni sur un espae probabilisé (Ω, T ,P)
et admettant un moment d'ordre 2.
La ovariane de X et Y est le réel :

Cov(X,Y ) = E((X − E(X))(Y − E(Y )))

Si Cov(X,Y ) = 0, X et Y sont dites non orrélées.

Proposition IV.1.12. � Soient X et Y deux variables aléatoires dé�nies sur un espae probabilisé (Ω, T ,P)
et admettant un moment d'ordre 2.
On a :

Cov(X,Y ) = E(XY )− E(X)E(Y ).

Proposition IV.1.13. � Soient X,X1, X2, Y1, Y2, Y des variables aléatoires dé�nies sur un espae probabilisé

(Ω, T ,P), admettant un moment d'ordre 2, et α, β ∈ R.

On a :

• Cov(X,Y ) = Cov(Y,X)
• Cov(αX1 + βX2, Y ) = αCov(X1, Y ) + βCov(X2, Y )
• Cov(X,αY1 + βY2) = αCov(X,Y1) + βCov(X,Y2)
• Cov(X,X) = V(X)

Autrement dit, l'appliation (X,Y ) 7−→ Cov(X,Y ) est une forme bilinéaire symétrique positive de l'espae

vetoriel des variables aléatoires admettant un moment d'ordre 2.

Proposition IV.1.14. � Soient X et Y deux variables aléatoires dé�nies sur un espae probabilisé (Ω, T ,P)
et admettant un moment d'ordre 2.
Si X et Y sont indépendantes, alors elles sont non orrélées.

Proposition IV.1.15. � Soient X1, . . . , Xn des variables aléatoires dé�nies sur un espae probabilisé (Ω, T ,P)
et admettant un moment d'ordre 2.

La variable aléatoire

n
∑

k=1

Xk admet une variane égale à :

V

(

n
∑

k=1

Xk

)

=
n
∑

k=1

V(Xk) + 2
∑

16i<j6n

Cov(Xi, Xj)

Si, de plus, X1, . . . , Xn sont deux à deux indépendantes, on a :

V

(

n
∑

k=1

Xk

)

=

n
∑

k=1

V(Xk)

Dé�nition IV.1.16. � Soient X et Y deux variables aléatoires dé�nies sur un espae probabilisé (Ω, T ,P) et
admettant des varianes non nulles.

Le oe�ient de orrélation linéaire de X et Y est le réel :

ρ(X,Y ) =
Cov(X,Y )

σ(X)σ(Y )

Théorème IV.1.17. � Soient X et Y deux variables aléatoires dé�nies sur un espae probabilisé (Ω, T ,P) et
admettant des varianes non nulles.

On a :

|ρ(X,Y )| 6 1

|ρ(X,Y )| = 1 si et seulement s'il existe a, b ∈ R tels que Y = aX + b presque sûrement.
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Dé�nition IV.1.18. � Soit X = (X1, . . . , Xn) un veteur aléatoire dé�ni sur un espae probabilisé (Ω, T ,P)
et tel que, pour tout k ∈ [[1, n]], Xk admette une espérane. Le veteur espérane de X est :

E(X) =







E(X1)
.

.

.

E(Xn)







Dé�nition IV.1.19. � Soit X = (X1, . . . , Xn) un veteur aléatoire dé�ni sur un espae probabilisé (Ω, T ,P)
et tel que, pour tout k ∈ [[1, n]], Xk admette une variane.

La matrie des ovarianes de X est :

ΓX = E((X − E(X))t(X − E(X))) = (Cov(Xi, Xj))16i,j6n

Proposition IV.1.20. � La matrie de ovariane ΓX est symétrique positive.

IV.2 Veteurs aléatoires disrets

Dé�nition IV.2.1. � Un veteur aléatoire X = (X1, . . . , Xn) est disret si, pour tout k ∈ [[1, n]], Xk est une

variable aléatoire disrète.

Proposition - Dé�nition IV.2.2. � Soit X = (X1, . . . , Xn) un veteur aléatoire disret dé�ni sur un espae

probabilisable (Ω, T ). Alors la famille ((X1 = x1) ∩ · · · ∩ (Xn = xn))(x1,...,xn)∈X1(Ω)×···×Xn(Ω) est un système

omplet d'événements de (Ω, T ) appelé le système omplet d'événements assoié au veteur aléatoire X.

Dé�nition IV.2.3. � Soit X = (X1, . . . , Xn) un veteur aléatoire disret dé�ni sur un espae probabilisé

(Ω, T ,P). La loi du veteur X ou loi onjointe de (X1, . . . , Xn) est l'appliation

PX :

{

X1(Ω)× · · · ×Xn(Ω) −→ R

(x1, . . . , xn) 7−→ P((X1 = x1) ∩ · · · ∩ (Xn = xn))

Dé�nition IV.2.4. � Soit X = (X1, . . . , Xn) un veteur aléatoire disret dé�ni sur un espae probabilisé

(Ω, T ,P). Pour tout k ∈ [[1, n]], la loi marginale de Xk est l'appliation

PXk
:

{

Xk(Ω) −→ R

x 7−→ P(Xk = x)

Théorème IV.2.5. � Soit X = (X1, . . . , Xn) un veteur aléatoire disret dé�ni sur un espae probabilisé

(Ω, T ,P). Pour tout k ∈ [[1, n]] et tout x ∈ Xk(Ω), on a :

P(Xk = x) =
∑

x1∈X1(Ω)

· · ·
∑

xk−1∈Xk−1(Ω)

∑

xk+1∈Xk+1(Ω)

· · ·

· · ·
∑

xn∈Xn(Ω)

P((X1 = x1) ∩ · · · ∩ (Xk−1 = xk−1) ∩ (Xk = x) ∩ (Xk+1 = xk+1) ∩ · · · ∩ (Xn = xn))

Dé�nition IV.2.6. � Soit (X,Y ) un ouple de variables aléatoires réelles disrètes dé�ni sur un espae

probabilisé (Ω, T ,P).
Pour tout y ∈ Y (Ω) tel que P(Y = y) 6= 0, l'appliation







X(Ω) −→ R

x 7−→ P((X = x) ∩ (Y = y))

P(Y = y)
= P(Y =y)(X = x)

est appelée loi onditionnelle à (Y = y) de X.

Pour tout x ∈ X(Ω) tel que P(X = x) 6= 0, l'appliation






y(Ω) −→ R

y 7−→ P((X = x) ∩ (Y = y))

P(X = x)
= P(X=x)(Y = y)

est appelée loi onditionnelle à (X = x) de Y .

Dé�nition IV.2.7. � Soit (X,Y ) un ouple de variables aléatoires disrètes dé�ni sur un espae probabilisé

(Ω, T ,P). Les variables aléatoires X et Y sont indépendantes si

∀(x, y) ∈ X(Ω)× Y (Ω), P((X = x) ∩ (Y = y)) = P(X = x)P(Y = y)
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Dé�nition IV.2.8. � Soit X = (X1, . . . , Xn) un veteur aléatoire dé�ni sur un espae probabilisé (Ω, T ,P).
Les variables aléatoires X1, . . . , Xn sont mutuellement indépendantes si

∀(x1, . . . , xn) ∈ X1(Ω)× · · · ×Xn(Ω), P

(

n
⋂

k=1

(Xk = xk)

)

=

n
∏

k=1

P(Xk = xk)

Proposition IV.2.9. � Soit (X,Y ) un ouple de variables aléatoires disrètes dé�ni sur un espae probabilisé

(Ω, T ,P) et ϕ une appliation dé�nie sur X(Ω)× Y (Ω).
Alors l'appliation

Z :

{

Ω −→ R

ω 7−→ ϕ(X(ω), Y (ω))

est une variable aléatoire réelle disrète notée ϕ(X,Y ).
La loi de Z est donnée par :

PZ :











Z(Ω) −→ R

z 7−→
∑

(x,y)∈X(Ω)×Y (Ω)
ϕ(x,y)=z

P((X = x) ∩ (Y = y))

Théorème IV.2.10. � Soit (X,Y ) un ouple de variables aléatoires disrètes dé�ni sur un espae probabilisé

(Ω, T ,P) et ϕ une appliation dé�nie sur X(Ω)× Y (Ω).
La variable aléatoire réelle disrète ϕ(X,Y ) admet une espérane si et seulement si la série double

∑

(x,y)∈X(Ω)×Y (Ω)

ϕ(x, y)P((X = x) ∩ (Y = y)) est absolument onvergente.

En as de onvergene absolue, on a alors :

E(ϕ(X,Y )) =
∑

(x,y)∈X(Ω)×Y (Ω)

ϕ(x, y)P((X = x) ∩ (Y = y))

Corollaire IV.2.11. � Soit (X,Y ) un ouple de variables aléatoires disrètes dé�ni sur un espae probabilisé

(Ω, T ,P) et admettant un moment d'ordre 2.
On a :

E(XY ) =
∑

(x,y)∈X(Ω)×Y (Ω)

xyP((X = x) ∩ (Y = y))

IV.3 Veteurs aléatoires à densité

Dé�nition IV.3.1. � On appelle densité de probabilité sur R
n

toute fontion f : R
n −→ R+ telle que

∫

Rn

f(t)dt = 1.

Dé�nition IV.3.2. � Soit f une densité de probabilité sur R
n
. Un veteur aléatoire X = (X1, . . . , Xn) possède

la loi de densité f si, pour tous intervalles I1, . . . , In de R, on a :

P((X1 ∈ I1) ∩ · · · ∩ (Xn ∈ In)) =

∫

I1

· · ·
∫

In

f(x1, . . . , xn)dx1 · · ·dxn

Proposition IV.3.3. � Soit X = (X1, . . . , Xn) un veteur aléatoire de densité fX . Alors, pour tout k ∈ [[1, n]],
Xk admet une densité fXk

donnée par :

fXk
(xk) =

∫

Rn−1

fX(x1, . . . , xn)dx1 · · · dxk−1dxk+1 · · ·dxn

Proposition IV.3.4. � Soit (X,Y ) un ouple de variables aléatoires réelles admettant une densité f(X,Y ) et

de fontion de répartition F(X,Y ).

Si f est ontinue en (x0, y0), on a :

f(x0, y0) =
∂2F(X,Y )

∂x∂y
(x0, y0) =

∂2F(X,Y )

∂y∂x
(x0, y0).
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Proposition - Dé�nition IV.3.5. � Soit (X,Y ) un ouple de variables aléatoires réelles admettant une

densité f(X,Y ) et des densités marginales fX et fY .
Pour tout y ∈ R tel que fY (y) > 0, la fontion dé�nie par

fX/(Y =y) :







R −→ R

x 7−→ f(X,Y )(x, y)

fY (y)

est la densité d'une variable aléatoire, appelée densité onditionnelle de X sahant (Y = y) ou enore densité

de X onditionnelle à (Y = y).
Pour tout x ∈ R tel que fX(x) > 0, la fontion dé�nie par

fY/(X=x) :







R −→ R

y 7−→ f(X,Y )(x, y)

fX(x)

est la densité d'une variable aléatoire, appelée densité ondtionnelle de Y sahant (X = x) ou enore densité de

Y onditionnelle à (X = x).

Proposition IV.3.6. � Soit X = (X1, . . . , Xn) un veteur aléatoire.

Si les variables aléatoires X1, . . . , Xn sont mutuellement indépendantes et admettent pour densités respetives

fX1 , . . . , fXn
, alors X admet pour densité la fontion fX dé�nie par :

∀(x1, . . . , xn) ∈ R
n, fX(x1, . . . , xn) =

n
∏

k=1

fXk
(xk)

Réiproquement, si X admet une densité fX , produit de n fontions intégrables positives f1, . . . , fn, 'est-à-dire
véri�ant

∀(x1, . . . , xn) ∈ R
n, fX(x1, . . . , xn) =

n
∏

k=1

fk(xk)

alors les variables aléatoires X1, . . . , Xn sont mutuellement indépendantes et, pour tout k ∈ [[1, n]], Xk admet

pour densité fXk
= αkfk ave αk > 0 et

n
∏

k=1

αk = 1.

Théorème IV.3.7. � Soit (X,Y ) un ouple de variables aléatoires réelles admettant une densité f(X,Y ) et

ϕ : R2 −→ R
2
un di�éomorphisme.

Le veteur aléatoire ϕ(X,Y ) admet une densité donnée par :

fϕ(X,Y )(x, y) =

{

f(X,Y )(ϕ
−1(x, y))| det(Jϕ−1(x, y))| si (x, y) ∈ ϕ(R2)

0 sinon

Théorème IV.3.8. � Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes admettant des densités fX et

fY .
Alors la variable aléatoire X + Y admet une densité donnée par :

fX+Y (x) =

∫ +∞

−∞

fX(t)fY (x− t)dt =

∫ +∞

−∞

fY (t)fX(x− t)dt

Proposition IV.3.9. � Soit (X,Y ) un ouple de variables aléatoires admettant une densité f(X,Y ) et ϕ une

appliation dé�nie sur (X,Y )(Ω).

La variable aléatoire ϕ(X,Y ) admet une espérane si et seulement si l'intégrale

∫

R2

ϕ(x, y)f(X,Y )(x, y)dxdy est

absolument onvergente.

En as de onvergene absolue, on a alors :

E(ϕ(X,Y )) =

∫

R2

ϕ(x, y)f(X,Y )(x, y)dxdy

Corollaire IV.3.10. � Soit (X,Y ) un ouple de variables aléatoires admettant une densité f(X,Y ) et un

moment d'ordre 2.
On a :

E(XY ) =

∫

R2

xyf(X,Y )(x, y)dxdy
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IV.4 Veteurs gaussiens

Dé�nition IV.4.1. � Un veteur aléatoire X = (X1, . . . , Xn) est dit gaussien si toute ombinaison linéaire

de ses omposantes, soit

n
∑

k=1

αkXk ave α1, . . . , αn ∈ R, est une variable aléatoire gaussienne.

Théorème IV.4.2. � Soit X un veteur aléatoire gaussien de R
n
, non dégénéré, 'est-à-dire dont la matrie

de ovariane ΓX est inversible. X admet pour densité de probabilité la fontion fX dé�nie par :

∀x ∈ R
n, fX(x) =

1

(2π)
n
2

√

det(ΓX)
exp

(

−1

2
t(x− E(X))Γ−1

X (x− E(X))

)

.

De plus, Y = A−1(X − E(X)), où A est une matrie arrée inversible telle que ΓX = AtA, est un veteur

gaussien dont les omposantes sont des variables gaussiennes entrées réduites mutellement indépendantes.

Théorème IV.4.3. � Soit X = (X1, . . . , Xn) un veteur gaussien de matrie de ovariane ΓX .

Les variables aléatoires X1, . . . , Xn sont deux à deux non orrélées (i.e. ΓX est diagonale) si et seulement si

elles sont mutuellement indépendantes.
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Chapitre V

Théorèmes limites

V.1 Quelques résultats

V.1.1 Inégalités de Markov et de Bienaymé-Thebyhev

Théorème (inégalité de Markov

1

) V.1.1. � Soit X une variable aléatoire réelle positive dé�nie sur un

espae probabilisé (Ω, T ,P) et admettant une espérane.

Pour tout a ∈ R
∗
+, on a :

P(X > a) 6
E(X)

a

Proposition (inégalité de Bienaymé

2

-Thebyhev

3

) V.1.2. � Soit X une variable aléatoire réelle dé�nie

sur un espae probabilisé (Ω, T ,P) et admettant une variane.

Pour tout a ∈ R
∗
+, on a :

P(|X − E(X)| > a) 6
V(X)

a2

V.1.2 Lemme de Borel-Cantelli

Soit (An)n∈N une suite d'événements de Ω.

Pour tout n ∈ N, la suite

(

⋃

k>n

Ak

)

n∈N

est une suite déroissante (au sens de l'inlusion) d'événements de Ω.

Par dé�nition, sa limite est

⋂

n∈N

⋃

k>n

Ak. Cette limite s'appelle la limite supérieure de la suite (An)n∈N :

lim supAn =
⋂

n∈N

⋃

k>n

Ak

Pour tout n ∈ N, la suite

(

⋂

k>n

Ak

)

n∈N

est une suite roissante (au sens de l'inlusion) d'événements de Ω. Par

dé�nition, sa limite est

⋃

n∈N

⋂

k>n

Ak. Cette limite s'appelle la limite inférieure de la suite (An)n∈N :

lim inf An =
⋃

n∈N

⋂

k>n

Ak

L'ensemble lim supAn est l'ensemble des ω ∈ Ω qui appartiennent à une in�nité de An. Ainsi, l'événement

lim supAn signi�e � les événements An sont réalisés une in�nité de fois � e que l'on abrège par � An in�niment

souvent � ou enore � An i.s. �.

L'ensemble lim inf An est l'ensemble des ω ∈ Ω qui, à partir d'un ertain rang n(ω), appartiennent à tous les

An.

1. Andreï Markov, Saint Pétersbourg 1903 - Mosou 1979

2. Jules Bienaymé, Paris 1796 - Paris 1878

3. Pafnouti Thebyhev, Okatovo 1821 - Saint Pétersbourg 1894
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On a l'inlusion :

lim inf An ⊂ lim supAn

ainsi que les égalités :

lim supAn = lim inf An et lim inf An = lim supAn

Théorème (lemme de Borel

4

-Cantelli

5

) V.1.3. � Soient (An)n∈N une suite d'événements sur un espae

probabilisé (Ω, T ,P).
(i) Si la série de terme général P(An) onverge, alors P(lim supAn) = 0.
(ii) Si les événements An sont mutuellement indépendants et si la série de terme général P(An) diverge, alors
P(lim supAn) = 1.

V.2 Convergene des variables aléatoires

Les variables aléatoires onsidérées sont dé�nies sur le même espae probabilisé (Ω, T ,P).

V.2.1 Di�érents modes de onvergene

Dé�nition (onvergene en probabilité) V.2.1. � Une suite (Xn)n∈N de variables aléatoires onverge en

probabilité vers une variable aléatoire X si, pour tout ε > 0, on a :

lim
n→+∞

P(|Xn −X | > ε) = 0

On note : Xn
P−→ X.

Dé�nition (onvergene presque sûre) V.2.2. � Une suite (Xn)n∈N de variables aléatoires onverge

presque sûrement vers une variable aléatoire X si on a :

P

({

ω ∈ Ω; lim
n→+∞

Xn(ω) = X(ω)

})

= 1

On note : Xn
p.s.−→ X

Proposition V.2.3. � Une suite (Xn)n∈N onverge presque sûrement vers X si et seulement si

∀ε > 0, P(lim sup(|Xn −X | > ε)) = 0

ou enore

∀ε > 0, lim
m→+∞

P( sup
n>m

|Xn −X | > ε) = 0

Dé�nition (onvergene en moyenne d'ordre p) V.2.4. � Soit p > 1. Une suite (Xn)n∈N de variables

aléatoires de Lp(Ω, T ,P) onverge dans Lp
(ou en moyenne d'ordre p) vers une variable aléatoire X si X ∈

Lp(Ω, T ,P) et si

lim
n→+∞

E (|Xn −X |p) = 0.

On note : Xn
Lp

−→ X.

Dé�nition (onvergene en loi) V.2.5. � Une suite (Xn)n∈N de variables aléatoires onverge en loi vers

une variable aléatoire X si lim
n→+∞

FXn
(t) = FX(t) en tout point de ontinuité t de FX .

On note Xn
L−→ X.

Théorème V.2.6. � Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) la suite (Xn)n∈N onverge en loi vers X ;

(ii) pour toute fontion ontinue bornée f , on a : lim
n→+∞

∫

Ω

f(Xn)dP =

∫

Ω

f(X)dP.

V.2.2 Comparaison des di�érents modes de onvergene

Xn
p.s.−→ X =⇒ Xn

P−→ X =⇒ Xn
L−→ X

⇑
Xn

Lp

−→ X

4. Émile Borel, Saint-Afrique 1871 - Paris 1956

5. Franeso Cantelli, Palerme 1875 - Rome 1966
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V.3 Lois des grands nombres

Si (Xn)n∈N∗
est une suite de variables aléatoires, on pose Sn =

n
∑

k=1

Xk.

V.3.1 Loi faible des grands nombres

Théorème (loi faible des grands nombres) V.3.1. � Soit (Xn)n∈N∗
une suite de variables aléatoires

dé�nies sur un espae probabilisé (Ω, T ,P), admettant un moment d'ordre 2 et deux à deux non orrélées.

On suppose que

lim
n→+∞

1

n

n
∑

k=1

E(Xk) = m et lim
n→+∞

1

n2

n
∑

k=1

V(Xk) = 0

Alors la suite de variables aléatoires

(

Sn

n

)

n∈N∗

onverge en probabilité vers m.

Corollaire (loi faible des grands nombres) V.3.2. � Soit (Xn)n∈N∗
une suite de variables aléatoires

dé�nies sur un espae probabilisé (Ω, T ,P), identiquement distribuées, deux à deux non orrélées et admettant

un moment d'ordre 2.

Alors la suite de variables aléatoires

(

Sn

n

)

n∈N∗

onverge en probabilité vers E(X1).

V.3.2 Loi forte des grands nombres

Théorème (de Kolmogorov

6

, loi forte des grands nombres) V.3.3. � Soit (Xn)n∈N∗
une suite de

variables aléatoires dé�nies sur un espae probabilisé (Ω, T ,P) et mutuellement indépendantes.

On suppose que :

lim
n→+∞

E(Xn) = m et

+∞
∑

k=1

V(Xk)

k2
< +∞

Alors la suite de variables aléatoires

(

Sn

n

)

n∈N∗

onverge presque sûrement vers m.

Remarque V.3.4. � Sous les hypothèses préédentes,

(

Sn

n

)

n∈N∗

onverge également dans L2
vers m.

Théorème (de Kolmogorov, loi forte des grands nombres) V.3.5. � Soit (Xn)n∈N∗
une suite de

variables aléatoires dé�nies sur un espae probabilisé (Ω, T ,P), mutuellement indépendantes et identiquement

distribuées.

Si E(|X1|) < +∞, alors la suite de variables aléatoires

(

Sn

n

)

n∈N∗

onverge presque sûrement vers E(X1).

La démonstration des deux théorèmes préédents repose sur des lemmes tehniques.

En revanhe, on pourra s'intéresser aux deux résultats suivants dont la preuve est abordable.

Proposition V.3.6. � Soit (Xn)n∈N∗
une suite de variables aléatoires dé�nies sur un espae probabilisé

(Ω, T ,P), mutuellement indépendantes, identiquement distribuées et admettant un moment d'ordre 4.

Alors la suite de variables aléatoires

(

Sn

n

)

n∈N∗

onverge presque sûrement vers E(X1).

Théorème V.3.7.� Soit (Xn)n∈N∗
une suite de variables aléatoires dé�nies sur un espae probabilisé (Ω, T ,P),

mutuellement indépendantes, identiquement distribuées et admettant un moment d'ordre 2.

Alors la suite de variables aléatoires

(

Sn

n

)

n∈N∗

onverge presque sûrement vers E(X1).

Remarque V.3.8. � Sous les hypothèses préédentes,

(

Sn

n

)

n∈N∗

onverge également dans L2
vers E(X1).

V.4 Approximations

V.4.1 Approximation de la loi binomiale par la loi de Poisson

Proposition V.4.1. � Soient λ ∈ R
∗
+ et (pn)n∈N∗

une suite de réels de ]0; 1[ tels que lim
n→+∞

npn = λ.

Soit (Xn)n∈N∗
une suite de variables aléatoires telle que Xn suit la loi binomiale B(n, pn).

Alors (Xn)n∈N∗
onverge en loi vers une variable aléatoire X qui suit la loi de Poisson P(λ).

6. Andreï Kolmogorov, Tambov 1903 - Mosou 1987
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Dans la pratique, la loi binomiale B(n, p) peut être approhée par la loi de Poisson P(np) si

n > 30, p 6 0,1, et np < 15.

V.4.2 Approximation de la loi binomiale par la loi normale

Théorème (De Moivre

7

-Laplae) V.4.2. � Soit (Xn)n∈N∗
une suite de variables aléatoires telle que Xn

suit la loi binomiale B(n, p).

Alors

(

Xn − np
√

np(1− p)

)

n∈N∗

onverge en loi vers une variable aléatoire qui suit la loi normale entrée réduite

N (0, 1).

Dans la pratique, la loi binomiale B(n, p) peut être approhée par la loi normale N (np, np(1− p)) si

n > 30, np > 15 et np(1− p) > 5.

V.5 Théorème entral limite

Si (Xn)n∈N∗
est une suite de variables aléatoires, on pose Sn =

n
∑

k=1

Xk.

Théorème V.5.1. � Soit (Xn)n∈N∗
une suite de variables aléatoires non onstantes, mutuellement indépen-

dantes, identiquement distribuées et admettant un moment d'ordre 2.

Alors

(

Sn − E(Sn)
√

V(Sn)

)

n∈N∗

onverge en loi vers une variable aléatoire qui suit la loi normale entrée réduite

N (0, 1).

7. Abraham De Moivre, Vitry-le-François 1667 - Londres 1754
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