Matrices stochastiques

Dans tout ce probléme, p désigne un entier naturel supérieur ou égal a deux.

Pour tout élément M de M,(R) et pour tout couple (%,j) d’entiers compris entre 1 et p, on note

M]i, j] le coefficient de M situé sur la i®™€ ligne et la ™€ colonne.

Définition 1 : On se donne une suite (M, )nen de matrices de M, (R), i.e. pour tout n € N on se donne une

matrice M, carrée d’ordre p a coefficients réels. On dira que ‘ la suite (M, )nen converge vers la matrice L ‘

lorsque : pour tout (i,5) €[[1,n] 2, la suite réelle M, [i, j] est convergente et vérifie 11111 M, i, 5] = L[i, j]-
n—-+00

Dans ce cas on le note lim M, = L.
n—-+oo

/) convergent vers L et L', alors les suites (M,, + M) et
(M, M) convergent respectivement vers L + L’ et LL'.

On montre alors aisément que si (M,) et (M)

Définition 2 : On dira qu)| une matrice M de M,(R) est stochastique | lorsque :
() v(i,5) €l1,p] 2, Mli,j] > 0.

(ii) Vi €[[1,p] , ZM[i,j] =1.

Définition 3 : Soit » € N*. On dira qu" une matrice M de Mp(R) est r-périodique ‘ lorsque M" = I,.

Division euclidienne : On pourra utiliser le résultat suivant : pour tout (n,7) € N2 tel que r # 0 il
existe un unique couple (g,1) € N2 tel que n = qr +1 et 0 <1 <r — 1. On dit que g est le quotient de la
division euclidienne de n par 7, et que [ est le reste.

Le but de ce probléme est d’étudier certaines propriétés de suites de matrices construites a partir de
matrices stochastiques. Das la premiére partie, on étudie la suite des puissances d’une matrice stochas-
tique. Dans les parties suivantes on étudie la convergence d’une suite (C,,)nen définie par :

b 24
Cn—n+1(1p+A+A+ + A™),

ou A est une matrice stochastique.



PARTIE 1 : Puissances de matrices stochastiques

1-b b

. . 1-—
1. (a) Montrer que la forme générale d’une matrice stochastique d’ordre 2 est A = ( @ a)

avec (a,b) € [0,1]2. Dans les trois question suivantes, on se donne une matrice A de la forme

précédente.

(b) Calculer A™ en fonction de n € N, dans lescasa=b=1et a=0b=0.
(¢) On suppose que (a,b) # (1,1) et (a,b) # (0,0). On admet que, pour tout n € N, on a :

a1 (a=1D(@+b-1)"+b-1 (1-a)((a+b-1)"—1)
Ta+b—2\ (1=-0(la+b-1)"=1) (Gb-1(a+b-1)"+a—-1)"
Etablir que la suite (A™),en converge vers une limite que ’on précisera.
a b b 1 1 1
2. Pour tout (a,b) € R2, on pose M(a,b) = [b a b]. On pose aussi U = % 1 1 1] et
b b a 1 1 1

V=I-U.

(a) Calculer U2, V2, UV et VU. Pour tout (a,b) € R?, donner une relation entre M(a,b), U et V.

(b) Soient (o, 8) € R? et n € N*. Exprimer (aU + 8V )™ en fonction de a, 3, U, V et n. En déduire,
pour tout (a,b) € R?, 'expression de M (a,b)™ en fonction de U, V et n.

(¢) A quelles conditions sur a et b, une matrice M (a, b) est-elle stochastique ?

On suppose ces conditions remplies.

Montrer que la suite (M (a, b)")neN

converge alors vers une limite que 1’on précisera.

PARTIE IT : Etude d’exemples de suites (Cy,)

1. Soit & un nombre réel. Pour tout entier n > 0, on pose

1
Yo = (I+a+a®+---+a").

Cn+1

(a) Calculer 7., en distinguant deux cas: a #1 et a = 1.

(b) Rappeler les résultats du cours sur la convergence de la suite (a™),en. Etudier en fonction de
a, la convergence de la suite (7,,) et, en cas de convergence, préciser la limite.

2. On prend p =2 et

W=

A=

1
2

2
3

1
2

PourtoutnGNonposeC’n:L(IP+A+A2+~~+A”).

n+1
1
1 -3

1 0
0 -3
de A* pour tout k € N.

(a) On pose : P = (

(b) On pose : D = (

). Montrer que P est inversible et déterminer P~1.

) . Donner une relation entre A et PDP~!. En déduire une expression

(c) Déterminer deux matrices U et V appartenant & Mz (R), telles que, pour tout k € N :

AkU+<

1kv
5V

(d) Pour tout n € N, exprimer C,, en fonction de n, U et V' puis montrer que la suite (C),) converge

et donner sa limite C.



Partie IIT : Etude de la suite (C,,) dans le cas de matrices périodiques

On désigne par r un entier strictement positif.

1. Soit (o )ken une suite r-périodique de nombre réels, c’est-a-dire telle que, pour tout k € N, a1 =
. On pose :

1
Y= ;(a0+a1+"'+ar—1)-
Pour tout n € N, on pose :
1
n+1

V= (a0 + o1+ +an).

(a) Prouver que pour entier k € N :
1
v = ;(ak + Qg1+ Q1)
n pourra effectuer la division euclidienne de k par ...
) tuer la divisi lids de k
(b) Montrer que la suite de terme général

Brn=(n+ 1)y — (n+1)y

est r-périodique. En déduire que (8,) est bornée.

(c¢) Etablir que (v,) converge et calculer sa limite.

2. Soit A une matrice r-périodique de M, (R).

On pose : Vn € N, C, :%H(IP+A+A2+~'+A”).

(a) Montrer que, pour tout (i,7) € [1,p] 2, la suite de terme général aj, = (A¥)[i,j] est r-
périodique au sens de la question précédente.

(b) En déduire que la suite (C,,) converge vers :
1
C=-(L,+A+ A+ -+ A7),
T

3. Soit (ak)ken une suite r-périodique de nombre réels, a partir d’un certain rang m, c’est-a-dire telle
que, pour tout k > m, ait+, = ag. On pose :

1
Y= ;(Oém‘i’Oéerl +"'+am+r71)-

Pour tout n € N, on pose :
1

:nJrl

T (a0 + a1+ +ay).

(a) Prouver que (7,) admet une limite que ’on précisera.

(b) Soit A une matrice de M, (R) r-périodique & partir d’un cerain rang m, c’est-a-dire telle que,
pour tout k > m, AT = Ak,
Pour tout n € N on pose C,, = n%rl(lp—i-A—l—AQ—i----—i—A").
Montrer que la suite (C,,) converge vers :

C:%(Am+Am+l+.“+Am+r71).



Partie IV : Etude de la suite (C,,) dans le cas de matrices stochastiques

On note S, 'ensemble des matrices stochastiques de M, (R) et D, Pensemble des matrices détermi-
nistes, c’est-a-dire stochastiques et dont les coefficients sont égaux & 0 ou a 1. Enfin, on note A, ’ensemble
des matrices déterministes et inversibles.

1. Matrices stochastiques

(a) Prouver que, pour tout couple (A, ) € R? tel que A > 0, > 0 et A+ u = 1, et pour tout
couple (M, N) d’éléments de S,, AM + uN appartient encore & Sp.
(b) Prouver que le produit M N de deux éléments M et N de S, appartient a .S,,.

(c) Soit A un élément de S,. Pour tout n € N, on pose C, = =45 (I, + A+ A%+ - -+ A™). Montrer

que, pour tout n € N, C), est un élément de S,. Que peut-on en déduire pour la limite C de
(Cp), lorsqu’elle existe ?

2. Matrices déterministes

(a) Soit M un élément de M,(R). Montrer que M est déterministe si et seulement si tous ses
coeffcients sont égaux & 0 ou & 1 et si chaque ligne de M contient exactement un seul coefficient
égal & 1.

(b) En déduire que D), est un ensemble fini et préciser le nombre de ses éléments.

(¢) Montrer que le produit M N de deux éléments M et N de D, appartient a D,,.

(d) Soit la matrice déterministe :

S

I
cooro
I
_—oocoo
cor~roo
coocoo

Vérifier que A° = A43.
Plus généralement : montrer que si A est un élément quelconque de D), alors il existe un entier
r > 1 et un entier m € N tel que A™*" = A™. En déduire que, dans ces conditions, A est
r-périodique & partir du rang m et que, si de plus A est inversible, A est r-périodique (i.e. &
partir du rang 0).

(e) Soit A un élément de M, (R).
Etablir que A € A, si et seulement si A et A sont éléments de D,. Dans ces conditions,
montrer que A™! est aussi élément de A, et que A~! ="A.

3. Etude d’une suite associée & une matrice déterministe.

(a) En utilisant les résultats de la partie III, établir le résultat suivant : si A est une matrice
déterministe inversible, alors la suite (Cy,)nen, définie par C,, = n+r1 (Ip + A+ A%+ ...+ A")
converge vers une matrice stochastique C telle que C? = C.

(b) Etendre ce résultat & une matrice déterministe non inversible.

4. Matrices stochastiques inversibles.

(a) Soient X et Y deux éléments de S, tels que XY = I,,. On se propose de montrer que X et YV
sont déterministes inversibles.
i. Pour tout j €[1,p], on pose p; = max {Y[1,5],Y[2,5],...,Y[p, ]}
Prouver que : Vj €[1,p] , u; = 1.
(On pourra calculer le coefficient (XY)[i, j])
ii. Montrer que : 337, 3" Y[i,j] = 3>°7_, p1;. En déduire que tous les coefficients de Y’
sont égaux a 0 ou a 1.
iii. Montrer que Y et X appartiennent a A,,.
(b) Plus généralement, soient U et V' deux matrices de S, telles que le produit UV appartienne a
A,. Prouver que U et V appartiennent a A,. (On pourra utiliser la question 2.(e))



