ECS1.1 - TD N ° 12 : Séries numériques

Exercice 1 Déterminer la nature de la série de terme général u,, dans les cas suivants :

1. u, —e VR 2. ’

-5 _ n=2 _ Y31
Un = S(507T) 3. Un = iy 4 up = 51;3
o . 1 _ n _ _cos(n)) o 1

5. u, =mnsin (3") 6. u, = — 7. U, = 73 +cos(nl) 8. un 7\/7%”—-%1)

Exercice 2 Etudier la nature de la série de terme général u,, en fonction des paramétres indiqués :
L ou,=(Vn+1-yn)" aeR 2. upy=mn(l+-%), aeRr

3. up,=In(n)+aln(n+1)+bln(n+2), (a,b) € R?

Exercice 3

n

1
1. Pour n € N*, on pose S, = Z Z et up, = Sy, — In(n).
k=1

1
(a) Montrer que 41 —u, = —=—= 40| — |.En déduire que la suite (u,)nen converge.
n—+oo  2n2 n?

n"e "\/n
2. Pour n € N, on pose x,, = 7\/_

n!
1
(a) Montrer que In Tntl = 4+ 0| — ). En déduire qu’il existe une constante C' > 0 telle que :
T n—+oco 12n2 n?
n

o o)

n—-+oo

Exercice 4 Montrer la convergence de la série de terme général u,, puis calculer sa somme :

_ 1 6 _ 2n(n+1)

5. un:(*l)"(n%)! 6. Un*% 7. un:hl(

W) 8. Uup = (Z!), k e N* fixé

. N L. N sin( =&
Exercice 5 On considére la série E Uy OU Uy = (3 )

271.
n=0

1. Montrer que cette série converge.

2. On note S la somme de la série, et S,, sa somme partielle de rang n. Vérifier que

1

3. Ecrire un programme Turbo-Pascal qui calcule une valeur approchée de S a 10~3 prés.

Exercice 6

. "
1. Etudier la convergence et calculer la somme de la série Z In (1 + (=1) ) .
n

n>2

) . —1)k
2. Etablir la convergence de la suite (P,),>2 définie par : P, = H (1 + ( k) )

k=2

n

Exercice 7 (Critére spécial des séries alternées) Soit (a,)nen une suite décroissante de réels positifs, convergente
vers 0. Pour tout n € N, on pose : S,, = Z(fl)kak
k=0
(a) Monter que les suites (Sa2,,) et (S2,41) sont adjacentes.
(b) En déduire que la série Z(fl)"an est convergente.
n=0
+oo

> (=D)Fuy,

k=n

1.

(¢) Montrer que si € N : < uy,




(=D"

2. Etudier la nature de la sériez , en fonction du parameétre o € R. En déduire un contre-exemple ou

nOt
n>1
- o o (="
Uy, ~ v, et les séries E Uy, et E vy, sont de nature différente (considérer u,, = c).
n—-+o0o \/ﬁ
n>ngo n>ngo

Up

14wy, *

Exercice 8 Soient (u,)nen une suite de réels positifs et (v, )nen définie par : v, =

Montrer que les séries E Uy, et E v, sont de méme nature.
n=0 n=0

Exercice 9 On considére la suite (u,)nen définie par ug = § et up11 = sin(uy).

1. Etudier la fonction f : 2 — sin(z) — z sur [0, %], puis montrer que (u,) est strictement positive et convergente

vers 0.

3

2. Dans les questions suivantes, on admettra que : sin(z) —x ~ e
x—0

a) A laide de I’étude la série Up41 — Uy, Montrer que u? converge.
+ ) q n g

n=>0 n>0
(b) A l'aide de I'é¢tude la série Z In(up41) — In(uy,), montrer que Z u? diverge.
n=>0 n=>0

Exercice 10 (Exemple de série de fonctions ex1.15 Analyse ESCP 2012) Pour n > 1 et z € R, on pose u,(z) =
2

(—1)" In (1 + m)

n
1. Pour n € N*, on note S, (x) = Zuk(ac) la somme partielle de rang n de la série de terme général ug(z).
k=1

En considérant les sommes partielles de rangs pairs et celles de rangs impairs, montrer que la série Y wu,(z)
n>1
converge pour tout réel x.
On notera u(x) la somme de cette série.
“+o0
2. Pour n > 1, on pose R, (x) = Z u(x).
k=n+1

1
Mont Ve eR, |Ry(z)| <In(1+——).
ontrer que Vz |R,(z)| <In(1+ — 1)

1
3. Montrer que la série de terme général (—1)"In(1 + —) est convergente. On notera s sa somme.
n

3

—+oo
1
4. Mont li = -1 14+ —
ontrer que z—1>I-|Irloou(x) ;( n ( +
1+

)"l
On pourra considérer s,, = Z(fl)k In <
k=1

—_

—) , et utiliser le fait que :

o~

lu(z) = s < fu(z) = Sp(2)] + |Sn(2) = sn| +[sn — 5]

(2n!)?

W(Qn + 1)) et en utilisant 'équivalence de Stirling : n!  ~
n(n!

5. Montrer que pour tout n > 1, s, = ln( -
n—-+oo

(E) V2mn, déterminer lim  wu(z).
e Tr—r+00



