
ECS1.1 - TD N˚12 : Séries numériques

Exercice 1 Déterminer la nature de la série de terme général un dans les cas suivants :

1. un = e−
√
n 2. un = n

2−5
n(2n+1) 3. un = n−2

2n−1 4. un =
n
√
2−1

2n+3

5. un = n sin
(

1
3n

)

6. un = n

n+1 7. un = cos(n!)
n3+cos(n!) 8. un = 1√

n(n+1)

Exercice 2 Étudier la nature de la série de terme général un en fonction des paramètres indiqués :

1. un =
(√

n+ 1−√
n
)α

, α ∈ R 2. un = ln
(

1 + 1
nα

)

, α ∈ R

3. un = ln(n) + a ln(n+ 1) + b ln(n+ 2), (a, b) ∈ R
2

Exercice 3

1. Pour n ∈ N
∗, on pose Sn =

n
∑

k=1

1

k
et un = Sn − ln(n).

(a) Montrer que un+1 − un =
n→+∞

− 1

2n2
+ o

(

1

n2

)

. En déduire que la suite (un)n∈N converge.

2. Pour n ∈ N, on pose xn =
nne−n

√
n

n!
.

(a) Montrer que ln

(

xn+1

xn

)

=
n→+∞

1

12n2
+ o

(

1

n2

)

. En déduire qu’il existe une constante C > 0 telle que :

n! ∼
n→+∞

C
√
n
(n

e

)n

.

Exercice 4 Montrer la convergence de la série de terme général un puis calculer sa somme :

1. un = 1
n(n+1)(n+2) 2. un = 6

5n+2 3. un = 2n(n+1)
3n 4. un = (−1)n n

2+3
5n

5. un = (−1)n 2n

(n+1)! 6. un = n
2+n+1
n! 7. un = ln

(

n
3

(n+2)(n−1)2

)

8. un =
(nk)
n! , k ∈ N

∗ fixé

Exercice 5 On considère la série
∑

n>0

un où un =
sin( π

2n )
2n .

1. Montrer que cette série converge.

2. On note S la somme de la série, et Sn sa somme partielle de rang n. Vérifier que :

∀n ∈ N, |S − Sn| 6
1

2n

3. Écrire un programme Turbo-Pascal qui calcule une valeur approchée de S à 10−3 près.

Exercice 6

1. Étudier la convergence et calculer la somme de la série
∑

n≥2

ln

(

1 +
(−1)n

n

)

.

2. Établir la convergence de la suite (Pn)n>2 définie par : Pn =

n
∏

k=2

(

1 +
(−1)k

k

)

.

Exercice 7 (Critère spécial des séries alternées) Soit (an)n∈N une suite décroissante de réels positifs, convergente

vers 0. Pour tout n ∈ N, on pose : Sn =

n
∑

k=0

(−1)kak.

1. (a) Monter que les suites (S2n) et (S2n+1) sont adjacentes.

(b) En déduire que la série
∑

n>0

(−1)nan est convergente.

(c) Montrer que si ∈ N :

∣

∣

∣

∣

∣

+∞
∑

k=n

(−1)kuk

∣

∣

∣

∣

∣

≤ un

1



2. Étudier la nature de la série
∑

n>1

(−1)n

nα
, en fonction du paramètre α ∈ R. En déduire un contre-exemple ou

un ∼
n→+∞

vn et les séries
∑

n≥n0

un et
∑

n≥n0

vn sont de nature différente (considérer un =
(−1)n√

n
. . .).

Exercice 8 Soient (un)n∈N une suite de réels positifs et (vn)n∈N définie par : vn = un

1+un

.

Montrer que les séries
∑

n>0

un et
∑

n>0

vn sont de même nature.

Exercice 9 On considère la suite (un)n∈N définie par u0 = π

2 et un+1 = sin(un).

1. Étudier la fonction f : x 7−→ sin(x)− x sur
[

0, π2
]

, puis montrer que (un) est strictement positive et convergente
vers 0+.

2. Dans les questions suivantes, on admettra que : sin(x)− x ∼
x→0

−x3

6
.

(a) À l’aide de l’étude la série
∑

n>0

un+1 − un, montrer que
∑

n>0

u3
n

converge.

(b) À l’aide de l’étude la série
∑

n>0

ln(un+1)− ln(un), montrer que
∑

n>0

u2
n diverge.

Exercice 10 (Exemple de série de fonctions ex1.15 Analyse ESCP 2012) Pour n ≥ 1 et x ∈ R, on pose un(x) =

(−1)n ln
(

1 +
x2

n(1 + x2)

)

.

1. Pour n ∈ N
∗, on note Sn(x) =

n
∑

k=1

uk(x) la somme partielle de rang n de la série de terme général uk(x).

En considérant les sommes partielles de rangs pairs et celles de rangs impairs, montrer que la série
∑

n≥1

un(x)

converge pour tout réel x.

On notera u(x) la somme de cette série.

2. Pour n ≥ 1, on pose Rn(x) =

+∞
∑

k=n+1

uk(x).

Montrer que ∀x ∈ R, |Rn(x)| ≤ ln(1 +
1

n+ 1
).

3. Montrer que la série de terme général (−1)n ln(1 +
1

n
) est convergente. On notera s sa somme.

4. Montrer que lim
x→+∞

u(x) =

+∞
∑

n=1

(−1)n ln

(

1 +
1

n

)

.

On pourra considérer sn =
n
∑

k=1

(−1)k ln

(

1 +
1

k

)

, et utiliser le fait que :

|u(x)− s| ≤ |u(x)− Sn(x)| + |Sn(x) − sn|+ |sn − s|

5. Montrer que pour tout n ≥ 1, s2n = ln
( (2n!)2

24n(n!)4
(2n + 1)

)

et en utilisant l’équivalence de Stirling : n! ∼
n→+∞

(n

e

)n √
2πn, déterminer lim

x→+∞
u(x).
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