ECS1.1 - TD N ° 1 : Logique, ensembles, applications

Exercice 1 Ecrire avec les quantificateurs et les connecteurs appropriés les propositions mathématiques
suivantes :

1. Tl existe un rationnel compris entre V3 et /5.
2. 1l n’existe pas d’entier naturel supérieur ou égal a tous les autres.

3. Si la somme de deux entiers naturels est nulle, alors ces deux entiers naturels sont nuls.
Exercice 2 Montrer que pour tout n € N, si n? est pair, alors n est pair.

Exercice 3 Les propositions suivantes sont-elles vraies ? Sinon donner leur négation :
1. 3AeR/VneN, y/n< A
2. Vx € RT, EnEN*/%gx
3. Vo e R, HneN*/%gx

Exercice 4 Soit F un ensemble. Pour toutes parties A et B de E, on pose :
AAB = (AUB)\(ANB).

1. Montrer que : AAB = (A\B) U (B\A).
2. Soient A, B et C trois parties de F vérifiant : AAB = AAC. Montrer que : B = C.Si AUB = AUC
peut-on dire que B =C7
Exercice 5

1. Déterminer P(E) pour E = {a,b,c,d}; a, b, ¢, d étant distincts deux a deux.
2. Déterminer P(E) et P (P(E)) pour un ensemble & deux éléments.

Exercice 6 Soient F un ensemble et A, B et C trois parties de E.
1. Montrer que : AC B <+ AUB=E.

i | AuB=AUC B
2. Demontrerque.{AmB:AﬂC ~— B=C.

i | AuB=ANnC L
3. Demontrerque.{AmB:AUc — A=B=C.

Exercice 7
1. Montrer que pour tout entier n € N*, on a : n! > 2771,
2. On définit une suite réelle (u,)nen par : ug = uy = 3 et Vn € N, Uy 40 = U1 + 2u,. Etablir que :
VneN, w,=2"" 4 (-1)"
Exercice 8 On considére I'application f définie par :

f+ R — R
x — sin(z) 4 2z
1. Est-ce que 'application f est injective 7 surjective ? bijective ?

2. Montrer que ’équation f(x) = 2 admet une unique solution réelle, et que cette solution est stricte-
ment positive.



Exercice 9 On considére 'application :

f: R — Rt
ZL"—>ZL'2

1. Est-elle injective sur R ? surjective de R sur Rt ?

2. Montrer que fig+ est bijective de R sur R* et déterminer son application réciproque flii‘l*‘
3. De méme montrer que fjgr- est bijective de R™ sur RT et déterminer son application réciproque
-1
It
4. f est-elle injective sur N7 bijective de N sur N7 de Z sur N7
Exercice 10 Soient F, F' deux ensembles et f: E — F et g : FF — E deux applications.

1. Montrer que si go f = Idg, alors g est surjective et f est injective.

2. On suppose que go f = Idg, et que 'une des deux applications f ou g est bijective. Montrer que
I’autre est aussi bijective.

3. Monter que si go f et f o g sont bijectives, alors f et g sont bijectives.

Exercice 11 Soient f: F — F et g : E — G deux applications. On considére I’application suivante :

h: E — FxG
z — (f(z),9(x))

1. Montrer que si f ou g est injective alors h 1’est aussi. La réciproque est-elle vraie?
2. Montrer que si h est surjective, alors f et g le sont aussi. La réciproque est-elle vraie ?

Dans la recherche de contre-exzemples, on pourra considérer les fonctions f : © € R — 22 € R et
g:zeR— (x—1)? e RT.

Exercice 12 Soient F, F' deux ensembles et f : E — F une application. On considére A; et As deux
parties de E et By et By deux parties de F'.

1. Montrer que :
f(Al UAQ) = f(Al) Uf(Ag) et f(Al ﬂAg) C f(Al) ﬂf(AQ)
2. Montrer que :

Y (B1UBy) =
(BN By)

fTH(B) U (Ba) et
fTHBY) N (By).

Exercice 13 Soient £ un ensemble non vide et f: P(E) — R telle que
Y(A,B) € P(E)®’, ANB=0 = f(AUB) = f(A)+ f(B)

Démontrer les propriétés suivantes :

1. f®) =0

2. V(A,B) e P(E)?, f(AUB)=f(A)+

3. V(A,B) e P(E)?, ACB = f(A)< f(B)



