
ECS1.1 - TD N�1 : Logique, ensembles, appli
ations

Exer
i
e 1 É
rire ave
 les quanti�
ateurs et les 
onne
teurs appropriés les propositions mathématiques

suivantes :

1. Il existe un rationnel 
ompris entre

√
3 et

√
5.

2. Il n'existe pas d'entier naturel supérieur ou égal à tous les autres.

3. Si la somme de deux entiers naturels est nulle, alors 
es deux entiers naturels sont nuls.

Exer
i
e 2 Montrer que pour tout n ∈ N, si n2
est pair, alors n est pair.

Exer
i
e 3 Les propositions suivantes sont-elles vraies ? Sinon donner leur négation :

1. ∃A ∈ R/ ∀n ∈ N,
√
n 6 A

2. ∀x ∈ R
+, ∃n ∈ N

∗/ 1

n
6 x

3. ∀x ∈ R, ∃n ∈ N
∗/ 1

n
6 x

Exer
i
e 4 Soit E un ensemble. Pour toutes parties A et B de E, on pose :

A∆B = (A ∪B)\(A ∩B).

1. Montrer que : A∆B = (A\B) ∪ (B\A).
2. Soient A, B et C trois parties de E véri�ant : A∆B = A∆C. Montrer que : B = C. Si A∪B = A∪C

peut-on dire que B = C ?

Exer
i
e 5

1. Déterminer P(E) pour E = {a, b, c, d} ; a, b, c, d étant distin
ts deux à deux.

2. Déterminer P(E) et P (P(E)) pour un ensemble à deux éléments.

Exer
i
e 6 Soient E un ensemble et A, B et C trois parties de E.

1. Montrer que : A ⊂ B ⇐⇒ A ∪B = E.

2. Démontrer que :

{

A ∪B = A ∪ C
A ∩B = A ∩ C

⇐⇒ B = C.

3. Démontrer que :

{

A ∪B = A ∩ C
A ∩B = A ∪ C

⇐⇒ A = B = C.

Exer
i
e 7

1. Montrer que pour tout entier n ∈ N
∗
, on a : n! ≥ 2n−1

.

2. On dé�nit une suite réelle (un)n∈N par : u0 = u1 = 3 et ∀n ∈ N, un+2 = un+1 + 2un. Établir que :

∀n ∈ N, un = 2n+1 + (−1)n

Exer
i
e 8 On 
onsidère l'appli
ation f dé�nie par :

f : R −→ R

x 7−→ sin(x) + 2x

1. Est-
e que l'appli
ation f est inje
tive ? surje
tive ? bije
tive ?

2. Montrer que l'équation f(x) = 2 admet une unique solution réelle, et que 
ette solution est stri
te-

ment positive.
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Exer
i
e 9 On 
onsidère l'appli
ation :

f : R −→ R
+

x 7−→ x2

1. Est-elle inje
tive sur R ? surje
tive de R sur R
+
?

2. Montrer que f|R+
est bije
tive de R

+
sur R

+
et déterminer son appli
ation ré
iproque f−1

|R+ .

3. De même montrer que f|R−
est bije
tive de R

−
sur R

+
et déterminer son appli
ation ré
iproque

f−1

|R−
.

4. f est-elle inje
tive sur N ? bije
tive de N sur N ? de Z sur N ?

Exer
i
e 10 Soient E, F deux ensembles et f : E → F et g : F → E deux appli
ations.

1. Montrer que si g ◦ f ≡ IdE , alors g est surje
tive et f est inje
tive.

2. On suppose que g ◦ f ≡ IdE , et que l'une des deux appli
ations f ou g est bije
tive. Montrer que

l'autre est aussi bije
tive.

3. Monter que si g ◦ f et f ◦ g sont bije
tives, alors f et g sont bije
tives.

Exer
i
e 11 Soient f : E −→ F et g : E −→ G deux appli
ations. On 
onsidère l'appli
ation suivante :

h : E −→ F ×G
x 7−→

(

f(x), g(x)
)

1. Montrer que si f ou g est inje
tive alors h l'est aussi. La ré
iproque est-elle vraie ?

2. Montrer que si h est surje
tive, alors f et g le sont aussi. La ré
iproque est-elle vraie ?

Dans la re
her
he de 
ontre-exemples, on pourra 
onsidérer les fon
tions f : x ∈ R −→ x2 ∈ R
+

et

g : x ∈ R −→ (x− 1)2 ∈ R
+
.

Exer
i
e 12 Soient E, F deux ensembles et f : E → F une appli
ation. On 
onsidère A1 et A2 deux

parties de E et B1 et B2 deux parties de F .

1. Montrer que :

f (A1 ∪A2) = f (A1) ∪ f (A2) et f (A1 ∩ A2) ⊂ f (A1) ∩ f (A2) .

2. Montrer que :

f−1 (B1 ∪B2) = f−1 (B1) ∪ f−1 (B2) et

f−1 (B1 ∩B2) = f−1 (B1) ∩ f−1 (B2) .

Exer
i
e 13 Soient E un ensemble non vide et f : P(E) −→ R
+

telle que

∀(A,B) ∈ P(E)2, A ∩B = ∅ =⇒ f(A ∪B) = f(A) + f(B)

Démontrer les propriétés suivantes :

1. f(∅) = 0

2. ∀(A,B) ∈ P(E)2, f(A ∪B) = f(A) + f(B)− f(A ∩B)

3. ∀(A,B) ∈ P(E)2, A ⊂ B =⇒ f(A) 6 f(B)
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