ECS1.1 - TD N ° 5 : Calcul matriciel et systémes linéaires

Exercice 1 Calculer les produits de matrices suivants :

1 1 =3 o 1 -3 9 1 2 y 1 -2
‘ -3 1 -3 1 ’ -3 1 -1 1

1 -2 1 2 cosa  —sina cosf —sinf
3. 1 2 )" \=3 1) 4. sina  cosa ) x (sinﬁ cos f3 >

cosa  sina ) (cosﬁ sin 8 )
5. . x| .
sina  —cosa sinf —cosf
. ~ . o eres s . 4 —-10 L. 9 .
Exercice 2 (Polynéme annulateur et inversibilité) Soit A = . 3 ) Vérifer que A — A — 2I, = 05, puis en

déduire que A est inversible et calculer A71.

Exercice 3 (Calcul de puissances par conjecture) Déterminer A” en fonction de n € N dans les cas suivants :

01 10
-1 0 2
11 1 -1 0 011
A‘(o 1)’ A‘(1 1)’ A=10 0 0 1|’ A= (2) (1)*12
00 0 O
1 -1 -1
Exercice 4 (Calcul de puissances par récurrence) Onpose A= | —1 1 —1|.Démontrer qu'il existe deux suites
-1 -1 1
(an)nen €t (bp)nen & valeurs réelles telles que : Vn € N, A" = [ b, a, b, |. En déduire expression de A", pour

tout n € N.

Exercice 5 (Calcul de puissances avec un polynéme annulateur)

1 00
Onpose A=|1 0 0
1 1 1

1. Donner une relation entre A3, A% et A.

2. Méthode 1 : Montrer qu'’il existe deux suites (an)nen et (bn)nen & valeurs réelles telles que : Vn € N, A™ =
anA + b, A%. En déduire I'expression de A™, pour tout n € N*.

3. Méthode 2 : Déterminer le reste de la division euclidienne de X™ par X? —2X?2 + X. En déduire I'expression de
A™ pour tout n € N.

Exercice 6 (Calcul de puissances avec la formule du binéme matricielle)

a 0 0 0 1 1
1. Poura e R,onpose A= 0 a 0 |,N=| 0 0 1 et B= A+ N. Vérifier que AN = NA et N3 =0,
0 0 a 0 0 O
puis calculer B™ pour tout n > 3.
1 2 2 1 11
2. Onpose A=12 1 2|etJ=|1 1 1]. Calculer J" puis A" pour tout n € N.
2 21 1 1 1

Exercice 7 Déterminer le rang puis résoudre les systémes linéaires d’inconnues réelles suivants :

g;;yfz;? drty—z=1
1) Y 2) 3w +3y—z=2
oy tz=2 20+ 4y =2
dx+y+2=3
2c +y+z2=1 r+y+z—t=1
3) r—y—2z=2 4) T—y—z+t=2
dr—y—2=3 r—y—z—t=3
3r—y+z2z=5 1+ 2x9 —x3+ 314 =0
5) T+y—z=-2 6) Ty + a3 — 224 + 225 =0
—r+2y+2=3 2x1 4+ x9 —brs —4xs =0



Exercice 8 Inverser les matrices suivantes :

111 11 2 (1)(1)_02(2)

1. A=[(0 1 1 2. B=[1 2 3 3. C=
00 1 0 -1 3 L2
01 0 -3

Exercice 9 Soit A = ((aij))1<ij<n € Mn(K). On appelle trace de A, notée Tr(A), la somme de ses coefficients

n

diagonaux : Tr(4) = Z @i
i=1

1. Montrer que : V(A, B,\) € M,,(K)? x K, Tr(A + B) = Tr(A4) + Tr(B) et Tr(\.A) = X x Tr(A).

2. Montrer que : V(4, B) € M,,(K)?, Tr(AB) = Tr(BA)
En déduire que VA € M,,(K),VP € Gl,(K), Tr(PAP~Y) =Tr(A).
3. Peut-on trouver deux matrices A et B de M,,(K) tels que AB— BA=1,"7

Exercice 10

1. Soit A € M,,(K) une matrice diagonale dont tous les coefficients diagonaux sont deux a deux distincts. Montrer
que, si M € M, (K) alors : A et M commutent si et seulement si M est diagonale.

2. Montrer que les seules matrices de M,,(K) qui commutent avec toutes les autres sont les matrices scalaires,
c’est-a-dire les matrices de la forme A, avec A € K.



