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ALGEBRE

Exercice 2.1.

Soit n un entier supérieur ou égal a 2.
On considere une matrice P = (p; j)i<i,j<n € Mn(C) strictement stochas-
tique, ce qui signifie que les coefficients p; ; de P sont tous des réels stricte-

n
ment positifs et que, pour tout ¢ € {1,2,...,n}, > p;; =1.
j=1

Bien que les coefficients de P soient réels, nous considérons dans la suite que
P appartient & M,,(C) : il s’ensuit que les valeurs propres de P sont éléments
de C et que ses colonnes propres sont éléments de M, 1(C).

1. Montrer que 1 est valeur propre de P et donner ’exemple d’une colonne
propre de P associée a 1.

2. Montrer que toute valeur propre A de P est de module inférieur ou égal a
1.

On considérera une colonne propre de P associée a A et on utilisera la norme
infinie canonique de M,, 1(C).

3. Montrer que toute valeur propre A de P de module égal & 1 est elle-méme
égale a4 1 et que son sous-espace propre associé est une droite (& préciser).

On considérera une colonne propre C de P associée a X telle que ||Cllo = 1 et
on montrera que les parties réelles des composantes de C' sont toutes €gales.

4. Montrer que toute matrice strictement stochastique appartenant & Mo (C)
est diagonalisable et préciser, en fonction de ses coefficients, ses valeurs
propres ainsi qu’une base de colonnes propres.

5. Quelles sont les valeurs propres de la matrice strictement stochastique :
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1 4 3
Mi=31[4 2 27
3 41
Est-elle diagonalisable ?
2 1 1
La matrice strictement stochastique M, :i 1 2 1| est-elle diagonal-
11 2

isable ?

Solution :

1. Soit T" I’élément de M, 1(C) dont toutes les composantes sont égales & 1.
On voit aisément que PI' = T', donc 1 est valeur propre de P et I' est une
colonne propre associée a 1.

C1
2.S0it C'=| : | une colonne propre de P associée & A. Pour tout ¢ € [1,n],

Cn
n

n n
ona:Ac; = ), pijcjet done [A.|eil < Y pijleil < X2 pijllClleo = [|C]|co-
j=1 j=1 =1

J

Il s’ensuit que |A|.]|Cllco € ||C]loo €t comme CO, |A] < 1.
C1

3. Soit C = | : ] une colonne propre de P associée a A. Quitte & multiplier
Cn

C par l'inverse de sa norme, on peut supposer que C est de norme 1.

Comme [|PC|loc = [|AC|loc = |Al]|Cleo = 1, il existe k € {1,...,n}, tel que

n n

114

| > pr,jej| =1 et donc : 36 tel que Y pyjc; = e
j=1 =1

J
n n

Ainsi Y pr (1 — e ?c;) =0 et en particulier S pg ;(1 — Ré(e~¥¢;)) = 0.
j=1 j=1

Or, pour tout j, Ré(e~c;) < le7¥c;| = |¢;| < 1. La somme précédente

ne peut donc étre nulle que si tous ses termes sont nuls, c’est-a-dire

Vj,Ré(e~¥c;) = 1. Or un nombre complexe de module inférieur ou égal

a 1 dont la partie réelle vaut 1 est le nombre 1 et pour tout j, ¢; = et

Donc C est colinéaire & I', ce qui prouve que A\ = 1 et que le sous-espace

propre de P associé a 1 est la droite de base I

l1—a a

4.MestdelaformeM:< b 1—b

), avec a et b dans 10, 1].
l1—a—-2A a

b 1-b-2A

I-a—-XA)(1—-b—X)—ab=0

M -\ = < ) n’est pas inversible si et seulement si :
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et cette équation admet deux racines distinctes : 1 et 1 —a —b et donc M est

diagonalisable. Enfin, on voit aisément que ( ) est propre pour la valeur

1

propre 1, tandis que ( ba) est propre pour la valeur propre 1 —a — b.

5. x Les valeurs propres de M; sont 1 (et le sous-espace propre associé est
une droite) et —1/4 et le sous-espace propre associé & —1/4 est la droite de
-2
base | 3 : la matrice M; n’est pas diagonalisable.
-2

* La matrice M- est symétrique réelle, donc diagonalisable.

Exercice 2.2.

On note E = C([0,1],R) 'espace des fonctions réelles définies et continues
sur le segment [0, 1].
Soit u: f € E — u(f) définie par :

vz e, 1],u(f)(a:):/0 min(z, £) (1) dt.

1. Vérifier que u est un endomorphisme de E.

2. Soient f et g deux fonctions de E telles que u(f) = g.
a) Montrer que g est de classe C* sur [0, 1].
b) Calculer g(0) et g'(1).

3. Montrer que u est injectif.

4. Déterminer I'image Im u de u.

5. On pose, pour z € [0, 1], fi(z) = sin (77—256) et fo(xz) = sin (371-735)

a) Vérifier que (f1, f2) est une famille libre de E.

b) Soit F' le sous espace vectoriel engendré par {fi, f2}. Montrer que F' est
stable par u.

c) Donner dans la base (f1, f2) la matrice de la restriction & F de u.

Solution :

1. On a immédiatement

uN@ = [ 1wis [ o

ce qui montre la continuité de u(f) sur [0, 1], dés que f Pest elle méme.
La linéarité de u provient de la linéarité de l'intégrale.
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2. a) Comme, pour tout z € [0, 1]

g(z) = /0 £ (t)dt + a:/; F(t)dt

g est de classe C' sur [0,1] et :

1
g@ = [ rod
De la méme fagon g est de classe C? et g (z) = —f(z).
b) g(0) =0 et ¢'(1) = 0.

3. Soit f € Kerwu. Pour tout « € [0, 1], u(f)(x) = 0, ce qui donne en dérivant
deux fois : —f(z) = [u(f)]"(z) = 0.
Ainsi u est injectif.

4. Par la seconde question, on sait que
Imu C G = {g € C?0,1]| g(0) =0,4'(1) = 0}.

Montrons I’inclusion réciproque. Soit g € G, alors —g" € E et, en utilisant
plusieurs intégrations par parties, il vient :

u(—g")() = — / g (t)dt — / g (t)dt
— [t ()] + / g (t)dt — g (1)]!
0

= g(z)

5. a) On pose afi(x) +bfz(x) = 0 et on donne & x deux valeurs particuliéres
(par exemple, 1 et 3) pour obtenir a = b = 0.

b) Pour montrer la stabilité de F' par w, il suffit de calculer les images de
f1 et fo par cet endomorphisme; il vient :
4

u(f1) = %fl ;ou(fa) = PRCRE

c¢) La matrice demandée s’en déduit immédiatement. C’est

4
— 0
M = ™ 4
0 -
972

Exercice 2.3.
Soit E = R[X] ’espace vectoriel des polynomes a coefficients réels. Pour tout
endomorphisme u de E et pour tout m € N, 'endomorphisme u™ est défini
par :

u =Id,Vm>1,u™ =uou™ !
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On note D Papplication dérivation qui & tout P € E associe le polynéme
dérivée P'.
Soit f un endomorphisme de E vérifiant :

() il existe (k,m) € (N*)? tels que f¥ = D™
1. Montrer que D est un endomorphisme surjectif de E. En déduire que f
est un endomorphisme surjectif de E.

2. Déterminer Ker D™.
3. Montrer que pour tout p € [0, k], Ker f? est de dimension finie.

4. Soit p € [0, k] et ¢ Papplication définie sur Ker fP par p(P) = f(P).

a) Montrer que ¢ est une application linéaire de Ker f? dans Ker fP~1.

b) Déterminer son noyau et montrer que ¢ est surjective.

c) Déterminer une relation entre la dimension de Ker f? et celle de
Ker fP—1,

5. En déduire la dimension de Ker f? en fonction de p et de la dimension de
Ker f.

6. Déterminer une condition nécessaire et suffisante pour que la relation (%)
soit vérifiée.

Solution :

1. Soit P = Z apX* un élément de R[X]. Alors Q = Z k 7 X est

un polynome dont la dérivée est P. Ceci implique que lapphcatlon D est
surjective.

L’application D étant surjective, D™ l'est également, ainsi donc que f*.
Soit alors P € R[X]. Il existe @ € R[X] tel que P = f*(Q) = f(f* 1(Q)).
Ainsi I’application f est surjective.

2. Si P € Ker D™, alors P(™ = 0. Ceci entraine que P est de degré inférieur
ou égal & m — 1. La réciproque est évidente. Finalement Ker D™ = R,,,_1 [X].

3. On montre aisément que :
{0} CKerf CKerf2 C...CKerf¥ =Ker D™ = Ry, [X]
Ce dernier espace étant de dimension m, chacun des noyaux est de dimension
finie.
4. a) L’application ¢ étant application induite par f sur Ker fP, est linéaire.
Si P € Ker fP, alors :
0= fP(P) = fr=1(f(P)) = fF~'(o(P))

L’application ¢ est donc & valeurs dans Ker fP~1.
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b) Si p(P) =0, alors, P € Ker f» N Ker f = Ker f.
Soit @ € ker fP=1. L’application f étant surjective, il existe P € R[X] tel que
Q=f(P),et:
0=fr-4Q) = f*(P)
Ainsi P € Ker fP, et ¢ est une application surjective.
c¢) Appliquons le théoréeme du rang & ¢.
dim Ker f? = dim Ker ¢ + rang(p) = dim Ker f + dim Ker fP~!

5. On sait donc que :
dim Ker f? — dim Ker fP~! = dim Ker f
Ainsi, par télescopage, dim Ker f? = px dim Ker f.
6. Supposons qu'’il existe (k,m) tels que f*¥ = D™. Par la question précédente,
kx dim Ker f = m, et k divise m.

Réciproquement, si k divise m, il existe p tel que m = pk et D™ = (DP)*. 1l
suffit de prendre f = DP.

Exercice 2.4.

Pour tout (r,s) € (N*)2, on note M, s(R) Pespace vectoriel des matrices & r
lignes et s colonnes a coefficients réels.

Dans cet exercice, n et p désignent deux entiers naturels supérieurs ou égaux
a1let Aun élément de M,, ,(R).

1. Montrer que !AA = 0 si et seulement si A = 0.
On suppose désormais que A # 0.

2. Montrer que les matrices {AA et A*A sont toutes deux diagonalisables dans
une base orthonormée.
3. A tout vecteur colonne X € M, ;(R), on associe la norme : || X ||, = VX X.

a) Soit W un vecteur propre de ‘A A associé & une valeur propre . Calculer
(||AW||,)? en fonction de X et ||W]|,.

b) En déduire que les valeurs propres de A A sont des réels positifs ou nuls.

4. a) Montrer que AA et A*A ont les mémes valeurs propres non nulles.

b) Montrer que Ker(!AA) = Ker A et que Ker(A!A) = Ker 'A. En déduire
que ‘AA et AA ont méme rang.

c¢) Quelle relation existe entre les valeurs propres de ces deux matrices ?

Solution :

1. La matrice ‘AA est un élément de M, (R). L’égalité ‘AA = 0 signifie que
pour tout X € M, (R),!AAX = 0.
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Donc, pour tout X € M, 1(R), XX{AAX = {(AX)(AX) =0, soit ||AX]]* = 0.
Ainsi, pour tout X € M, 1(R), AX =0, donc A =0.

La réciproque est évidente.

2. Les matrices A4 et A?A sont toutes deux symétriques réelles, et donc
diagonalisables dans une base orthonormée.

3. a) Soit W € M, 1(R) telle que ‘AAW = AW. En multipliant & gauche par
W, il vient :
IAWIIS = AW

b) Ainsi la valeur propre \ vérifie :

4. a) Soit A\ une valeur propre non nulle de AA; il existe un vecteur
X € Mp1(R) non nul tel que : () fAAX = \X.
Donc A!4(AX) = NAX.

e si AX # 0, alors AX un vecteur propre de A*A associé 3 la valeur propre
A

e si AX =0, la relation (x) entraine que AX = 0, et comme X # 0, ceci
entraine que A\ = 0 en contradiction avec I’hypothese de cette question.

Ainsi : X € Spec(f4A4) \ {0} = X € Spec(4?4) \ {0}
La démonstration de I'implication contraire est identique, en échangeant les
roles de A et *A.

b) Soit X € Ker(*AA) : alors 'AAX = 0, d’ott ‘XTAAX = 0, ou ||AX||? =0,
ce qui entraine que AX =0 et X € Ker A.

Réciproquement, si AX = 0, alors PAAX = 0.
Ainsi :

Ker(*AA) = Ker A.

La démonstration de Ker(Af4) = Ker(*A) est identique, en échangeant les
roles.

* La matrice A représente une application linéaire de RP dans R". Le

théoréme du rang indique que : p = dim Ker A + rg A.

x La matrice !A représente une application linéaire de R” dans RP. Le

théoréme du rang indique que : n = dim Ker(*4) + rg(*4).

Or les matrices A et !A ont méme rang. Ainsi, par la question précédente :
rg(tAA) = p — dim Ker A = n — dim Ker(*4) = rg(AtA)

c) Les matrices {AA et A’A ont les mémes valeurs propres non nulles. Leurs
spectres ne different donc éventuellement que de 0. Elles ont également méme
rang. La dimension du sous-espace propre associé a 0, lorsque 0 est valeur
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propre de l'une et/ou l'autre, est donc bien déterminé, dés que ’on connait
ce rang.

Exercice 2.5.

Soit f ’endomorphisme de R? défini par f(z,y,z) = (z,0,y).

1. Déterminer le noyau et 'image de f.

2. Soit E = {(z,y,0) | (z,y) € R*}. Déterminer f(E) et f~*(E).
3. L’endomorphisme f est-il diagonalisable ?

Solution :

1. On a par définition

Ker f = {(z,5,2) | # =y = 0} = {(0,0,2) | z € R}
Ainsi Ker f est de dimension 1.
De méme Im f est de dimension 2 et est caractérisée par

Im f = {(z,0,y) | (z,y) € R*}

2. E est un sous—espace vectoriel de R® de dimension 2.
1l vient :

f(E) =Im(f,) = {(z,0,9) | (z,y) e R*} =Im f
Enfin :

FHUE) = {(x,y,2) | f(,y,2) € E}
={(z,y,2) | (2,0,y) € E} = {(2,0,2)} = f(E)
3. Le noyau de f étant de dimension 1, on sait que A = 0 est valeur propre
et le sous-espace propre associé est Ker f.

Si A est une valeur propre non nulle de f, f(z,y, z) = A(z,y, 2) est équivalent
A

T =A\x
0=y
Y=z

* Si AL, il vient x =y = z = 0 et A n’est pas valeur propre.
*SiA=1,il vient y =z = 0 et 1 est valeur propre, le sous-espace propre
associé étant de dimension 1.

L’endomorphisme f n’est pas diagonalisable.

Exercice 2.6.

Soient n > 3, E = R,,[X] espace vectoriel des polynomes de degré inférieur
ou égal & n (on confondra polynoéme et fonction polynéme associée), b € R
et p: E— E, f+ ¢(f) défini par :

p(f)(@) = (@ = b)(f'(x) + £'(b)) —2(f(z) — f(b)).
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ou f’ désigne la dérivée du polyndéme f.
1. Montrer que ¢ est un endomorphisme de E.

2. Déterminer le plus grand entier k vérifiant :
VfeE30€E o(f)(z) = (z— b))

3. Déterminer le noyau et 'image de ¢.

4. Déterminer, pour k > 3, ¢(f) lorsque f(z) = (z — b)*. L’endomorphisme
 est-il diagonalisable 7

Solution :

1. La linéarité de ¢ est claire, par linéarité de la dérivation et propriétés des
opérations et si f € R, [X], il en est de méme de (f).

2. Pour tout f, p(f)(b) =0.

Ona: [p(f)]'(x) = f'(x) + f'(b) + (x = b) f"(b) — 2f"(x), donc [(f)]'(b) = 0.
De plus [o(£)]"(x) = —f"(z) + £"(b), donc [p(f)]"(b) = 0.

Enfin [o(f)]®)(z) = —f"'(x), qui n’est pas nécessairement nul.

Ainsi b est racine au moins triple de (f), mais n’est pas nécessairement

racine d’ordre plus élevé.
L’entier k maximal tel que pour tout f € E, o(f)(z) = (z—b)*d(x) est k = 3.

3. D’apres la question précédente, si f € Ker ¢, alors f"”' = 0; donc
Kerp C Ro [X].
De méme, si g € Im ¢, alors (z — b)? divise g. Donc
Imp CF={PeE|P()=(z-0°Q(x)}
Si I'une des deux inclusions précédentes était stricte, comme dim Ry [X] = 3
et dim F' = n — 2, on aurait une contradiction vis & vis du théoréme du rang.
Ainsi :
Kery = Ry [X], Imp=F

4. Un calcul immédiat donne pour f(z) = (z — b)* et pour k > 3,

e(f)(x) = (k= 2)f ().
Le noyau de ¢ est de dimension 3 et {1,2,...,n—2} est ’ensemble des valeurs
propres non nulles, chaque sous-espace propre associé a une valeur propre non
nulle étant de dimension au moins égale a 1.
Les sous-espaces propres de ¢ étant en somme directe, chaque sous-espace
propre associé a une valeur propre non nulle est exactement de dimension 1
et ainsi la somme des dimensions des sous-espaces propres vaut n + 1 et ¢
est diagonalisable.

Exercice 2.7.
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Soit u 1’endomorphisme de I’espace vectoriel E = R® défini, dans la base
canonique de cet espace, par la matrice

1 1 -1
U=10 -1 1
1 0 0

1. a) Déterminer u o u o .

b) En déduire tous les sous-espaces de dimension 1 stables par w .

2. Soit P un plan stable par u et soit v la restriction de u & P.
a) Montrer que v n’est pas ’endomorphisme nul.
b) Montrer que v ov = 0.
¢) Montrer qu’il existe z dans P tel que (z,v(x)) est une base de P.
d) Comparer P et I'image de u. Conclure.

3. Déterminer tous les sous-espaces de E stables par u.

Solution :

1. a) Un calcul matriciel donne u?® = 0.

b) La seule valeur propre de u est donc 0. On détermine alors le noyau de
0
u qui est engendré par le vecteur | 1 | et donc de dimension 1.
1

C’est le seul sous-espace stable de dimension 1, puisque si F est un tel sous-
espace, et si z en est une base, alors U(F) C F = 3\ € Ru(z) = Az, ce
qui signifie que F' est un sous-espace propre.

2. a) Si v était identiquement nul, ’endomorphisme u aurait un noyau de
dimension supérieure ou égale a 2, ce qui n’est pas le cas.

b) Supposons v2 # 0 : il existe x € P tel que v?(x) # 0. Montrons que la
famille (z,v(x),v?(z)) est libre.

Si azx + bv(x) + cv?(x) = 0, en appliquant v?, il vient a = 0, puis en revenant
au départ et en appliquant v, on obtient b = 0, enfin ¢ = 0.

Or ces trois vecteurs sont éléments de P ; ceci est en contradiction avec la
dimension de P et v? = 0.

c) Comme v # 0, il existe z € P tel que v(z) # 0. Une démonstration
analogue & la démonstration précédente montre que (z,v(z)) est une base de
P.

d) On remarque d’abord que (z,v(z)) € Keru? (question 2.b). Montrons
ensuite que Im u = Ker u?.

En effet, comme u® = 0, on a Imu C Keru?. Enfin ces deux sous-espaces de
E sont de dimension 2 (par le théoréme du rang et parce que u? # 0).
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Ainsi P = Imu.

3. On vient de déterminer les sous-espaces stables de dimension 1 (Keru) et
de dimension 2 (Imwu). Il reste les deux sous-espaces stables triviaux {0} et
E.

Exercice 2.8.
Soit E un espace vectoriel sur R de dimension n > 2 et soit u un endomor-
phisme de F .
1. Dans cette question uniquement on suppose qu'’il existe un projecteur p de
FE tel que pou —uop=u.

a) Montrer que uop = 0.

b) En déduire que v ou = 0.
2. Dans cette question uniquement on suppose que v o u = 0.

a) Montrer que Im(u) C Ker(u).

b) Soit H un sous-espace vectoriel de E tel que : Im(u) C H C Ker(u) et
soit S un supplémentaire de H. Soit ¢ la projection sur H parallelement & S.
Calculer gou —uoq.

3. Donner une condition nécessaire et suffisante pour qu’il existe un projecteur
p de E tel que pou —uop=u.

Cette condition étant supposée remplie, y-a-t’il toujours unicité du projecteur
p?

4. Soit I’espace vectoriel E = R? et u I’endomorphisme de E dont la matrice

dans la base canonique est égale a (:i 4).

Déterminer un projecteur p de E tel que pou —uop = u.

Solution :

l.a)u=pou—uop = pou=p?ou—pouop=pou—pouop,dol:
pouop=0
De méme, uop=pouop —uop?>=—uop, dou:
uop=>0
b) D’ott u = pou et donc u?> =po (uop)ou =0.
2. a) Soit # € Imu, il existe z € E tel que = u(2) et u(z) = u*(z) = 0,
donc = € Keru, ce qui prouve l'inclusion demandée.
b) Onawuog =0 (car H C Keru) et pour tout z € E, g(u(z)) = u(z) (car
u(z) appartient a Imu, donc & H). Ainsi :
gou—uogq=u
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3. Ce qui précede montre que la condition nécessaire et suffisante cherchée
est u? = 0.

Il y a en général plusieurs fagons de choisir H (si Imu Keru), ce qui conduit
a plusieurs choix du projecteur p.

4. Ici D = Imu = Keru = Vect(2,1). N’importe quel projecteur d’image D

4/5 2/5)_

convient. On peut proposer celui dont la matrice est <2/5 1/5

Exercice 2.9.

Soit p un entier tel que p > 2. On note H, ’ensemble des suites réelles
U = (un)nen telles que tp4p = up, pour tout n € N.

1. Montrer que H,, est un espace vectoriel réel de dimension p.

2. Montrer que l'application ¢ définie sur H, par, pour tout U = (u,) € H, :

o) =Y
k=0

est linéaire.

3. Soit = € [0, 1[. Montrer que la série ) u,z" converge.

+oo
On pose fu(z) = > unpa™.
n=0

p—1
Calculer fi(x) en fonction de Py (x) ot Py = 3 upX*.
k=0

En déduire que fiy(z) admet une limite £ € R quand z tend vers 1 par valeurs
inférieures si et seulement si U € Ker .

Solution :

1. Hp est ’ensemble des suites de période p.

e la suite identiquement nulle est un élément de H, : cet ensemble est
donc non vide.

e on montre aisément que si U et V sont deux suites de période p, alors,
pour tout scalaire A, la suite U + AV est périodique de période p.
Soit T I’application définie sur H, a valeurs dans RP telle que :

T(U) = (ug, U1, ..., Up_1)

Cette application est un isomorphisme entre ces deux espaces vectoriels, ce
qui montre que H,, est de dimension p. En effet :

e elle est trivialement linéaire ;

e si T'(U) = 0, la suite U étant p-périodique, alors U = 0; ainsi T est
injective ;
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e toute suite p-périodique est entierement déterminée par ses p premiers
éléments ug, u1,...,up—1; ainsi T’ est surjective (notons d’ailleurs que ceci
montre en une seule fois que T est bijective).

2. La linéarité de ¢ se déduit de la linéarité de 'application somme.

3. La suite U étant périodique, elle est bornée par M = max |u;|. Ainsi,
IXRP
pour z € [0,1[ et n > 0, |u,z™| < M|z|™, qui est le terme général d’une série
géométrique convergente puisque |z| < 1.
—+o0
La série Y wu,z™ étant convergente, pour tout z € [0, 1], on peut écrire :
n=0
kp
fulz) = lim > upa™
k—+o0 n=0
Or, par p-périodicité :
kp
> upz™ = Py(w)(1+ 2P+ + - a*P) = Py(z)
n=0

Ce qui entraine que :

_ Py(z)

fol@)= 1"
e si U € Keryp, alors Py(1) = 0, ce qui entraine que le polynéme Py est
divisible par X — 1.
Or, | - X?P=(1-X)14+X+X24---+ XP ).
Apres simplification par z — 1, le passage a la limite lorsque « tend vers 1 est
alors licite et : Py(x)

. U\x

Sy ek

e siU ¢ Kerp, alors Py (1) # 0, ce qui entraine que :

Exercice 2.10.

Dans tout ’exercice on confond polynéme et fonction polynéme associée.
1. On considere Papplication @ : (R[X])? — R définie par

3(P,Q) :/0 %daa

Démontrer que ® est un produit scalaire sur R[X] qu’on notera ( , ) .
La base canonique de R, [X] est-elle orthogonale pour ce produit scalaire ?

Pour tout n € N* et tout polynéme non nul A de degré a inférieur ou égal a
n on note R4 l'application de R, [X] dans R, [X] qui, au polynoéme P, associe
le reste de la division euclidienne de P par A.

2. Dans cette question, on suppose que n = 3 et que A(X) =1+ X + X2,
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Donner la matrice de R4 sur la base canonique de R3[X]. Préciser le noyau
et 'image de R4.

3. Dans la suite, n est un entier supérieur ou égal a 2 et A un polynéme de
degré a non nul.
a) Montrer que R4 est un endomorphisme de R, [X].

b) Montrer que R4 est un projecteur dont on déterminera le noyau et
I’image en en donnant des bases respectives.

c) Donner les valeurs propres de R4 ainsi que les sous-espaces propres
associés.
Préciser les cas a = 0 et a = n.
4. a) On suppose que A n’admet pas de racine réelle dans [0, 1].
Montrer alors que 1 et A ne sont pas orthogonaux pour le produit scalaire
(5

b) On suppose a est supérieur ou égal & 1 et que A admet une racine réelle
xo appartenant a [0, 1], c’est-a-dire que A = (X —z0)B o B est un polynéme
de degré a — 1.
Montrer que B et (X — x¢)2B ne sont pas orthogonaux.

c¢) En déduire que si a # 0 et a # n, R4 n’est pas un projecteur orthogonal.

Solution :

1. * ® est bien définie, car une fonction polynéme est bornée sur [0, 1] et

il existe M > 0 tel que V¢ € [0,1], |P\(/t1)Q(:)| < \/iw - La convergence

de lintégrale de la fonction majorante donne la convergence (absolue) de
I’intégrale proposée.

* ® est banalement bilinéaire symétrique et positive. Enfin le théoreme de
positivité de l'intégrale montre que si ®(P,P) = 0, alors le polynéme P
s’annule en tout point de [0, 1], donc est le polynéme nul.

® est un produit scalaire sur R[X]

1
d(1,X) = L_ dx >0, donc 1 et X ne sont pas orthogonaux.
( ) /0 m p g

2.0n a:
1=01+X+X?%)+1 10 -1 1
X=014+X+X?)+X o]0 1 -1o
X2=114+X+X)-1-x ¥ Tlo o0 0 o
XP= (X -1+ X+X2)+1 00 0 0

Clairement Ker R4 est ’ensemble des polynomes divisibles par 1+ X + X?
et Im R4 = Vect(1, X)
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3.a)Si PL =AQ1 + Ry et P» = AQ2 + R, avec deg Ry < a et deg Ry < a,
alors, pour tout scalaire A : P, + AP = A(Q1 + AQ2) + R1 + ARs, avec
deg(R1 + AR»2) < a.

Ainsi RA(P1 + APy) = Ry + AR2 = R4 (P1) + ARA(P») et R4 est linéaire.
Enfin, comme a < n, R4 est bien un endomorphisme de R, [X].

b) Comme deg(RA(P)) < a,on a Ra(P) =0.A+ R4(P) et par conséquent
RA(RA(P)) = Ra(P), donc R4 o R4 = Ra et R4 est un projecteur.

Le noyau de R4 est formé des polyndémes multiples de A et une base de ce
sous-espace de R, [X] est par exemple (A4, AX, AX?, ... AX""9).
L’image de R4 est R,—_1[X], dont une base est (1, X,..., X*7!).

c) R4 étant un projecteur, ses valeurs propres ne peuvent étre que 0 et 1,
avec Eg) = Ker Ra et E(;) = Im R4, lorsque ces sous-espaces ne sont pas
réduits au vecteur nul.

* Sia =0, alors R4 = 0 et 0 est la seule valeur propre.
* Si a = n, alors E(g) = Vect(4) et En) = R, [X].

1
4. a) A garde un signe constant sur [0, 1], donc ®(1,A4) = / _Al)_ dt0 et
0

Vi—t
AcKerRu, 1 €ImRy.

b) (X — x0)2B? reste positif ou nul sur [0, 1], mais n’est pas le polynome

2B2 (t)

1
t—xp)
1, donc : ®(B, (X — 2B:/(“—dt>o t Bet (X —z0)%B
nul, donc : ®(B, (X —xz¢)*B) ; =1 et B et (X —x)

ne sont pas orthogonaux.
Or (X —z0)?B € Ker R4 et B € Im Ry, puisque deg B < deg A et le degré
de (X — z0)?B n’excede pas n.

c) Ainsi, sous les conditions imposées, dans tous les cas on a trouvé un
vecteur de l'image et un vecteur du noyau non orthogonaux : R4 n’est pas
un projecteur orthogonal.

Exercice 2.11.

On rappelle que la donnée d’une fonction polynomiale sur [0,1] définit
entierement cette fonction sur R.
1. A toute fonction polynomiale P de R[X] on associe la fonction ¢(P) définie
sur [0,1] par :
L P
P)z)=v1—-= dt.
oP)a) =iz [

a) Rappeler pourquoi la famille B = (1,1 — X, ..., (1 — X)) est une base

de R, [X].

b) Calculer, pour p € N, "image par ¢ de (1 — X)P.

c) Montrer que l'application P — ¢(P) définit une application linéaire de
R[X] dans R[X].



20 ESCP-EAP 2002 - Oral

Pour P € R[X], préciser le degré de ¢(P) en fonction de celui de P.

d) L’endomorphisme ¢ est-il injectif 7 surjectif ? Quelles sont les valeurs
propres éventuelles de ¢ ?

2. a) Soit F, le sous-espace vectoriel de R, +1[X] de base B’ définie par :
B'=(1-X),1-X)2...,(1-X)").
Montrer que ¢(R, [X]) = F,.

Soit ¥y, la restriction de ¢ & R, [X] comme ensemble de départ et & F,, comme
ensemble d’arrivée.

b) Ecrire la matrice M,, de ¥,, relativement aux bases B et B'.
En déduire que ¥,, est un isomorphisme de R, [X] sur F},. Déterminer M !
ainsi que ¥ 1((1 — X)*) pour 1 <k <n+1.
Préciser les valeurs propres de M,,.

¢) Soit k un entier tel que 2 < 2k < n. Soit P, (X) = X*(1 — X)k.
Montrer que Py est un élément de F),. Le décomposer sur la base B’.
Déterminer ¥, !(P;). En déduire les antécédents de Py, par .

Solution :
1. a) La famille B = (1, 1-X,...,1- X)”) est & degrés échelonnés ; c’est
donc une base de R, [X].

b) Soit P,(X)=(1-X)?.Ona

o(P)(x) =VT—7 / (\l/;__t):dt

1
Cette intégrale est convergente, car la fonction & intégrer est (1 —¢)P~ 2, qui
est une fonction de référence (Riemann). Un calcul immédiat donne

(1 —z)ptt
p(Pp)(r) = —F—
p P + %
c) La linéarité de ¢ est évidente et on vient de montrer que 'image d’un

élément de la base B est un multiple de I’élément « suivant» de cette base.
¢ est donc un endomorphisme de R[X].

Toujours par la question précédente, il vient deg p(P) = deg P + 1.

d) Comme deg p(P) = deg P + 1, ’application ¢ est injective. Par contre,
elle n’est pas surjective, puisque Ry [X] n’est pas inclus dans Im ¢.
Enfin, quel que soit A réel, ’équation ¢(P) = AP n’a pas de solution non
nulle, puisque :

* pour A0 et PO, deg(P) = deg P + 1deg P = deg(A\P) ;

* pour A = 0, 'équation ¢(P) = 0 n’admet que la solution P = 0.
Ainsi : Specy ¢ = 0.
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2. a) Cela résulte du calcul fait en 1. b).
b) Et encore par les calculs faits en 1. b) :

— diae(-L 1 D S G 2 2
Mn—dlag(1/2,3/2,...,n+1/2) d1ag(2,3,...,2n+1)

Cette matrice est évidemment inversible, et :

Mt :diag(%,%,...,ml;l)

Ainsi ¥ ((1 - X)¥) = 2]“—2_1(1 — X)*¥=1. La matrice M,, étant diagonale,
ses valeurs propres sont évidentes.

c) On a P;(1) =0 et Py est de degré 2k < n; ainsi Py € F),.
On écrit alors : )
Py(X)=(1-X)XF=(1-X)"((1+ (X -1k = Zk)(—l)ici(l - X)kH

i=0

Donc :
k , N )
w () = 3 (-1 2EE A =L g i
=0
Pour terminer, on se rappelle que ¥, est la restriction de ¢ a R,[X]
comme ensemble de départ et a F,, comme ensemble d’arrivée, ce qui permet

d’achever la question.

Exercice 2.12.
Soit A la matrice d’ordre 3 définie par
1 1 -2 -2
A=zl =2 1 -2
-2 -2 1
On note f 'endomorphisme associé & la matrice A dans la base canonique de
R3. On note également (u,v) le produit scalaire canonique de deux vecteurs
u,v de R3.
1. a) Déterminer les valeurs propres de A

1
(on pourra utiliser la matrice J = | 1
1

b) 'endomorphisme f est-il diagonalisable ?

I G
—
~—

2. Soit e un vecteur propre de norme 1 associé a la valeur propre —1. Montrer
que pour tout u € R?, il existe un réel A\(u) tel que

u=Au)e+u', avec (u',e) =0
Déterminer A(e).
3. Soit F' = {u € R3 | (u, f(u)) = 0}.

a) Montrer que u € F si et seulement si [A(u)| = ||u']].
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b) Soient (u,v) € F2. Montrer que u + v € F si et seulement si (u,v) est
lié.

¢) Quels peuvent étre les sous-espaces vectoriels de R® inclus dans F'?

Solution :

1. a) On s’apercoit que A — I = —%J.

La matrice J vérifie J2 = 3.J. Ses valeurs propres sont donc incluses dans
Pensemble {0,3}. Or elle est symétrique réelle, donc diagonalisable.

Comme JO et J3I, ses valeurs propres sont exactement 0 et 3.
les valeurs propres de A sont alors +1.

Proposons une seconde méthode : la matrice A est symétrique réelle, donc
diagonalisable. On s’apercoit que ses colonnes sont deux a deux orthogonales
et normées : c’est une matrice orthogonale. Elle est diagonalisable et ses
valeurs propres sont alors +1.

On pourrait également remarquer que A2 = I.

b) Nous avons déja répondu & cette question. Les sous-espaces propres de
f sont

Elz{(a:,y,z)|a:+y+z:0} ) E,lz{(x,y,zﬂ:r:y:z}
2. Le sous-espace propre E_; est de dimension 1, engendré par exemple par
le vecteur (1,1,1). Il est orthogonal & E; qui est de dimension 2.

L’endomorphisme f étant diagonalisable, ces deux sous-espaces sont supplémentaires
dans R®. Ainsi, tout vecteur u se décompose sous la forme :

u=Au)e+u, avec (u',e) = 0.
Comme e = e + 0, l'unicité de cette décomposition entraine A(e) = 1.
3. On remarquera que F' n’est pas un sous-espace vectoriel.
a) Soit u € F. Alors
(AMu)e +u', —Nu)e +u') =0
Et comme (e, u') = 0, cela est équivalent & \(u)? = ||u

b) Dire que u + v € F signifie que (v + v, f(u) + f(v)) = 0. Comme u € F
et v € F, ceci est équivalent a :

(u, f(v)) + (v, f(u)) =0
ou, par un calcul immédiat :
—2X(w)A\(v) + 2(u', 0"y =0
Or les hypotheses de la question sont équivalentes a :
A =11Wl] 5 A@) =[]

/||2_
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Ainsi u + v € F est équivalent & [(u',v')] = ||u|| - ||v'|], c’est-a-dire le cas
d’égalité dans l'inégalité de Cauchy-Schwarz.
Les vecteurs v’ et v’ sont donc liés. Ecrivons alors : v/ = au'.
On a

Aw)A(v) = alu',u') = a(Mu))®
Si on avait A(u) = 0, alors on aurait u = ', avec ||u'|] = |[A(u)| = 0, donc
u = 0, ce qui est contraire & I’hypothese. Ainsi A(u)0 et en simplifiant :
A(v) = aA(u), ce qui entraine que u et v sont liés.
La réciproque est évidente.

c¢) On déduit de la question précédente que les seuls sous-espaces vectoriels
de R® inclus dans F ne peuvent étre que des droites vectorielles.

Exercice 2.13.

Soit n € N* et R, [X] 'espace vectoriel des polyndmes réels de degré inférieur
ou égal & n. Soit ® ’endomorphisme de R, [X] défini par :

$:P— X(1—X)P" +(1-2X)P'
Pour tout entier p tel que 0 < p < n, on considére le polynéme U, =
XP(1— X)P et L, = é(U,})@), ot (U,)® désigne la dérivée d’ordre p de
Up.
1. Vérifier que ® est bien un endomorphisme de R, [X] et donner la matrice
de @ relativement & sa base canonique (1, X,..., X™).

2. Donner les valeurs propres de ®. Cet endomorphisme est-il diagonalisable ?

3. Calculer le degré et le coefficient dominant de L.
p
4. On pose L, = Y £, X*. Démontrer que :
k=0

— k ok ik
prk - (_1) CpCp+k
5. a) Trouver une relation de récurrence entre €, 1, et £p 1.

b) Ecrire un programme Pascal permettant d’obtenir les coefficients de L,,.
En voici l'entéte :
Program Calcul ;
Const Deg_Max = 100 ;
Type Polynome = Array[0..Deg_Max] Of LongInt ;
Procedure Calcul_Lp(

6. Montrer que L, est vecteur propre de ®.

Solution :
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1. La linéarité de ® résulte de la linéarité de la dérivation et des propriétés
des opérations. D’autre part, si deg P = k < n, alors deg ®(P) < k < n, donc
® est bien un endomorphisme de R,, [X].
Pour k£ > 2, on a :
B(X*) = X(1— X)k(k— 1)X*2 + (1 — 2X)kX*!
= —k(k+1)XF + E2XkL,

tandis que ®(1) =0 et ®(X) =—-2X +1, dou :
0 1
-2 4
-6
M(®) =
n?
—n(n+1)

Les coeflicients m; ; tels que i > j ou j > ¢ + 1 étant tous nuls.

2. M est trigonale supérieure, ses valeurs propres sont donc en évidence sur la
diagonale, il s’agit des nombres deux & deux distincts : —k(k+1),0 < k < n.
Ainsi M € M, 11(R) admet n + 1 valeurs propres, donc est diagonalisable.

3.U, = (—1)PX% +---, donc UP = (—1)P(2p)2p—1)...(p+ 1)XP + -+,
Par conséquent L, est de degré p et de coeflicient dominant :

(-8 = (—apcy,
p:p-

P est la dérivée

p .
4. 0n a Uy(z) = Y Ch(—1)kzP** et comme z — — i! '
k=0 . (Z p)

p-ieme de la fonction z + ' (pour i > p), il vient :

P . (1 |
(@) = 3 C(~1) CEP i i
i=0 L

Vk e [0,p], 6o = (-1)FCECE,
5. a) Le retour aux factorielles donne, pour k < p :

p—k)p+k+1)
E+1p

£p7k+1 = -

b)
Program Calcul ;
Const Deg_Max = 100 ;
Type Polynome = Array[0..Deg_Max] Of Longlnt ;
Procedure Calcul_Lp(Var L :polynome ; p :integer) ;
Var k :integer
Begin
L[0] :=1;
For k :=0 to p-1 do
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L[k+1] :=(-(p-k)*(p+k+1)*L[k]/((k+1)*(k+1)) ;
End ;

6. On a, pour tout p : (X — X?)U, = p(1 — 2X)U, et en dérivant p + 1 fois,
grace a la formule de Leibniz :

(X = XU + (p+ 1)1 - 207 = p(p + )UY
= p(1 = 2X)U;"") —2p(p + U,
En divisant par p!, et en simplifiant il reste :
(Ly) = —plp+ 1)Ly

Exercice 2.14.

1. On note M5 (R) ’ensemble des matrices carrées d’ordre 2 a coefficients réels

muni de sa base canonique B = (Ej 1, E12,FEs1, E22). Soit A = <;) Z)

Soit fa 'application définie sur M (R) par, pour tout X € M2(R), fa(X) =
XA.

a) Montrer que f4 est un endomorphisme de My (R) et déterminer M sa
matrice associée dans la base B.

b) En déduire la trace de f4 (ou de M). (La trace d’'une matrice carrée
est la somme des éléments de sa diagonale principale et on rappelle que deux
matrices semblables ont la méme trace).

c) Montrer que f4 est un automorphisme de M2 (R) et déterminer f;l.
2. On souhaite maintenant généraliser la question précédente. Soit n un entier

naturel, n > 2. On note M, (R) ’ensemble des matrices carrées d’ordre n a
coefficients réels muni de sa base canonique B = (E; j)1<i<n,1<j<n-

Soit C' dans M, (R) et fc lapplication définie sur M, (R) par :
pour tout X € M,(R), fo(X) = XC.

a) Montrer que si C est p-nilpotente (c’est-a-dire si C? = 0) il en est de
méme pour fc.

b) Déterminer la trace de fc (on pourra commencer par calculer fo(E; ;)).

c) Montrer que fo est un automorphisme de M,,(R) si et seulement si C
est inversible.

Solution :

1. a) fa est bien une application de M2(R) dans lui-méme et sa linéarité est
évidente.

1 0 1 2 1 2
Ona:fA(Elyl):<0 0) (3 4>:<0 0>:E1,1+2E1,2;
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2 3 4
4> e <0 0) =3E,1+4E,5;

1

3

1 2 0 0

3 4>=<1 2>=E2,1+2E2,2;
1

3

0 2 00
fa(Bao) = = =3Ey1 +4Es>;
0 4 3 4
1 300
2 400
0 0 2 4
b) D’ou : tr(fa) = 10 = 2tr(A).
4 -3 0 O
. - . . »: . 1(-2 1 0 0
c¢) la matrice précédente est inversible, d’inverse : 5l 0o o 4 _3
0 0 -2 1

2. a) On a f2(X) = fo(XC) = (XC)C = XC? et, par récurrence
fE(X) = XCP. Ainsi si CP = 0, alors f% = 0 et fc est un endomorphisme
nilpotent de M, (R).

b) La matrice fc(E; ;) = E; ;C a toutes ses lignes nulles, sauf sa i-ieme ol

on effectue une recopie de la j-iéme ligne de C'. En notant C' = (¢; ;), on a
donc :

n
fo(Bij) = 3 cinEik
k=1
Ainsi la coordonnée de fo(FE; ;) sur E; ; vaut ¢ j et :

tr(fo) =X ¢j; =ntr(C)
i,j
c) x Si C est inversible, alors on peut définir fo—1 et :
VX € Mp(R), fa-1 0 fo(X) = (XC)Ct = X, ie. fo-10fo =id
On peut vérifier que l'on a aussi fo o fo-1 = id, mais c’est inutile puisque
I’on manipule des endomorphismes d’un espace de dimension finie n?.
Bref si C est inversible, alors fo € GL(M,,(R)).
Réciproquement, supposons que fo € GL(M,,(R)), alors il existe une matrice
D € M,(R) telle que fo(D) = I, c’est-a-dire telle que DC = I,,, ce qui
prouve que C' est inversible, d’inverse D.

Exercice 2.15.

On considere 'espace MpR) des matrices carrées d’ordre p > 2 & coefficients
réels.
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T U1
Pour z = : ety = : vecteurs de RP, on pose :
Tp Yp

(T |y) =z1y1 + -+ 7pYp
Si z € RP, on note par ||z|]| la norme euclidienne du vecteur z (ainsi
lz||> = (x| )). Si E est un sous-espace vectoriel de R?, on désigne par
E* le sous espace des vecteurs orthogonaux a tous les vecteurs de E.

1. Soient A et B deux matrices de Mp(R) telles que Im(B) C Im(A).
a) Soit x € RP. Montrer qu’il existe un unique vecteur y appartenant a

(Ker(A))™" tel que Bz = Ay. On notera u(z) cet unique vecteur y.
b) Vérifier que l'application u ainsi définie est linéaire. On notera X sa
matrice.
c¢) Montrer que X est I'unique matrice de M, (R) vérifiant :
B =AX, Ker X = Ker B et Im(X) C (Ker 4)*.
On appelle cette solution X la solution réduite de I'équation AY = B,
d’inconnue Y € M, (R).

2. Soient A et B deux matrices de M,(R). Montrer que I’équation AY = B,
dans M, (R), admet au moins une solution si et seulement si Im(B) C Im(A).

A quelle condition cette équation admet-elle une unique solution ?

3. Dans cette question, on se place dans M3(R) et on considére les matrices

011 1 2 1
A=(1 1 0]JetB=12 11
1 10 2 11
a) Montrer que ’équation AY = B dans M3(R) admet des solutions.

b) Déterminer la solution réduite de cette équation.

Solution :

Dans tout cet exercice, on confond vecteur de RP et matrice colonne canon-
iquement associée.

1. a) Soit z € R, comme Imb C Im A, on voit qu’il existe a € RP tel que
Bz = Aa.
Décomposons le vecteur a selon la somme directe orthogonale :

RP = (Ker A) & (Ker A)*
sous la forme a = b+ y, il vient Bx = Ay.
De plus, si y; € (Ker A)* est tel que Bz = Ay, on voit que le vecteur y —y;
appartient & I’espace Ker AN (Ker A)* et par conséquent est nul.
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L’existence et 'unicité sont donc prouvées.

b) La linéarité de X s’obtient en utilisant l'unicité du vecteur y = Xz dans
(Ker A)* tel que Bxr = Ay.

c) Si Xz = 0, il est clair que Bz = AXz = 0. Réciproquement, si
r € Ker B, on a Bz = 0 = A0 et par conséquent Xz =0 (0 € (Ker 4)1). On
a donc Ker X = Ker B et X vérifie bien toutes les conditions demandées.
Maintenant, si Y satisfait AY = B, avec KerY = Ker Bet ImY C (Ker 4)*,
on voit que pour tout z € R?, on a Xz — Yz € (Ker A)* NKer A = {0}. 1l
en résulte que 'on a X =Y, ce qui prouve 'unicité de la solution réduite.

2. Lorsque Im B C Im A, on obtient avec la question 1. une solution de
I’équation AY = B.

Réciproquement, il est clair que I’existence d’une matrice Y telle que AY = B
entraine 'inclusion Im B C Im A.

De plus, on remarque qu’il y a une unique solution si et seulement si la
matrice A (i.e. Pendomorphisme canoniquement associé) est injective, donc
bijective.

3. a) Soit (ey, e2,e3) la base canonique de R3. On observe facilement que :

Bey = A(ey +es), Bes = A(ex + e3) et Bes = A(ey + e3)

D’ott Im B C Im A et par conséquent I’équation proposée admet des solutions.
Il y en a plusieurs car la matrice A n’est pas injective.

0 1
b) On trouve (Ker A)* = Vect(u,v), avecu = | 1 | etv= | 1
1 0
g
11 existe donc deux réels « et 3 tels que Xe; =au+pPfv=| a+ 8 |.Dou:
1o
1 01 1 3 20+ 8
Ber=|2|=AXei=[1 1 0| [a+8]|=[a+28
2 110 a a+ 28

1
Ce quiconduit aa=0et 8=1,dou Xey =v=|1
0

0
Deux systemes du méme type permettent de trouver Xes =u = [ 1 |, puis
1
1/3
Xez = %(u+v) =|2/3].0Onadonc:
1/3
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10 1/3
X=|(11 2/3
0 1 1/3

Exercice 2.16.
1. On rappelle que VO, € R, V8> € R, cos(f; —62) = cos by cos f>+sin 6 sin 65.
Soit z; = pi(cosf; + isinfy) et zo = pa(cosfy + isinfy) deux nombres

complexes non nuls.
Trouver une condition nécessaire et suffisante portant sur 6; et 65 pour que :

|21 + 22| = |21] + |22

Généraliser & n nombres complexes (n > 3), c’est-a-dire, si pour tout
k € [1,n], zi = pr(cosf; + isinfy), déterminer une condition nécessaire
et suffisante portant sur 6,,60-,...,60, pour que :

n n
| 2 2k = X |2l
k=1 k=1

2. Soit n un entier naturel, n > 2 et A = (a;,;) une matrice carrée d’ordre n
a coefficients complexes telle que :

¥(i,5) € [1;n]?, aij € R,
n
On suppose de plus que Vi € [1,n], > a;; = 1.
j=1

a) Montrer que le réel 1 est valeur propre de A.

b) Montrer que si A € C est valeur propre de A, alors |A\| < 1, et si [A| =1,
alors A = 1.

3. On suppose la matrice A diagonalisable. Que peut-on dire de la suite
(AP)pen?

Solution :

1.xOn a:
|21 + 22| = |21] + |22]
< (p1 cosy + pa cosBy)? + (p1 sin By + pasinbs)? = (p1 + p2)?
< p? + p2 + 2p1p2(cos By cos by + sin by sinhz) = (p1 + p2)?
<= cos(f; —02) =1 (car p10 et p;0)
<= z1 et zo ont méme argument modulo 27.
Le résultat reste valable si z; ou 22 est nul, puisqu’alors son argument est
quelconque.
Supposons alors que pour n — 1 nombres complexes, le module de la somme
soit égal a la somme des modules si et seulement si ces n — 1 nombres ont
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le méme argument modulo 27, et considérons n nombres complexes tels que
I’on ait :

| E 2] = |Zk|
n—1 n n—1
Alors : Y |zi] + |zal = D2 |2k] = | E zk| < | > zk| + |2n|
k=1 k=1 k=1 k=1

n—1 n—1

Par conséquent Y |zx| = | 3 zi| et les n—1 nombres complexes 21, ..., zn—1
k=1 k=1 '

ont le méme argument modulo 2. On peut donc écrire z; = pe?, ..., 2, | =

P16 et en posant 2’/ =2 4+~ + 2,1 = (p1 + - - + pn_1)e?, ’hypothese
devient :
! !
2" + 2| = |2'] + |2n]
et donc z, a méme argument que z’. Finalement tous les nombres ont méme
argument, ce qui montre que la propriété est encore vraie au rang n.

On conclut par le principe de récurrence.

a) Si C est la colonne dont tous les coeflicients valent 1, on a AC = C et
1 est bien valeur propre de A.

Ty
b) % Soit A une valeur propre de A (a priori complexe) et C'=| : | une

Tn
colonne propre (donc non nulle) associée. On a :

Vie[l,n], \z; = Y aijz;
i=1

Soit i tel que |z;| = rrﬁax]] ||, comme CO, on a |z;| >0 et :
Jelt,

n n
Ar; = Y a;jz; = Az < Y2 aijlz;] (les a; ; sont des réels positifs)
.:1 :

Ainsi, par le choix de l'indice i :

< 3 i 4 < 3

= 7]| A

* Si |A| = 1, les inégalités précédentes sont des égalités et comme les a; ; sont
strictement positifs :Vje[l,n], |a:]| = |z;| et :

Eam—l/\l—|2az

Ainsi tous les nombres ai,j a:] 1<j<nont le méme argument, soit celui de
13

a; l%, i.e. 0. Ayant le méme module et le méme argument, tous les x; sont

)

=

= |aw T

il =

égamlc et la colonne C' est propre pour la valeur propre 1, soit A = 1.

3. Si A est diagonalisable, il existe P inversible telle que



Analyse 31

P71AP = diag(\1,...,\n) = D.

Alors AP = PDPP~! et quitte & renuméroter les valeurs propres, on peut
supposer A\ =1 et Vk > 1,|A\¢| <1 (en effet A est diagonalisable et le sous-
espace propre associé a 1 est la droite engendrée par la colonne dont tous les
coefficients valent 1).

Par conséquent la suite (AP) converge (la convergence s’entendant coefficient
par coefficient) et sa limite est la matrice Pdiag(1,0,...,0)P~! qui est la
matrice d’un projecteur de rang 1.

Exercice 2.17.

Soit E un espace vectoriel réel muni d’un produit scalaire noté ( | ). Dans
les questions 1. et 2. on ne suppose pas que F est de dimension finie.

1. Soit f une application de E dans E. Montrer que les deux propriétés
suivantes sont équivalentes :
(i) : V(z,y) € B%, (f(2)ly) = —(z[f(y))
(i) : f € L(E) et Vo € E, (f(z)|z) =
endomorphismes de E.)

0. (L(E) désigne ’ensemble des

f est dite antisymétrique si et seulement si elle vérifie (¢) ou (i7).
2. Soit f un endomorphisme de E (f € L(E)) et f antisymétrique.
a) Montrer que Ker f est orthogonal & Im f.
b) On pose s = f o f. Montrer que
e s est symétrique (c’est-a-dire, V(z,y) € E?, (s(z)|y) = (z|s(y))),
e toute valeur propre de s est réelle et négative ou nulle et Ims C Im f
et Kers = Ker f.

3. On suppose que E est de dimension finie et ’on considére une base or-
thonormée B de E. Montrer qu’un endomorphisme f de E est antisymétrique
si et seulement si la matrice A de f dans la base B vérifie tA = — A,

Solution :

1.ii)) = 1i). En effet, V(z,

0={fz+y)z+y) =(f(z
= (f(@),2) + (f(¥),y) + (

On a donc bien : (f(z),y)
) = ii).

Montrons déja que f est linéaire. Soit (z,y,2) € E> et a € R. On a :

0= (flax +y) —af(x) = fy),2) = (flax +y),2) — a{f(2),2) — (f(y), 2)

et en utilisant la propriété i) :

0 = —(az +y, f(2)) + afz, f(2)) + (y, f(2)) = (az +y — (az +y), f(2)) = 0.

)€ E?:

+f(y),z+y)

(),y) + (f(y),z) = (f(2),y) + (f(y), z)
—(f(y), z)-

- e
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Ainsi, pour tout z, (f(az +y) — af(x) — f(y),z) =0 et donc :
flaz +y) —af(@) — fly) =0
Ceci étant vrai pour tout x,y € E et tout scalaire a;, f est bien linéaire.
On a alors, grace a i) : Vo € E, (f(z),z) = —{(x, f(z)) et donc (f(z),z) = 0.

2 a) Soit z € Ker f et z € Im f, il existe y € E tel que z = f(y) et :
(z,2) = (2, f(y)) = —(f(2),y) = =(0,y) =0
Ce qui prouve que Ker f est orthogonal a Im f.

b) « En utilisant deux fois i), pout tout (z,y) € E? :

(s(@),y) = (f(f(@)),y) = =(f(2), f(y) = +{z, f(f(¥))) = (z,s(x)).
L’endomorphisme s est bien symétrique.

e Soit A une valeur propre de s et z un vecteur propre associé :
@I = (F(2), F(@)) = (@, F(£(@)) = —(z,5()) = =\, 7) = —Alal?,
et donc A € R™.

e s = fo f, donc clairement Ims C Im f et Ker f C Kers.

e Soit z € Kers, alors : 0 = (s(z),z) = —(f(2), f(z)) = —||f(2)|]*>. Ainsi
f(z) =0et z € Kerf.
Finalement, on a Ker f = Kers.

3. Soit A = (a;,;) la matrice de f relativement & la base orthonormée B.
Pour tout (i,5) € [1,n]?, on a:

(Fleg)ren) = (3 anjen eq) = ai

=

* Si f est antisymétrique, (f(e;), e;)
antisymétrique.
x Si A est antisymétrique, pour tout (z,y) € E?, en notant X et Y les
matrices colonnes associées relativement a la base B :

(f(z),y) ="(AX)Y ='X(-A)Y = —'X(AY) = —(z, f(y))

et f est bien antisymétrique.

—<€j, f(61)>, soit Qi3 = —Qj; et A est

Exercice 2.18.

On considere la suite de polynémes (P,), définis par Py = 1, et pour tout
1

n € N, P,y est la primitive de P,, pour laquelle on a / P,i1(t)dt =0.
-1

1. Déterminer P;.

2. Soit n € N. Montrer que si P, est une fonction impaire, il en est de méme
de Pn+2.
En déduire que pour tout n impair différent de 1, P,(1) = 0.
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3. Montrer que pour tout n > 1,
1
/ 1P, (H)dt = 2Ppir(1)
-1
4. On considére sur R[X] x R[X], 'application :
1 1
65 (PQ) — 6@ =3 [ POQE
-1
Vérifier qu’il s’agit d’'un produit scalaire.
5. Soient m et n deux entiers vérifiant m > n > 0. Justifier les égalités :
$(Pr, Pn) = (=1)"' Pryn(1) et ¢(Pr, Po) = 0
6. On pose E,, = Vect{Pa,0 < 2k < n}et F,, = Vect{Payt1,0 < 2k+1 < n}.

Montrer que E, et F, sont deux sous-espaces supplémentaires orthogonaux

de R, [X].

Solution :
1
1. P; est de la forme Pi(t) =t + a et / (t+a)dt =0 <= a = 0, donc

Pi(t) =t. B

1
2. Remarquons que pour n > 2, P, (1) — P,(-1) = / P,_1(t)dt = 0.
-1
Supposons P, impair, alors P11 (primitive de P,,) est pair et P12 est de la
forme @ + b, ou @ est un polynéme impair et b une constante. La nullité de
lintégrale sur [—1, 1] impose alors b = 0 et P, ;2 est impair. Comme P; est
impair, on conclut par le principe de récurrence : pour tout n impair, P, est
impair (et donc si n est pair P, qui est une primitive de P,_; est pair).
Pour n impair, on a donc P,(—1) = —P,(1) et comme on a remarqué que
pour n > 2, P,(—1) = P,(1), il vient :
n impair > 2 = P,(1) =0
3. Pourn >1,onan+12>2et en intégrant par parties :
1 1
1
[ Pyt = P 0], = [ Pra®dt = P (1) + Pra (-1
—1 1

Soit, compte tenu de la remarque faite au début de la question 2. :

/ 1 tP(t) dt = 2.Ppyy (1)

4. On vérifie facilement que ¢ est un produit scalaire (produit scalaire de
référence).

5. Intégrons par parties, en dérivant P, en P,,_; et en intégrant P, en Py, 41 :
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1

/11 Py (t) Py (1) dt = [Pn(t)Pm+1(t)]i1 - / Pro_1(t)Poss (t) dt

-1
Sin > 2, on a a fortiori m+1 > 2 et le crochet de l'intégration par parties
s’évanouit, soit :
¢(Pny Pr) = —¢(Pn—1, Pnt1)
D’ou, par récurrence : (P, Pp) = (=1)""1¢(Pi, Ppin—1), évidemment
valable pour n = 1.
D’apres la question 3. on a donc :
m>2n>1 = ¢P,,Pp)=(—1)""1P,in(1).
Enfin )
20(Pp, Po) = / P,(t)dt = Ppt1(1) — Ppy1(—1) =0, puisque n + 1 > 2.

-1

6. E,, et I, sont supplémentaires dans Ry, [X] (car la famille (FPp, ..., P,) est
échelonnée en degrés, donc est une base de cet espace). Il reste a vérifier que
pour tout k et tout j, Pop et Pojiq sont ¢-orthogonaux. Or :

* d’aprés 5. ¢(P0, P2j+1) = 0;
xet pour k > 1, d’apres 5. et 2., ¢(Pag, Paji1) = (—1)** 1 Pypyjy41(1) = 0.
Ce qui acheve la vérification.

Exercice 2.19.

Si (Ap)nen est une suite de matrices de M, 4(R), avec A, = (a;;(n)), on dit
que la suite (Ay)nen converge vers la matrice L = (¢;;) € My, 4(R) si, pour
tout couple (Z,5) € [1,p] x [1,q], la suite n — a; ;(n) converge vers ¢; ;.

On note alors L = lim A,.
n—oo

Soit p € N, avec p > 2. On considere la suite (Uy,)nen de matrices de My, 1 (R)

a1,n
définie par U,, = , avec :
Qp,n
1,0
Uy = : est donnée et pour tout n de N et tout &k de [1,p] :
Qp,0
Loy
Q@ = — Q;
k,n+1 p— 1 = i,n
i£k

P
1. a) Pour tout n on pose s, = Y. @i, n. Exprimer s, en fonction de so.
k=1

b) Pour tout k € [1,p], en déduire une relation entre a 11 €t Qg p.

¢) Etudier la convergence de la suite (U,)nen.
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2. On note J la matrice de M,(R) dont tous les termes valent 1 et on pose
A =J - I,, ou I, est la matrice unité d’ordre p.

a) Exprimer U,y a Paide de A et U,.

b) A laide des résultats de la question 1., déterminer A™ pour tout n de
N.

c¢) En déduire la convergence de la suite (M,),en définie par :
_ = 1ok
\V/TL € N,Mn = kgoﬂA

ainsi que la limite de cette suite.

Solution :

1. a) Pour tout n de N :

n _ 1 n
Sn+1 = E Q. nt+l1 = %1 Z Z Qjp = pTl Z Apn = Snp
k=1 b k=1 iZk b k=1
Donc la suite (s,) est constante et Vn € N, s,, = s¢.
b) Dot : a 41 = ﬁ(sn — Qpp) = ﬁ(so — Q)
c¢) Pour tout k fixé, la suite n — ay,, est donc arithmético-géométrique,

de raison — 1
p—

i So
T et de point fixe R

* Sip > 3, la suite (ag,n), converge vers ‘%0. Ainsi :

so/p
lim U, = :
n—oo :
so/p

. a b a ,
*Sip=2,onaly= b ) Ui = o) U, = b | etc. Par conséquent la

suite (Up), converge si et seulement si a = b.

1AUn.

b) Par conséquent Vn € N, U, = (ﬁ)nA"UO.

2. a) Clairement Up41 = p%

Or, comme : oy, p, — %0 = (— ﬁ)n(am — %0), il vient :
an = L1 = (=L 3 aio + (=L 1)ma
k.n P p— 1 = 2,0 p— 1 k,0
Cest-a-dire U,, = B, U, avec B,, = %[1 - (—ﬁ)n]J + (—ﬁ)wp.
Ainsi, quel que soit Uy, on a [(ﬁ)nA" — By]Uo = 0, soit A" = (p—1)"B,,

et finalement :
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A" = ()" + [ - )" = (<1
n (_1\k n _1\k __1\k
c) Par conséquent : M, = 3 (=1 I, + 1 Z (p=1" = (=1) J.
k=0 k! pk:() k!
nok
Sachant que pour tout z € R, lim > - = %, le passage a la limite est
n—oo ;= k!

légitime et donne :

n—o0

lim M, =e I, + %[ep—l —e 1]

Exercice 2.20.

Soit n € N* et E = Ry, [X], l'espace vectoriel réel des polynémes de degré
au plus 2n, muni de sa base canonique B = (1, X, ..., X27).
Si P € E, P’ désigne le polynéme dérivé de P.
On considere ® définie sur E par :
o(P)(X) = (1 - X2)P'(X) + 20X P(X)
1. Vérifier que ® définit un endomorphisme de E.

2. a) Soit \ entier relatif tel que —n < A < n. Déterminer (a, ) de N* pour
que le polynome P(X) = (X + %)Q(X - %)B de E vérifie ®(P) = AP.

b) En déduire les valeurs propres et les polynomes propres de ®. L’endomorphisme
& est-il diagonalisable ?

3. Déterminer la matrice A de ® relativement & la base B.

4. Déterminer une matrice A’ dont les valeurs propres sont les nombres
0,1,...,2n et dont les coefficients diagonaux sont tous égaux.

5. Construire un endomorphisme A de E tel que A(P) s’exprime en fonction
de P, P' et P" et admettant 0,1,4,9,...,(2n)? comme valeurs propres.

Solution :

1. La linéarité de ® est claire, et :
* ®(1) = 2nX (ou 1 désigne le polynéme constant égal & 1) ;
x Pour k € [1,2n], ®(X*) = (2n — k) XH+1 4+ Exh-1,
Ainsi :
®(X3") = %XQ"_l et pour k € [1,2n — 1], deg ®(X*) = k + 1 < 2n.
Par conséquent ® est bien une application de Ry, [X] vers lui-méme et est
donc un endomorphisme de cet espace.

2. a) Soit P = (X + %)Q(X - %)ﬁ, le calcul donne :

®(P)— AP =(—(a+B)X +i(a—pB)+2nX — )P
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Ceci est le polynome nul si et seulement si a + 0 = 2n et a — 8 = 2\,
c’est-a-dire si et seulement sia=n+ et f=n— A
Ces deux nombres étant bien des entiers naturels et leur somme n’excédant

pas 2n, on conclut :

(X + %)nH\ (X — %)n#‘ est propre pour la valeur propre A

b) On connait donc 2n + 1 valeurs propres de 'endomorphisme ®.
Comme 'espace est de dimension 2n+ 1, on les connait toutes et chaque sous-
espace propre est de dimension 1, donc engendré par le polynome trouvé a
la question précédente.

Ainsi 'endomorphisme @ est diagonalisable.

3. Les calculs ont été faits en 1. et :
0 1/4 0o ... ... 0

2n 0 2/4
q4=] 0 2m-1 0

0
: . 0 2n/4
0 . ... 0 1 0
4. Les valeurs propres de A sont —n,—n + 1,...,n — 1,n, donc les valeurs
propres de A’ = A + nlyptq sont 0,1,...,2n, et A" a tous ses coefficients

diagonaux égaux.

Ainsi A’ = A + nls,y1 convient.

5. A" a pour valeurs propres 0,1,4, ..., (2n)2.

Donc I’endomorphisme associé a cette matrice relativement a la base B
convient,.

Cet endomorphisme n’est autre que A = (® + n.id)? et, tous calculs faits, on
trouve :

AP) = (2 = X2)2P" + (- 2X2)((2n - )X + ) P!

1
+ (22X +1)2 4 20(3 - X)) P

Exercice 2.21.

Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie. On note £(E) I’ensemble des
endomorphismes de E et GL(E) le sous-ensemble formé des endomorphismes
bijectifs.

Un sous-espace F' de E est dit stable par GL(E) si, pour tout u € GL(E),
u(F) CF.
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1. Soit z un vecteur non nul de E. Montrer que pour tout vecteur y non nul,
il existe u € GL(E) tel que u(z) = y.
2. Montrer que si F est stable par GL(E), alors F = {0} ou F = E.

Solution :

1. Considérons deux cas :

e la famille (z,y) est liée : il existe alors A # 0 tel que y = Az. Par le
théoreme de la base incomplete, on construit une base B de E de la forme

(z,ea,...,e,). On définit parfaitement u linéaire par :
u(z) =y,ulex) = ez, ules) =es,...,ule,) =ey
La matrice associée a u dans la base B est la matrice diagonale diag(A, 1,...,1).

L’endomorphisme u est donc inversible.

e la famille (z,y) est libre : il existe une base By de E de la forme
(z,y,es,...,e,). On définit parfaitement v linéaire par :

u(z) = y,u(y) = z,ules) =es,...,ule,) = e,
L’endomorphisme u est inversible, puisque l'image par u de la base B; est
une base de E.

2. Soit F' un sous-espace vectoriel de E de dimension k, avec 1 <k < n — 1.
On choisit alors un vecteur y non nul tel que y ¢ F' et un vecteur z non nul
de F'.

Par la question précédente il existe un automorphisme u de E tel que u(z) =y
et donc F' n’est pas stable par cet automorphisme. Donc F' n’est pas stable
par GL(E).

Comme il est clair que {0} et E sont stables par GL(E), on a la conclusion
voulue.

Exercice 2.22.

La lettre K représente R ou C.

On considere un K-espace vectoriel de dimension finie non nulle E.

Soient f et g deux endomorphismes diagonalisables de E vérifiant fog = go f.
On note A1, A2, .., A, les valeurs propres (distinctes) de f et Fi, Fa,..., F),
les sous-espaces propres de f respectivement associés, ainsi que p1, t2, . . ., liq
les valeurs propres (distinctes) de g et G1, G, . .., G4 les sous-espaces propres
de g respectivement associés.

Enfin, pour (4,j) € {1,2,...,p} x {1,2,...,¢}, on note H; ; = F; N G;.

P
1. Pour k € {1,2,...,p}, on définit le polynéme L; = [] ii; —
i=1

N\ T
i#k
1. a) Soit (k,j) € {1,2,...,p}*. Montrer que, quel que soit v € Fj :
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0 si k#7,
v st k=j.

L)) = {

b) Soit maintenant U un sous-espace de E stable par f.
Montrer que, pour tout k € {1,2,...,p}, U est stable par L(f).

P
Déduire des deux résultats précédents que U C @ (U N F;).
i=1
D
Conclure que U = @ (U N F;).
i=1
Montrer enfin que ’endomorphisme de U induit par f est diagonalisable.

2. Montrer que, quel que soit j € {1,2,...,q}, G; est stable par f.
p

3. Montrer que, quel que soit j € {1,2,...,¢}, G; = @ H; ;.
i=1

4. En déduire qu’il existe une base de E entiérement constituée de vecteurs
propres & la fois de f et de g.

5. Montrer que tout endomorphisme de E appartenant & Vect(id, f,g,g o f)
est diagonalisable.

Solution :

1. a) Pour tout i € {1,2,...,p}, (f — NId)(v) = (Aj — A\;)v. 1l s’ensuit
immédiatement que :
(HA—)\) {OE si k#j,
Ap — v si k=j.
z;ék

b) x Soit k € {1,2,...,p}. Pour tout ¢ € {1,2,...,p}, U est stable par
I’endomorphisme f — A;Id. Ainsi U est stable par toute composée de ces
endomorphismes et donc par Ly (f).

* Remarquons d’abord que, comme la somme Fy + F5 + --- 4+ F), est une
somme directe, et comme pour tout i € {1,2,...,p}, UN F; C F;, la somme

UNF)+UNE)+- -+ (UNF,)
est également directe.

Soit  un élément de U. Comme f est diagonalisable, 69 F; = E, et il existe
donc (u1,uz,...,up) € Fi X Fy x --- x F, tel que:r—ul +us 4+ Uy
Pour chaque j € {1,2,...,p}, ]( )( ) = L;j(f)(u;) = uj, et donc u; € U.
P P
On en conclut que z € @ (U N F;), donc que U C @ (U N F).
i=1

i=1
D’autre part, il est évident que pour tout i € {1,2,...,p}, UNF; C U, donc
P
que UNE;) CU.

i=1
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P
Finalement, on a obtenu : @ (UNF;) =U.
i=1

P
* Notons ¢ I'endomorphisme de U induit par f. Comme @ (U N F;) = U,
i=1

U est égal & la somme directe de sous-espaces propres de ¢ ; ainsi ¢ est
diagonalisable.

2. Soit j € {1,2,...,q}. Pour tout z € Gj,

9(f(@)) = flg(@)) = f(pjz) = p; f(z).
Par conséquent f(z) € G, ce qui signifie que G; est stable par f.

3. Soit j € {1,2,...,¢}. Comme G; est stable par f, on peut écrire grace a
la premiere question que :

G, =

=

(Gj N Fl) = Hi7j.
i=1

(3

LD~

2

4. La somme de (G,); étant directe et égale & E, on montre facilement qu’il
en est de méme pour la somme de (H;;); ;. En concaténant des bases de
tous ceux des H; ; qui ne sont pas réduits a {0}, on obtient une base B de E
constituée de vecteurs propres de f et g.

5. 1l existe une base de E formée de vecteurs propres de f et g, donc également
de f o g et bien entendu de id; ainsi si h € Vect(id, f,g,g o f), tout vecteur
de cette base est un vecteur propre de h.



