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ALG�EBRE

Exercice 2.1.

Soit n un entier sup�erieur ou �egal �a 2.
On consid�ere une matrice P = (pi;j)16i;j6n 2 Mn(C ) strictement stochas-
tique, ce qui signi�e que les coef�cients pi;j de P sont tous des r�eels stricte-

ment positifs et que, pour tout i 2 f1; 2; : : : ; ng,
nP

j=1

pi;j = 1.

Bien que les coe�cients de P soient r�eels, nous consid�erons dans la suite que
P appartient �aMn(C ) : il s'ensuit que les valeurs propres de P sont �el�ements
de C et que ses colonnes propres sont �el�ements de Mn;1(C ).

1. Montrer que 1 est valeur propre de P et donner l'exemple d'une colonne
propre de P associ�ee �a 1.

2. Montrer que toute valeur propre � de P est de module inf�erieur ou �egal �a
1.
On consid�erera une colonne propre de P associ�ee �a � et on utilisera la norme

in�nie canonique de Mn;1(C ).

3. Montrer que toute valeur propre � de P de module �egal �a 1 est elle-même
�egale �a 1 et que son sous-espace propre associ�e est une droite (�a pr�eciser).
On consid�erera une colonne propre C de P associ�ee �a � telle que kCk1 = 1 et

on montrera que les parties r�eelles des composantes de C sont toutes �egales.

4.Montrer que toute matrice strictement stochastique appartenant �aM2(C )
est diagonalisable et pr�eciser, en fonction de ses coe�cients, ses valeurs
propres ainsi qu'une base de colonnes propres.

5. Quelles sont les valeurs propres de la matrice strictement stochastique :
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M1 =
1
8

0
@ 1 4 3
4 2 2
3 4 1

1
A ?

Est-elle diagonalisable ?

La matrice strictement stochastique M2 = 1
4

0
@ 2 1 1
1 2 1
1 1 2

1
A est-elle diagonal-

isable ?

Solution :

1. Soit � l'�el�ement de Mn;1(C ) dont toutes les composantes sont �egales �a 1.
On voit ais�ement que P� = �, donc 1 est valeur propre de P et � est une
colonne propre associ�ee �a 1.

2. Soit C =

0
@
c1
...
cn

1
A une colonne propre de P associ�ee �a �. Pour tout i 2 [[1; n]],

on a : �ci =
nP

j=1

pi;jcj et donc j�j:jcij 6
nP

j=1

pi;j jcj j 6
nP

j=1

pi;jkCk1 = kCk1.

Il s'ensuit que j�j:kCk1 6 kCk1 et comme C0, j�j 6 1.

3. Soit C =

0
@
c1
...
cn

1
A une colonne propre de P associ�ee �a �. Quitte �a multiplier

C par l'inverse de sa norme, on peut supposer que C est de norme 1.
Comme kPCk1 = k�Ck1 = j�j:kCk1 = 1, il existe k 2 f1; : : : ; ng, tel que�� nP
j=1

pk;jcj

�� = 1 et donc : 9 � tel que
nP

j=1

pk;jcj = ei�.

Ainsi
nP

j=1

pk;j(1� e�i�cj) = 0 et en particulier
nP

j=1

pk;j(1�R�e(e�i�cj)) = 0.

Or, pour tout j, R�e(e�i�cj) 6 je�i�cj j = jcj j 6 1. La somme pr�ec�edente
ne peut donc être nulle que si tous ses termes sont nuls, c'est-�a-dire
:8 j;R�e(e�i�cj) = 1. Or un nombre complexe de module inf�erieur ou �egal
�a 1 dont la partie r�eelle vaut 1 est le nombre 1 et pour tout j, cj = ei�.

Donc C est colin�eaire �a �, ce qui prouve que � = 1 et que le sous-espace
propre de P associ�e �a 1 est la droite de base �.

4. M est de la forme M =

�
1� a a

b 1� b

�
, avec a et b dans ]0; 1[.

M � �I2 =

�
1� a� � a

b 1� b� �

�
n'est pas inversible si et seulement si :

(1� a� �)(1� b� �)� ab = 0
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et cette �equation admet deux racines distinctes : 1 et 1�a� b et donc M est

diagonalisable. En�n, on voit ais�ement que

�
1
1

�
est propre pour la valeur

propre 1, tandis que

�
�a
b

�
est propre pour la valeur propre 1� a� b.

5. ? Les valeurs propres de M1 sont 1 (et le sous-espace propre associ�e est
une droite) et �1=4 et le sous-espace propre associ�e �a �1=4 est la droite de

base

0
@�2

3
�2

1
A : la matrice M1 n'est pas diagonalisable.

? La matrice M2 est sym�etrique r�eelle, donc diagonalisable.

Exercice 2.2.

On note E = C([0; 1];R) l'espace des fonctions r�eelles d�e�nies et continues
sur le segment [0; 1].
Soit u : f 2 E 7! u(f) d�e�nie par :

8x 2 [0; 1]; u(f)(x) =

Z 1

0

min(x; t)f(t) dt.

1. V�eri�er que u est un endomorphisme de E.

2. Soient f et g deux fonctions de E telles que u(f) = g.

a) Montrer que g est de classe C2 sur [0; 1].

b) Calculer g(0) et g0(1).

3. Montrer que u est injectif.

4. D�eterminer l'image Im u de u.

5. On pose, pour x 2 [0; 1], f1(x) = sin
�
�x

2

�
et f2(x) = sin

�3�x
2

�
.

a) V�eri�er que (f1; f2) est une famille libre de E.

b) Soit F le sous espace vectoriel engendr�e par ff1; f2g. Montrer que F est
stable par u.

c) Donner dans la base (f1; f2) la matrice de la restriction �a F de u.

Solution :

1. On a imm�ediatement

u(f)(x) =

Z x

0

tf(t)dt+ x

Z 1

x

f(t)dt

ce qui montre la continuit�e de u(f) sur [0; 1], d�es que f l'est elle même.

La lin�earit�e de u provient de la lin�earit�e de l'int�egrale.
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2. a) Comme, pour tout x 2 [0; 1]

g(x) =

Z x

0

tf(t)dt+ x

Z 1

x

f(t)dt

g est de classe C1 sur [0; 1] et :

g
0(x) =

Z 1

x

f(t)dt

De la même fa�con g est de classe C2 et g00(x) = �f(x).
b) g(0) = 0 et g0(1) = 0.

3. Soit f 2 Keru. Pour tout x 2 [0; 1], u(f)(x) = 0, ce qui donne en d�erivant
deux fois : �f(x) = [u(f)]00(x) = 0.

Ainsi u est injectif.

4. Par la seconde question, on sait que

Imu � G = fg 2 C
2[0; 1] j g(0) = 0; g0(1) = 0g:

Montrons l'inclusion r�eciproque. Soit g 2 G, alors �g00 2 E et, en utilisant
plusieurs int�egrations par parties, il vient :

u(�g00)(x) = �
Z x

0

tg
00(t)dt� x

Z 1

x

g
00(t)dt

= [tg0(t)]
x

0 +

Z x

0

g
0(t)dt� x [g0(t)]

1

x

= g(x)

5. a) On pose af1(x) + bf2(x) = 0 et on donne �a x deux valeurs particuli�eres
(par exemple, 1 et 3) pour obtenir a = b = 0.

b) Pour montrer la stabilit�e de F par u, il su�t de calculer les images de
f1 et f2 par cet endomorphisme ; il vient :

u(f1) =
4

�2
f1 ; u(f2) =

4

9�2
f2

c) La matrice demand�ee s'en d�eduit imm�ediatement. C'est

M =

0
@

4

�2
0

0
4

9�2

1
A :

Exercice 2.3.

Soit E = R[X ] l'espace vectoriel des polynômes �a coe�cients r�eels. Pour tout
endomorphisme u de E et pour tout m 2 N, l'endomorphisme um est d�e�ni
par :

u
0 = Id;8m > 1; um = u � um�1.
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On note D l'application d�erivation qui �a tout P 2 E associe le polynôme
d�eriv�ee P 0.

Soit f un endomorphisme de E v�eri�ant :

(?) il existe (k;m) 2 (N� )2 tels que fk = D
m

1. Montrer que D est un endomorphisme surjectif de E. En d�eduire que f
est un endomorphisme surjectif de E.

2. D�eterminer KerDm.

3. Montrer que pour tout p 2 [[0; k]];Ker fp est de dimension �nie.

4. Soit p 2 [[0; k]] et ' l'application d�e�nie sur Kerfp par '(P ) = f(P ).

a) Montrer que ' est une application lin�eaire de Ker fp dans Ker fp�1.

b) D�eterminer son noyau et montrer que ' est surjective.

c) D�eterminer une relation entre la dimension de Ker fp et celle de
Ker fp�1.

5. En d�eduire la dimension de Ker fp en fonction de p et de la dimension de
Ker f .

6. D�eterminer une condition n�ecessaire et su�sante pour que la relation (?)
soit v�eri��ee.

Solution :

1. Soit P =
nP

k=0

akX
k un �el�ement de R[X ]. Alors Q =

nP
k=0

ak
k + 1

X
k+1 est

un polynôme dont la d�eriv�ee est P . Ceci implique que l'application D est
surjective.

L'application D �etant surjective, Dm l'est �egalement, ainsi donc que fk.

Soit alors P 2 R[X ]. Il existe Q 2 R[X ] tel que P = f
k(Q) = f(fk�1(Q)).

Ainsi l'application f est surjective.

2. Si P 2 KerDm, alors P (m) = 0. Ceci entrâ�ne que P est de degr�e inf�erieur
ou �egal �a m�1. La r�eciproque est �evidente. Finalement KerDm = Rm�1 [X ].

3. On montre ais�ement que :

f0g � Ker f � Kerf2 � : : : � Kerfk = KerDm = Rm�1 [X ]

Ce dernier espace �etant de dimension m, chacun des noyaux est de dimension
�nie.

4. a) L'application ' �etant l'application induite par f sur Ker fp, est lin�eaire.
Si P 2 Ker fp, alors :

0 = f
p(P ) = f

p�1(f(P )) = f
p�1('(P ))

L'application ' est donc �a valeurs dans Ker fp�1.
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b) Si '(P ) = 0, alors, P 2 Ker fp \Ker f = Ker f .

Soit Q 2 kerfp�1. L'application f �etant surjective, il existe P 2 R[X ] tel que
Q = f(P ), et :

0 = f
p�1(Q) = f

p(P )

Ainsi P 2 Ker fp, et ' est une application surjective.

c) Appliquons le th�eor�eme du rang �a '.

dimKer fp = dimKer'+ rang(') = dimKer f + dimKer fp�1

5. On sait donc que :

dimKer fp � dimKer fp�1 = dimKer f

Ainsi, par t�elescopage, dimKer fp = p�dimKer f .

6. Supposons qu'il existe (k;m) tels que fk = D
m. Par la question pr�ec�edente,

k� dimKer f = m, et k divise m.

R�eciproquement, si k divise m, il existe p tel que m = pk et Dm = (Dp)k. Il
su�t de prendre f = D

p.

Exercice 2.4.

Pour tout (r; s) 2 (N� )2, on note Mr;s(R) l'espace vectoriel des matrices �a r
lignes et s colonnes �a coe�cients r�eels.

Dans cet exercice, n et p d�esignent deux entiers naturels sup�erieurs ou �egaux
�a 1 et A un �el�ement de Mn;p(R).

1. Montrer que t
AA = 0 si et seulement si A = 0.

On suppose d�esormais que A 6= 0.

2. Montrer que les matrices tAA et A t
A sont toutes deux diagonalisables dans

une base orthonorm�ee.

3. A tout vecteur colonneX 2 Mr;1(R), on associe la norme : kXkr =
p
tXX.

a) SoitW un vecteur propre de t
AA associ�e �a une valeur propre �. Calculer

(kAWkn)2 en fonction de � et kWkp.
b) En d�eduire que les valeurs propres de t

AA sont des r�eels positifs ou nuls.

4. a) Montrer que t
AA et A t

A ont les mêmes valeurs propres non nulles.

b) Montrer que Ker(tAA) = KerA et que Ker(A t
A) = Ker t

A. En d�eduire
que t

AA et A t
A ont même rang.

c) Quelle relation existe entre les valeurs propres de ces deux matrices ?

Solution :

1. La matrice t
AA est un �el�ement de Mp(R). L'�egalit�e

t
AA = 0 signi�e que

pour tout X 2 Mp;1(R);
t
AAX = 0.
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Donc, pour tout X 2Mp;1(R),
t
X

t
AAX = t(AX)(AX) = 0, soit jjAX jj2 = 0.

Ainsi, pour tout X 2 Mp;1(R); AX = 0, donc A = 0.

La r�eciproque est �evidente.

2. Les matrices t
AA et A t

A sont toutes deux sym�etriques r�eelles, et donc
diagonalisables dans une base orthonorm�ee.

3. a) Soit W 2 Mp;1(R) telle que
t
AAW = �W . En multipliant �a gauche par

t
W , il vient :

jjAW jj2n = �jjW jj2p.
b) Ainsi la valeur propre � v�eri�e :

� =
jjAW jj2n
jjW jj2p

> 0

4. a) Soit � une valeur propre non nulle de t
AA ; il existe un vecteur

X 2 Mp;1(R) non nul tel que : (?) t
AAX = �X .

Donc At
A(AX) = �AX .

� si AX 6= 0, alors AX un vecteur propre de At
A associ�e �a la valeur propre

�.

� si AX = 0, la relation (?) entrâ�ne que �X = 0, et comme X 6= 0, ceci
entrâ�ne que � = 0 en contradiction avec l'hypoth�ese de cette question.

Ainsi : � 2 Spec(tAA) n f0g =) � 2 Spec(At
A) n f0g

La d�emonstration de l'implication contraire est identique, en �echangeant les
rôles de A et t

A.

b) Soit X 2 Ker(tAA) : alors tAAX = 0, d'o�u t
X

t
AAX = 0, ou jjAX jj2 = 0,

ce qui entrâ�ne que AX = 0 et X 2 KerA.

R�eciproquement, si AX = 0, alors t
AAX = 0.

Ainsi :
Ker(tAA) = KerA.

La d�emonstration de Ker(A t
A) = Ker(tA) est identique, en �echangeant les

rôles.

? La matrice A repr�esente une application lin�eaire de Rp dans Rn . Le
th�eor�eme du rang indique que : p = dimKerA+ rgA.

? La matrice t
A repr�esente une application lin�eaire de Rn dans Rp . Le

th�eor�eme du rang indique que : n = dimKer(tA) + rg(tA).

Or les matrices A et t
A ont même rang. Ainsi, par la question pr�ec�edente :

rg(tAA) = p� dimKerA = n� dimKer(tA) = rg(At
A)

c) Les matrices tAA et At
A ont les mêmes valeurs propres non nulles. Leurs

spectres ne di��erent donc �eventuellement que de 0. Elles ont �egalement même
rang. La dimension du sous-espace propre associ�e �a 0, lorsque 0 est valeur
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propre de l'une et/ou l'autre, est donc bien d�etermin�e, d�es que l'on connâ�t
ce rang.

Exercice 2.5.

Soit f l'endomorphisme de R3 d�e�ni par f(x; y; z) = (x; 0; y).

1. D�eterminer le noyau et l'image de f .

2. Soit E = f(x; y; 0) j (x; y) 2 R2g. D�eterminer f(E) et f�1(E).

3. L'endomorphisme f est-il diagonalisable ?

Solution :

1. On a par d�e�nition

Ker f = f(x; y; z) j x = y = 0g = f(0; 0; z) j z 2 Rg
Ainsi Ker f est de dimension 1.

De même Im f est de dimension 2 et est caract�eris�ee par

Im f = f(x; 0; y) j (x; y) 2 R2g
2. E est un sous{espace vectoriel de R3 de dimension 2.
Il vient :

f(E) = Im(fjE ) = f(x; 0; y) j (x; y) 2 R2g = Im f

En�n :

f
�1(E) = f(x; y; z) j f(x; y; z) 2 Eg

= f(x; y; z) j (x; 0; y) 2 Eg = f(x; 0; z)g = f(E)

3. Le noyau de f �etant de dimension 1, on sait que � = 0 est valeur propre
et le sous-espace propre associ�e est Ker f .

Si � est une valeur propre non nulle de f , f(x; y; z) = �(x; y; z) est �equivalent
�a 8<

:
x = �x

0 = �y

y = �z

? Si �1, il vient x = y = z = 0 et � n'est pas valeur propre.

? Si � = 1, il vient y = z = 0 et 1 est valeur propre, le sous-espace propre
associ�e �etant de dimension 1.

L'endomorphisme f n'est pas diagonalisable.

Exercice 2.6.

Soient n > 3, E = Rn [X ] l'espace vectoriel des polynômes de degr�e inf�erieur
ou �egal �a n (on confondra polynôme et fonction polynôme associ�ee), b 2 R

et ' : E ! E; f 7! '(f) d�e�ni par :

'(f)(x) = (x� b)
�
f
0(x) + f

0(b)
�
� 2
�
f(x)� f(b)

�
.
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o�u f
0 d�esigne la d�eriv�ee du polynôme f .

1. Montrer que ' est un endomorphisme de E.

2. D�eterminer le plus grand entier k v�eri�ant :

8 f 2 E; 9 � 2 E;'(f)(x) = (x� b)k�(x).

3. D�eterminer le noyau et l'image de '.

4. D�eterminer, pour k > 3, '(f) lorsque f(x) = (x � b)k. L'endomorphisme
' est-il diagonalisable ?

Solution :

1. La lin�earit�e de ' est claire, par lin�earit�e de la d�erivation et propri�et�es des
op�erations et si f 2 Rn [X ], il en est de même de '(f).

2. Pour tout f , '(f)(b) = 0.

On a : ['(f)]0(x) = f
0(x) + f

0(b)+ (x� b)f 00(b)� 2f 0(x), donc ['(f)]0(b) = 0.

De plus ['(f)]00(x) = �f 00(x) + f
00(b), donc ['(f)]00(b) = 0.

En�n ['(f)](3)(x) = �f 000(x), qui n'est pas n�ecessairement nul.
Ainsi b est racine au moins triple de '(f), mais n'est pas n�ecessairement
racine d'ordre plus �elev�e.
L'entier k maximal tel que pour tout f 2 E, '(f)(x) = (x�b)k�(x) est k = 3.

3. D'apr�es la question pr�ec�edente, si f 2 Ker', alors f 000 = 0 ; donc

Ker' � R2 [X ].

De même, si g 2 Im', alors (x � b)3 divise g. Donc

Im' � F = fP 2 E j P (x) = (x� b)3Q(x)g
Si l'une des deux inclusions pr�ec�edentes �etait stricte, comme dimR2 [X ] = 3
et dimF = n� 2, on aurait une contradiction vis �a vis du th�eor�eme du rang.
Ainsi :

Ker' = R2 [X ]; Im' = F

4. Un calcul imm�ediat donne pour f(x) = (x� b)k et pour k > 3,

'(f)(x) = (k � 2)f(x).

Le noyau de ' est de dimension 3 et f1; 2; : : : ; n�2g est l'ensemble des valeurs
propres non nulles, chaque sous-espace propre associ�e �a une valeur propre non
nulle �etant de dimension au moins �egale �a 1.
Les sous-espaces propres de ' �etant en somme directe, chaque sous-espace
propre associ�e �a une valeur propre non nulle est exactement de dimension 1
et ainsi la somme des dimensions des sous-espaces propres vaut n + 1 et '
est diagonalisable.

Exercice 2.7.
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Soit u l'endomorphisme de l'espace vectoriel E = R3 d�e�ni, dans la base
canonique de cet espace, par la matrice

U =

0
@ 1 1 �1
0 �1 1
1 0 0

1
A

1. a) D�eterminer u � u � u.
b) En d�eduire tous les sous-espaces de dimension 1 stables par u .

2. Soit P un plan stable par u et soit v la restriction de u �a P .

a) Montrer que v n'est pas l'endomorphisme nul.

b) Montrer que v � v = 0.

c) Montrer qu'il existe x dans P tel que
�
x; v(x)

�
est une base de P .

d) Comparer P et l'image de u. Conclure.

3. D�eterminer tous les sous-espaces de E stables par u.

Solution :

1. a) Un calcul matriciel donne u3 = 0.

b) La seule valeur propre de u est donc 0. On d�etermine alors le noyau de

u qui est engendr�e par le vecteur

0
@ 0
1
1

1
A et donc de dimension 1.

C'est le seul sous-espace stable de dimension 1, puisque si F est un tel sous-
espace, et si x en est une base, alors U(F ) � F =) 9� 2 R; u(x) = �x, ce
qui signi�e que F est un sous-espace propre.

2. a) Si v �etait identiquement nul, l'endomorphisme u aurait un noyau de
dimension sup�erieure ou �egale �a 2, ce qui n'est pas le cas.

b) Supposons v2 6= 0 : il existe x 2 P tel que v2(x) 6= 0. Montrons que la
famille (x; v(x); v2(x)) est libre.

Si ax+ bv(x) + cv
2(x) = 0, en appliquant v2, il vient a = 0, puis en revenant

au d�epart et en appliquant v, on obtient b = 0, en�n c = 0.

Or ces trois vecteurs sont �el�ements de P ; ceci est en contradiction avec la
dimension de P et v2 = 0.

c) Comme v 6= 0, il existe x 2 P tel que v(x) 6= 0. Une d�emonstration
analogue �a la d�emonstration pr�ec�edente montre que

�
x; v(x)

�
est une base de

P .

d) On remarque d'abord que
�
x; v(x)

�
2 Keru2 (question 2.b). Montrons

ensuite que Imu = Keru2.

En e�et, comme u3 = 0, on a Imu � Keru2. En�n ces deux sous-espaces de
E sont de dimension 2 (par le th�eor�eme du rang et parce que u2 6= 0).
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Ainsi P = Imu.

3. On vient de d�eterminer les sous-espaces stables de dimension 1 (Keru) et
de dimension 2 (Imu). Il reste les deux sous-espaces stables triviaux f0g et
E.

Exercice 2.8.

Soit E un espace vectoriel sur R de dimension n > 2 et soit u un endomor-
phisme de E .

1. Dans cette question uniquement on suppose qu'il existe un projecteur p de
E tel que p � u� u � p = u.
a) Montrer que u � p = 0.

b) En d�eduire que u � u = 0.

2. Dans cette question uniquement on suppose que u � u = 0.

a) Montrer que Im(u) � Ker(u).

b) Soit H un sous-espace vectoriel de E tel que : Im(u) � H � Ker(u) et
soit S un suppl�ementaire de H . Soit q la projection sur H parall�element �a S.
Calculer q � u� u � q.
3. Donner une condition n�ecessaire et su�sante pour qu'il existe un projecteur
p de E tel que p � u� u � p = u.
Cette condition �etant suppos�ee remplie, y-a-t'il toujours unicit�e du projecteur
p ?

4. Soit l'espace vectoriel E = R2 et u l'endomorphisme de E dont la matrice

dans la base canonique est �egale �a

�
�2 4
�1 2

�
.

D�eterminer un projecteur p de E tel que p � u� u � p = u.

Solution :

1. a) u = p � u� u � p =) p � u = p
2 � u� p � u � p = p � u� p � u � p, d'o�u :

p � u � p = 0

De même, u � p = p � u � p� u � p2 = �u � p, d'o�u :

u � p = 0

b) D'o�u u = p � u et donc u2 = p � (u � p) � u = 0.

2. a) Soit x 2 Imu, il existe z 2 E tel que x = u(z) et u(x) = u
2(z) = 0,

donc x 2 Keru, ce qui prouve l'inclusion demand�ee.

b) On a u� q = 0 (car H � Keru) et pour tout x 2 E, q
�
u(x)

�
= u(x) (car

u(x) appartient �a Imu, donc �a H). Ainsi :

q � u� u � q = u
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3. Ce qui pr�ec�ede montre que la condition n�ecessaire et su�sante cherch�ee
est u2 = 0.

Il y a en g�en�eral plusieurs fa�cons de choisir H (si ImuKeru), ce qui conduit
�a plusieurs choix du projecteur p.

4. Ici D = Imu = Keru = Vect(2; 1). N'importe quel projecteur d'image D

convient. On peut proposer celui dont la matrice est

�
4=5 2=5
2=5 1=5

�
.

Exercice 2.9.

Soit p un entier tel que p > 2. On note Hp l'ensemble des suites r�eelles
U = (un)n2N telles que un+p = un pour tout n 2 N.

1. Montrer que Hp est un espace vectoriel r�eel de dimension p.

2. Montrer que l'application ' d�e�nie sur Hp par, pour tout U = (un) 2 Hp :

'(U) =

p�1X
k=0

uk

est lin�eaire.

3. Soit x 2 [0; 1[. Montrer que la s�erie
P

unx
n converge.

On pose fU (x) =
+1P
n=0

unx
n.

Calculer fU (x) en fonction de PU (x) o�u PU =
p�1P
k=0

ukX
k.

En d�eduire que fU (x) admet une limite ` 2 R quand x tend vers 1 par valeurs
inf�erieures si et seulement si U 2 Ker'.

Solution :

1. Hp est l'ensemble des suites de p�eriode p.

� la suite identiquement nulle est un �el�ement de Hp : cet ensemble est
donc non vide.

� on montre ais�ement que si U et V sont deux suites de p�eriode p, alors,
pour tout scalaire �, la suite U + �V est p�eriodique de p�eriode p.

Soit T l'application d�e�nie sur Hp �a valeurs dans Rp telle que :

T (U) = (u0; u1; : : : ; up�1)

Cette application est un isomorphisme entre ces deux espaces vectoriels, ce
qui montre que Hp est de dimension p. En e�et :

� elle est trivialement lin�eaire ;

� si T (U) = 0, la suite U �etant p-p�eriodique, alors U = 0 ; ainsi T est
injective ;
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� toute suite p-p�eriodique est enti�erement d�etermin�ee par ses p premiers
�el�ements u0; u1; : : : ; up�1 ; ainsi T est surjective (notons d'ailleurs que ceci
montre en une seule fois que T est bijective).

2. La lin�earit�e de ' se d�eduit de la lin�earit�e de l'application somme.

3. La suite U �etant p�eriodique, elle est born�ee par M = max
16i6p

juij. Ainsi,
pour x 2 [0; 1[ et n > 0; junxnj 6M jxjn, qui est le terme g�en�eral d'une s�erie
g�eom�etrique convergente puisque jxj < 1.

La s�erie
+1P
n=0

unx
n �etant convergente, pour tout x 2 [0; 1[, on peut �ecrire :

fU (x) = lim
k!+1

kpP
n=0

unx
n

Or, par p-p�eriodicit�e :
kpP
n=0

unx
n = PU (x)(1 + x

p + x
2p + � � �xkp) = PU (x)

1� x
(k+1)p

1� x
p

Ce qui entrâ�ne que :

fU (x) =
PU (x)

1� x
p

� si U 2 Ker', alors PU (1) = 0, ce qui entrâ�ne que le polynôme PU est
divisible par X � 1.
Or, 1�X

p = (1�X)(1 +X +X
2 + � � �+X

p�1).
Apr�es simpli�cation par x� 1, le passage �a la limite lorsque x tend vers 1 est
alors licite et :

lim
x!1�

PU (x)

1� x
p = ` 2 R

� si U =2 Ker', alors PU (1) 6= 0, ce qui entrâ�ne que :

lim
x!1�

���PU (x)
1� x

p

��� = +1.

Exercice 2.10.

Dans tout l'exercice on confond polynôme et fonction polynôme associ�ee.
1. On consid�ere l'application � : (R[X ])2 ! R d�e�nie par

�(P;Q) =

Z 1

0

P (x)Q(x)p
1� x

dx.

D�emontrer que � est un produit scalaire sur R[X ] qu'on notera h ; i .
La base canonique de Rn [X ] est-elle orthogonale pour ce produit scalaire ?

Pour tout n 2 N
� et tout polynôme non nul A de degr�e a inf�erieur ou �egal �a

n on note RA l'application de Rn [X ] dans Rn [X ] qui, au polynôme P , associe
le reste de la division euclidienne de P par A.

2. Dans cette question, on suppose que n = 3 et que A(X) = 1 +X +X
2.
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Donner la matrice de RA sur la base canonique de R3 [X ]. Pr�eciser le noyau
et l'image de RA.

3. Dans la suite, n est un entier sup�erieur ou �egal �a 2 et A un polynôme de
degr�e a non nul.

a) Montrer que RA est un endomorphisme de Rn [X ].

b) Montrer que RA est un projecteur dont on d�eterminera le noyau et
l'image en en donnant des bases respectives.

c) Donner les valeurs propres de RA ainsi que les sous-espaces propres
associ�es.

Pr�eciser les cas a = 0 et a = n.

4. a) On suppose que A n'admet pas de racine r�eelle dans [0; 1].

Montrer alors que 1 et A ne sont pas orthogonaux pour le produit scalaire
h ; i.
b) On suppose a est sup�erieur ou �egal �a 1 et que A admet une racine r�eelle

x0 appartenant �a [0; 1], c'est-�a-dire que A = (X�x0)B o�u B est un polynôme
de degr�e a� 1.

Montrer que B et (X � x0)
2
B ne sont pas orthogonaux.

c) En d�eduire que si a 6= 0 et a 6= n, RA n'est pas un projecteur orthogonal.

Solution :

1. ? � est bien d�e�nie, car une fonction polynôme est born�ee sur [0; 1] et

il existe M > 0 tel que 8 t 2 [0; 1];
jP (t)Q(t)jp

1� t
6 Mp

1� t
. La convergence

de l'int�egrale de la fonction majorante donne la convergence (absolue) de
l'int�egrale propos�ee.

? � est banalement bilin�eaire sym�etrique et positive. En�n le th�eor�eme de
positivit�e de l'int�egrale montre que si �(P; P ) = 0, alors le polynôme P

s'annule en tout point de [0; 1], donc est le polynôme nul.

� est un produit scalaire sur R[X ]

�(1; X) =

Z 1

0

xp
1� x

dx > 0, donc 1 et X ne sont pas orthogonaux.

2. On a :8>><
>>:

1 = 0(1 +X +X
2) + 1

X = 0(1 +X +X
2) +X

X
2 = 1(1 +X +X

2)� 1�X

X
3 = (X � 1)(1 +X +X

2) + 1

, soit M =

0
B@
1 0 �1 1
0 1 �1 0
0 0 0 0
0 0 0 0

1
CA

Clairement KerRA est l'ensemble des polynômes divisibles par 1 +X +X
2

et ImRA = Vect(1; X)
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3. a) Si P1 = AQ1 + R1 et P2 = AQ2 + R2, avec degR1 < a et degR2 < a,
alors, pour tout scalaire � : P1 + �P2 = A(Q1 + �Q2) + R1 + �R2, avec
deg(R1 + �R2) < a.

Ainsi RA(P1 + �P2) = R1 + �R2 = RA(P1) + �RA(P2) et RA est lin�eaire.

En�n, comme a 6 n, RA est bien un endomorphisme de Rn [X ].

b) Comme deg(RA(P )) < a, on a RA(P ) = 0:A+RA(P ) et par cons�equent
RA(RA(P )) = RA(P ), donc RA �RA = RA et RA est un projecteur.

Le noyau de RA est form�e des polynômes multiples de A et une base de ce
sous-espace de Rn [X ] est par exemple (A;AX;AX2

; : : : ; AX
n�a).

L'image de RA est Ra�1 [X ], dont une base est (1; X; : : : ; Xa�1).

c) RA �etant un projecteur, ses valeurs propres ne peuvent être que 0 et 1,
avec E(0) = KerRA et E(1) = ImRA, lorsque ces sous-espaces ne sont pas
r�eduits au vecteur nul.

? Si a = 0, alors RA = 0 et 0 est la seule valeur propre.
? Si a = n, alors E(0) = Vect(A) et E(1) = Rn�1 [X ].

4. a) A garde un signe constant sur [0; 1], donc �(1; A) =

Z 1

0

A(t)p
1� t

dt0 et

A 2 KerRA, 1 2 ImRA.

b) (X � x0)
2
B

2 reste positif ou nul sur [0; 1], mais n'est pas le polynôme

nul, donc : �(B; (X�x0)
2
B) =

Z 1

0

(t� x0)
2
B

2(t)p
1� t

dt > 0 et B et (X�x0)
2
B

ne sont pas orthogonaux.
Or (X � x0)

2
B 2 KerRA et B 2 ImRA, puisque degB < degA et le degr�e

de (X � x0)
2
B n'exc�ede pas n.

c) Ainsi, sous les conditions impos�ees, dans tous les cas on a trouv�e un
vecteur de l'image et un vecteur du noyau non orthogonaux : RA n'est pas
un projecteur orthogonal.

Exercice 2.11.

On rappelle que la donn�ee d'une fonction polynomiale sur [0; 1] d�e�nit
enti�erement cette fonction sur R.
1. A toute fonction polynomiale P de R[X ] on associe la fonction '(P ) d�e�nie
sur [0; 1] par :

'(P )(x) =
p
1� x

Z 1

x

P (t)p
1� t

dt.

a) Rappeler pourquoi la famille B = (1; 1�X; : : : ; (1�X)n) est une base
de Rn [X ].

b) Calculer, pour p 2 N, l'image par ' de (1�X)p.

c) Montrer que l'application P 7! '(P ) d�e�nit une application lin�eaire de
R[X ] dans R[X ].
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Pour P 2 R[X ], pr�eciser le degr�e de '(P ) en fonction de celui de P .

d) L'endomorphisme ' est-il injectif ? surjectif ? Quelles sont les valeurs
propres �eventuelles de ' ?

2. a) Soit Fn le sous-espace vectoriel de Rn+1 [X ] de base B0 d�e�nie par :
B0 =

�
(1�X); (1�X)2; : : : ; (1�X)n+1

�
.

Montrer que '(Rn [X ]) = Fn.

Soit 	n la restriction de ' �a Rn [X ] comme ensemble de d�epart et �a Fn comme
ensemble d'arriv�ee.

b) �Ecrire la matrice Mn de 	n relativement aux bases B et B0.
En d�eduire que 	n est un isomorphisme de Rn [X ] sur Fn. D�eterminer M�1

n

ainsi que 	�1
n ((1�X)k) pour 1 6 k 6 n+ 1.

Pr�eciser les valeurs propres de Mn.

c) Soit k un entier tel que 2 6 2k 6 n. Soit Pk(X) = X
k(1�X)k.

Montrer que Pk est un �el�ement de Fn. Le d�ecomposer sur la base B0.
D�eterminer 	�1

n (Pk). En d�eduire les ant�ec�edents de Pk par '.

Solution :

1. a) La famille B =
�
1; 1�X; : : : ; (1 �X)n

�
est �a degr�es �echelonn�es ; c'est

donc une base de Rn [X ].

b) Soit Pp(X) = (1�X)p. On a

'(Pp)(x) =
p
1� x

Z 1

x

(1� t)pp
1� t

dt

Cette int�egrale est convergente, car la fonction �a int�egrer est (1� t)p�
1
2 , qui

est une fonction de r�ef�erence (Riemann). Un calcul imm�ediat donne

'(Pp)(x) =
(1� x)p+1

p+ 1
2

c) La lin�earit�e de ' est �evidente et on vient de montrer que l'image d'un
�el�ement de la base B est un multiple de l'�el�ement hh suivant ii de cette base.
' est donc un endomorphisme de R[X ].

Toujours par la question pr�ec�edente, il vient deg'(P ) = degP + 1.

d) Comme deg'(P ) = degP + 1, l'application ' est injective. Par contre,
elle n'est pas surjective, puisque R0 [X ] n'est pas inclus dans Im'.

En�n, quel que soit � r�eel, l'�equation '(P ) = �P n'a pas de solution non

nulle, puisque :

? pour �0 et P0, deg'(P ) = degP + 1degP = deg(�P ) ;

? pour � = 0, l'�equation '(P ) = 0 n'admet que la solution P = 0.

Ainsi : SpecR' = ;.
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2. a) Cela r�esulte du calcul fait en 1. b).

b) Et encore par les calculs faits en 1. b) :

Mn = diag( 1
1=2

;
1
3=2

; : : : ;
1

n+ 1=2
) = diag(2; 2

3
; : : : ;

2
2n+ 1

)

Cette matrice est �evidemment inversible, et :

M
�1
n = diag(1

2
;
3
2
; : : : ;

2n+ 1
2

)

Ainsi 	�1
n

�
(1 �X)k

�
= 2k � 1

2
(1�X)k�1. La matrice Mn �etant diagonale,

ses valeurs propres sont �evidentes.

c) On a Pk(1) = 0 et Pk est de degr�e 2k 6 n ; ainsi Pk 2 Fn.

On �ecrit alors :

Pk(X) = (1�X)kXk = (1�X)k((1 + (X � 1))k =
kP
i=0

(�1)iCi
k(1�X)k+i

Donc :

	�1
n (Pk) =

kP
i=0

(�1)iCi
k

2(k + i)� 1
2

(1�X)k+i�1

Pour terminer, on se rappelle que 	n est la restriction de ' �a Rn [X ]
comme ensemble de d�epart et �a Fn comme ensemble d'arriv�ee, ce qui permet

d'achever la question.

Exercice 2.12.

Soit A la matrice d'ordre 3 d�e�nie par

A =
1

3

0
@ 1 �2 �2
�2 1 �2
�2 �2 1

1
A

On note f l'endomorphisme associ�e �a la matrice A dans la base canonique de
R3 . On note �egalement hu; vi le produit scalaire canonique de deux vecteurs
u; v de R3 .

1. a) D�eterminer les valeurs propres de A

(on pourra utiliser la matrice J =

0
@ 1 1 1
1 1 1
1 1 1

1
A).

b) l'endomorphisme f est-il diagonalisable ?

2. Soit e un vecteur propre de norme 1 associ�e �a la valeur propre �1. Montrer
que pour tout u 2 R3 , il existe un r�eel �(u) tel que

u = �(u)e+ u
0
; avec hu0; ei = 0

D�eterminer �(e).

3. Soit F = fu 2 R3 j hu; f(u)i = 0g.
a) Montrer que u 2 F si et seulement si j�(u)j = jju0jj.
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b) Soient (u; v) 2 F
2. Montrer que u+ v 2 F si et seulement si (u; v) est

li�e.

c) Quels peuvent être les sous-espaces vectoriels de R3 inclus dans F ?

Solution :

1. a) On s'aper�coit que A� I = �2
3
J .

La matrice J v�eri�e J2 = 3J . Ses valeurs propres sont donc incluses dans
l'ensemble f0; 3g. Or elle est sym�etrique r�eelle, donc diagonalisable.
Comme J0 et J3I , ses valeurs propres sont exactement 0 et 3.

les valeurs propres de A sont alors �1.
Proposons une seconde m�ethode : la matrice A est sym�etrique r�eelle, donc
diagonalisable. On s'aper�coit que ses colonnes sont deux �a deux orthogonales
et norm�ees : c'est une matrice orthogonale. Elle est diagonalisable et ses
valeurs propres sont alors �1.
On pourrait �egalement remarquer que A2 = I .

b) Nous avons d�ej�a r�epondu �a cette question. Les sous-espaces propres de
f sont

E1 = f(x; y; z) j x+ y + z = 0g ; E�1 = f(x; y; z) j x = y = zg

2. Le sous-espace propre E�1 est de dimension 1, engendr�e par exemple par
le vecteur (1; 1; 1). Il est orthogonal �a E1 qui est de dimension 2.
L'endomorphisme f �etant diagonalisable, ces deux sous-espaces sont suppl�ementaires
dans R3 . Ainsi, tout vecteur u se d�ecompose sous la forme :

u = �(u)e+ u
0
; avec hu0; ei = 0:

Comme e = e+ 0, l'unicit�e de cette d�ecomposition entrâ�ne �(e) = 1.

3. On remarquera que F n'est pas un sous-espace vectoriel.

a) Soit u 2 F . Alors

h�(u)e+ u
0
;��(u)e+ u

0i = 0

Et comme he; u0i = 0, cela est �equivalent �a �(u)2 = jju0jj2.
b) Dire que u+ v 2 F signi�e que hu+ v; f(u) + f(v)i = 0. Comme u 2 F

et v 2 F , ceci est �equivalent �a :

hu; f(v)i+ hv; f(u)i = 0

ou, par un calcul imm�ediat :

�2�(u)�(v) + 2hu0; v0i = 0

Or les hypoth�eses de la question sont �equivalentes �a :

j�(u)j = jju0jj ; j�(v)j = jjv0jj



Analyse 23

Ainsi u + v 2 F est �equivalent �a jhu0; v0ij = jju0jj � jjv0jj, c'est-�a-dire le cas
d'�egalit�e dans l'in�egalit�e de Cauchy-Schwarz.
Les vecteurs u0 et v0 sont donc li�es. �Ecrivons alors : v0 = �u

0.

On a

�(u)�(v) = �hu0; u0i = �(�(u))2

Si on avait �(u) = 0, alors on aurait u = u
0, avec jju0jj = j�(u)j = 0, donc

u = 0, ce qui est contraire �a l'hypoth�ese. Ainsi �(u)0 et en simpli�ant :

�(v) = ��(u), ce qui entrâ�ne que u et v sont li�es.
La r�eciproque est �evidente.

c) On d�eduit de la question pr�ec�edente que les seuls sous-espaces vectoriels
de R3 inclus dans F ne peuvent être que des droites vectorielles.

Exercice 2.13.

Soit n 2 N� et Rn [X ] l'espace vectoriel des polynômes r�eels de degr�e inf�erieur
ou �egal �a n. Soit � l'endomorphisme de Rn [X ] d�e�ni par :

� : P 7�! X(1�X)P 00 + (1� 2X)P 0

Pour tout entier p tel que 0 6 p 6 n, on consid�ere le polynôme Up =

X
p(1 � X)p et Lp = 1

p!
(Up)

(p), o�u (Up)
(p) d�esigne la d�eriv�ee d'ordre p de

Up.

1. V�eri�er que � est bien un endomorphisme de Rn [X ] et donner la matrice
de � relativement �a sa base canonique (1; X; : : : ; Xn).

2. Donner les valeurs propres de �. Cet endomorphisme est-il diagonalisable ?

3. Calculer le degr�e et le coe�cient dominant de Lp.

4. On pose Lp =
pP

k=0

`p;kX
k. D�emontrer que :

`p;k = (�1)kCk
pC

k
p+k

5. a) Trouver une relation de r�ecurrence entre `p;k et `p;k+1.

b) �Ecrire un programme Pascal permettant d'obtenir les coe�cients de Lp.
En voici l'entête :

Program Calcul ;

Const Deg Max = 100 ;

Type Polynome = Array[0..Deg Max] Of LongInt ;

Procedure Calcul Lp(

6. Montrer que Lp est vecteur propre de �.

Solution :
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1. La lin�earit�e de � r�esulte de la lin�earit�e de la d�erivation et des propri�et�es
des op�erations. D'autre part, si degP = k 6 n, alors deg�(P ) 6 k 6 n, donc
� est bien un endomorphisme de Rn [X ].
Pour k > 2, on a :

�(Xk) = X(1�X)k(k � 1)Xk�2 + (1� 2X)kXk�1

= �k(k + 1)Xk + k
2
X

k�1,

tandis que �(1) = 0 et �(X) = �2X + 1, d'o�u :

M(�) =

0
BBBBBB@

0 1
�2 4

�6
. . .

. . .

n
2

�n(n+ 1)

1
CCCCCCA

Les coe�cients mi;j tels que i > j ou j > i+ 1 �etant tous nuls.

2.M est trigonale sup�erieure, ses valeurs propres sont donc en �evidence sur la
diagonale, il s'agit des nombres deux �a deux distincts : �k(k+1), 0 6 k 6 n.

Ainsi M 2Mn+1(R) admet n+ 1 valeurs propres, donc est diagonalisable.

3. Up = (�1)pX2p + � � �, donc U (p)
p = (�1)p(2p)(2p� 1) : : : (p+ 1)Xp + � � �,

Par cons�equent Lp est de degr�e p et de coe�cient dominant :

(�1)p (2p)!
p!p!

= (�1)pCp
2p

4. On a Up(x) =
pP

k=0

Ck
p(�1)kxp+k et comme x 7! i!

(i� p)!
x
i�p est la d�eriv�ee

p-i�eme de la fonction x 7! x
i (pour i > p), il vient :

p!Lp(x) =
pP

i=0

Ci
p(�1)i

(i+ p)!

i!
x
i, soit :

8 k 2 [[0; p]]; `p;k = (�1)kCk
pC

k
p+k

5. a) Le retour aux factorielles donne, pour k < p :

`p;k+1 = � (p� k)(p+ k + 1)

(k + 1)2
`p;k

b)
Program Calcul ;

Const Deg Max = 100 ;

Type Polynome = Array[0..Deg Max] Of LongInt ;

Procedure Calcul Lp(Var L :polynome ; p :integer) ;

Var k :integer

Begin

L[0] :=1 ;

For k :=0 to p-1 do
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L[k+1] :=(-(p-k)*(p+k+1)*L[k]/((k+1)*(k+1)) ;

End ;

6. On a, pour tout p : (X �X
2)U 0p = p(1� 2X)Up et en d�erivant p+ 1 fois,

grâce �a la formule de Leibniz :

(X �X
2)U

(p+2)
p + (p+ 1)(1� 2X)U

(p+1)
p � p(p+ 1)U

(p)
p

= p(1� 2X)U
(p+1)
p � 2p(p+ 1)U

(p)
p

En divisant par p!, et en simpli�ant il reste :

�(Lp) = �p(p+ 1)Lp

Exercice 2.14.

1. On noteM2(R) l'ensemble des matrices carr�ees d'ordre 2 �a coe�cients r�eels

muni de sa base canonique B = (E1;1; E1;2; E2;1; E2;2). Soit A =

�
1 2
3 4

�
.

Soit fA l'application d�e�nie surM2(R) par, pour tout X 2 M2(R), fA(X) =
XA.

a) Montrer que fA est un endomorphisme de M2(R) et d�eterminer M sa
matrice associ�ee dans la base B.
b) En d�eduire la trace de fA (ou de M). (La trace d'une matrice carr�ee

est la somme des �el�ements de sa diagonale principale et on rappelle que deux
matrices semblables ont la même trace).

c) Montrer que fA est un automorphisme de M2(R) et d�eterminer f�1
A .

2. On souhaite maintenant g�en�eraliser la question pr�ec�edente. Soit n un entier
naturel, n > 2. On note Mn(R) l'ensemble des matrices carr�ees d'ordre n �a
coe�cients r�eels muni de sa base canonique B = (Ei;j)16i6n;16j6n.

Soit C dans Mn(R) et fC l'application d�e�nie sur Mn(R) par :

pour tout X 2Mn(R), fC(X) = XC.

a) Montrer que si C est p-nilpotente (c'est-�a-dire si Cp = 0) il en est de
même pour fC .

b) D�eterminer la trace de fC (on pourra commencer par calculer fC(Ei;j)).

c) Montrer que fC est un automorphisme de Mn(R) si et seulement si C
est inversible.

Solution :

1. a) fA est bien une application de M2(R) dans lui-même et sa lin�earit�e est
�evidente.

On a : fA(E1;1) =

�
1 0
0 0

��
1 2
3 4

�
=

�
1 2
0 0

�
= E1;1 + 2E1;2 ;
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fA(E1;2) =

�
0 1
0 0

��
1 2
3 4

�
=

�
3 4
0 0

�
= 3E1;1 + 4E1;2 ;

fA(E2;1) =

�
0 0
1 0

��
1 2
3 4

�
=

�
0 0
1 2

�
= E2;1 + 2E2;2 ;

fA(E2;2) =

�
0 0
0 1

��
1 2
3 4

�
=

�
0 0
3 4

�
= 3E2;1 + 4E2;2 ;

M(fA) =

0
B@
1 3 0 0

2 4 0 0
0 0 1 3
0 0 2 4

1
CA

b) D'o�u : tr(fA) = 10 = 2 tr(A).

c) la matrice pr�ec�edente est inversible, d'inverse :�1
2

0
B@

4 �3 0 0
�2 1 0 0
0 0 4 �3
0 0 �2 1

1
CA.

2. a) On a f
2
C(X) = fC(XC) = (XC)C = XC

2 et, par r�ecurrence

f
p

C(X) = XC
p. Ainsi si Cp = 0, alors f

p

C = 0 et fC est un endomorphisme
nilpotent de Mn(R).

b) La matrice fC(Ei;j) = Ei;jC a toutes ses lignes nulles, sauf sa i-i�eme o�u
on e�ectue une recopie de la j-i�eme ligne de C. En notant C = (ci;j), on a
donc :

fC(Ei;j) =
nP

k=1

cj;kEi;k

Ainsi la coordonn�ee de fC(Ei;j) sur Ei;j vaut cj;j et :

tr(fC) =
P
i;j

cj;j = n tr(C)

c) ? Si C est inversible, alors on peut d�e�nir fC�1 et :

8X 2 Mn(R); fC�1 � fC(X) = (XC)C�1 = X , i.e. fC�1 � fC = id

On peut v�eri�er que l'on a aussi fC � fC�1 = id, mais c'est inutile puisque
l'on manipule des endomorphismes d'un espace de dimension �nie n2.

Bref si C est inversible, alors fC 2 GL(Mn(R)).

R�eciproquement, supposons que fC 2 GL(Mn(R)), alors il existe une matrice
D 2 Mn(R) telle que fC(D) = In, c'est-�a-dire telle que DC = In, ce qui
prouve que C est inversible, d'inverse D.

Exercice 2.15.

On consid�ere l'espaceMpR) des matrices carr�ees d'ordre p > 2 �a coe�cients
r�eels.
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Pour x =

0
@
x1
...
xp

1
A et y =

0
B@
y1
...
yp

1
CA vecteurs de Rp , on pose :

hx j yi = x1y1 + � � �+ xpyp

Si x 2 Rp , on note par kxk la norme euclidienne du vecteur x (ainsi

kxk2 = hx j xi). Si E est un sous{espace vectoriel de Rp , on d�esigne par
E
? le sous espace des vecteurs orthogonaux �a tous les vecteurs de E.

1. Soient A et B deux matrices de Mp(R) telles que Im(B) � Im(A).

a) Soit x 2 Rp . Montrer qu'il existe un unique vecteur y appartenant �a

(Ker(A))
?
tel que Bx = Ay. On notera u(x) cet unique vecteur y.

b) V�eri�er que l'application u ainsi d�e�nie est lin�eaire. On notera X sa
matrice.

c) Montrer que X est l'unique matrice de Mp(R) v�eri�ant :

B = AX , KerX = KerB et Im(X) � (KerA)
?
.

On appelle cette solution X la solution r�eduite de l'�equation AY = B,
d'inconnue Y 2 Mp(R).

2. Soient A et B deux matrices de Mp(R). Montrer que l'�equation AY = B,
dansMp(R), admet au moins une solution si et seulement si Im(B) � Im(A).
A quelle condition cette �equation admet-elle une unique solution ?

3. Dans cette question, on se place dans M3(R) et on consid�ere les matrices

A =

0
@ 0 1 1
1 1 0
1 1 0

1
A et B =

0
@ 1 2 1
2 1 1
2 1 1

1
A

a) Montrer que l'�equation AY = B dans M3(R) admet des solutions.

b) D�eterminer la solution r�eduite de cette �equation.

Solution :

Dans tout cet exercice, on confond vecteur de Rp et matrice colonne canon-
iquement associ�ee.

1. a) Soit x 2 Rp , comme Im b � ImA, on voit qu'il existe a 2 Rp tel que
Bx = Aa.
D�ecomposons le vecteur a selon la somme directe orthogonale :

Rp = (KerA)� (KerA)?

sous la forme a = b+ y, il vient Bx = Ay.
De plus, si y1 2 (KerA)? est tel que Bx = Ay1, on voit que le vecteur y� y1

appartient �a l'espace KerA \ (KerA)? et par cons�equent est nul.
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L'existence et l'unicit�e sont donc prouv�ees.

b) La lin�earit�e de X s'obtient en utilisant l'unicit�e du vecteur y = Xx dans
(KerA)? tel que Bx = Ay.

c) Si Xx = 0, il est clair que Bx = AXx = 0. R�eciproquement, si
x 2 KerB, on a Bx = 0 = A0 et par cons�equent Xx = 0 (0 2 (KerA)?). On
a donc KerX = KerB et X v�eri�e bien toutes les conditions demand�ees.

Maintenant, si Y satisfait AY = B, avec KerY = KerB et ImY � (KerA)?,
on voit que pour tout x 2 R

p , on a Xx � Y x 2 (KerA)? \ KerA = f0g. Il
en r�esulte que l'on a X = Y , ce qui prouve l'unicit�e de la solution r�eduite.

2. Lorsque ImB � ImA, on obtient avec la question 1. une solution de
l'�equation AY = B.

R�eciproquement, il est clair que l'existence d'une matrice Y telle que AY = B

entrâ�ne l'inclusion ImB � ImA.

De plus, on remarque qu'il y a une unique solution si et seulement si la
matrice A (i.e. l'endomorphisme canoniquement associ�e) est injective, donc
bijective.

3. a) Soit (e1; e2; e3) la base canonique de R3 . On observe facilement que :

Be1 = A(e1 + e2), Be2 = A(e2 + e3) et Be3 = A(e1 + e3)

D'o�u ImB � ImA et par cons�equent l'�equation propos�ee admet des solutions.
Il y en a plusieurs car la matrice A n'est pas injective.

b) On trouve (KerA)? = Vect(u; v), avec u =

0
@ 0
1
1

1
A et v =

0
@ 1
1
0

1
A.

Il existe donc deux r�eels � et � tels que Xe1 = �u+�v =

0
@ �

�+ �

�

1
A. D'o�u :

Be1 =

0
@ 1
2
2

1
A = AXe1 =

0
@ 0 1 1
1 1 0
1 1 0

1
A
0
@ �

�+ �

�

1
A =

0
@ 2�+ �

�+ 2�
�+ 2�

1
A

Ce qui conduit �a � = 0 et � = 1, d'o�u Xe1 = v =

0
@ 1
1
0

1
A.

Deux syst�emes du même type permettent de trouver Xe2 = u =

0
@ 0
1
1

1
A, puis

Xe3 =
1
3
(u+ v) =

0
@ 1=3
2=3
1=3

1
A. On a donc :
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X =

0
@ 1 0 1=3
1 1 2=3
0 1 1=3

1
A

Exercice 2.16.

1. On rappelle que 8�1 2 R; 8�2 2 R; cos(�1��2) = cos �1 cos �2+sin �1 sin �2.

Soit z1 = �1(cos �1 + i sin �1) et z2 = �2(cos �2 + i sin �2) deux nombres
complexes non nuls.

Trouver une condition n�ecessaire et su�sante portant sur �1 et �2 pour que :

jz1 + z2j = jz1j+ jz2j
G�en�eraliser �a n nombres complexes (n > 3), c'est-�a-dire, si pour tout
k 2 [[1; n]], zk = �k(cos �k + i sin �k), d�eterminer une condition n�ecessaire
et su�sante portant sur �1; �2; : : : ; �n pour que :�� nP

k=1

zk

�� = nP
k=1

jzkj

2. Soit n un entier naturel, n > 2 et A = (ai;j) une matrice carr�ee d'ordre n
�a coe�cients complexes telle que :

8(i; j) 2 [[1;n]]2; ai;j 2 R
�

+

On suppose de plus que 8i 2 [[1; n]];
nP
j=1

ai;j = 1.

a) Montrer que le r�eel 1 est valeur propre de A.

b) Montrer que si � 2 C est valeur propre de A, alors j�j 6 1, et si j�j = 1,
alors � = 1.

3. On suppose la matrice A diagonalisable. Que peut-on dire de la suite
(Ap)p2N ?

Solution :

1. ? On a :
jz1 + z2j = jz1j+ jz2j

() (�1 cos �1+ �2 cos �2)
2+ (�1 sin �1+ �2 sin �2)

2 = (�1 + �2)
2

() �
2
1 + �

2
2 + 2�1�2(cos �1 cos �2 + sin �1 sin �2) = (�1 + �2)

2

() cos(�1 � �2) = 1 (car �10 et �20)

() z1 et z2 ont même argument modulo 2�.

Le r�esultat reste valable si z1 ou z2 est nul, puisqu'alors son argument est
quelconque.

Supposons alors que pour n� 1 nombres complexes, le module de la somme
soit �egal �a la somme des modules si et seulement si ces n � 1 nombres ont
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le même argument modulo 2�, et consid�erons n nombres complexes tels que
l'on ait : �� nP

k=1

zk

�� = nP
k=1

jzkj

Alors :
n�1P
k=1

jzkj+ jznj =
nP

k=1

jzkj =
�� nP
k=1

zk

�� 6 �� n�1P
k=1

zk

��+ jznj

Par cons�equent
n�1P
k=1

jzkj =
�� n�1P
k=1

zk

�� et les n�1 nombres complexes z1; : : : ; zn�1

ont le même argument modulo 2�. On peut donc �ecrire z1 = �1e
i�
; : : : ; zn�1 =

�n�1e
i� et en posant z0 = z1 + � � �+ zn�1 = (�1 + � � �+ �n�1)e

i�, l'hypoth�ese
devient :

jz0 + znj = jz0j+ jznj
et donc zn a même argument que z0. Finalement tous les nombres ont même
argument, ce qui montre que la propri�et�e est encore vraie au rang n.

On conclut par le principe de r�ecurrence.

2. a) Si C est la colonne dont tous les coe�cients valent 1, on a AC = C et
1 est bien valeur propre de A.

b) ? Soit � une valeur propre de A (a priori complexe) et C =

0
@
x1
...
xn

1
A une

colonne propre (donc non nulle) associ�ee. On a :

8 i 2 [[1; n]]; �xi =
nP

j=1

ai;jxj

Soit i tel que jxij = max
j2[[1;n]]

jxj j, comme C0, on a jxij > 0 et :

�xi =
nP

j=1

ai;jxj =) j�j:jxij 6
nP

j=1

ai;j jxj j (les ai;j sont des r�eels positifs)

Ainsi, par le choix de l'indice i :

j�j 6
nP

j=1

ai;j
jxj j
jxij

6
nP

j=1

ai;j = 1

? Si j�j = 1, les in�egalit�es pr�ec�edentes sont des �egalit�es et comme les ai;j sont
strictement positifs : 8 j 2 [[1; n]]; jxj j = jxij et :

nP
j=1

ai;j = j�j =
�� nP
j=1

ai;j
xj

xi

�� = nP
j=1

��ai;j xj
xi

��
Ainsi tous les nombres ai;j

xj

xi
, 1 6 j 6 n ont le même argument, soit celui de

ai;i
xi
xi
, i.e. 0. Ayant le même module et le même argument, tous les xj sont

�egaux et la colonne C est propre pour la valeur propre 1 , soit � = 1.

3. Si A est diagonalisable, il existe P inversible telle que
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P
�1
AP = diag(�1; : : : ; �n) = D.

Alors Ap = PD
p
P
�1 et quitte �a renum�eroter les valeurs propres, on peut

supposer �1 = 1 et 8 k > 1; j�kj < 1 (en e�et A est diagonalisable et le sous-
espace propre associ�e �a 1 est la droite engendr�ee par la colonne dont tous les
coe�cients valent 1).

Par cons�equent la suite (Ap) converge (la convergence s'entendant coe�cient
par coe�cient) et sa limite est la matrice P diag(1; 0; : : : ; 0)P�1 qui est la
matrice d'un projecteur de rang 1.

Exercice 2.17.

Soit E un espace vectoriel r�eel muni d'un produit scalaire not�e h j i. Dans
les questions 1. et 2. on ne suppose pas que E est de dimension �nie.

1. Soit f une application de E dans E. Montrer que les deux propri�et�es
suivantes sont �equivalentes :

(i) : 8(x; y) 2 E
2
; hf(x)jyi = �hxjf(y)i

(ii) : f 2 L(E) et 8x 2 E; hf(x)jxi = 0. (L(E) d�esigne l'ensemble des
endomorphismes de E.)

f est dite antisym�etrique si et seulement si elle v�eri�e (i) ou (ii).

2. Soit f un endomorphisme de E (f 2 L(E)) et f antisym�etrique.

a) Montrer que Ker f est orthogonal �a Im f .

b) On pose s = f � f . Montrer que

� s est sym�etrique (c'est-�a-dire, 8(x; y) 2 E
2
; hs(x)jyi = hxjs(y)i),

� toute valeur propre de s est r�eelle et n�egative ou nulle et Im s � Im f

et Ker s = Ker f .

3. On suppose que E est de dimension �nie et l'on consid�ere une base or-
thonorm�ee B de E. Montrer qu'un endomorphisme f de E est antisym�etrique
si et seulement si la matrice A de f dans la base B v�eri�e t

A = �A.

Solution :

1. ii) =) i). En e�et, 8(x; y) 2 E
2 :

0 = hf(x+ y); x+ yi = hf(x) + f(y); x+ yi
= hf(x); xi + hf(y); yi+ hf(x); yi+ hf(y); xi = hf(x); yi + hf(y); xi

On a donc bien : hf(x); yi = �hf(y); xi.
i) =) ii).

Montrons d�ej�a que f est lin�eaire. Soit (x; y; z) 2 E
3 et � 2 R. On a :

� = hf(�x+ y)� �f(x)� f(y); zi = hf(�x + y); zi � �hf(x); zi � hf(y); zi
et en utilisant la propri�et�e i) :

� = �h�x+ y; f(z)i+ �hx; f(z)i+ hy; f(z)i = h�x+ y� (�x+ y); f(z)i = 0.
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Ainsi, pour tout z, hf(�x + y)� �f(x) � f(y); zi = 0 et donc :

f(�x+ y)� �f(x) � f(y) = 0

Ceci �etant vrai pour tout x; y 2 E et tout scalaire �, f est bien lin�eaire.

On a alors, grâce �a i) : 8x 2 E; hf(x); xi = �hx; f(x)i et donc hf(x); xi = 0.

2 a) Soit x 2 Ker f et z 2 Im f , il existe y 2 E tel que z = f(y) et :

hx; zi = hx; f(y)i = �hf(x); yi = �h0; yi = 0

Ce qui prouve que Ker f est orthogonal �a Im f .

b) � En utilisant deux fois i), pout tout (x; y) 2 E
2 :

hs(x); yi = hf(f(x)); yi = �hf(x); f(yi = +hx; f(f(y))i = hx; s(x)i.
L'endomorphisme s est bien sym�etrique.

� Soit � une valeur propre de s et x un vecteur propre associ�e :

kf(x)k2 = hf(x); f(x)i = �hx; f(f(x))i = �hx; s(x)i = ��hx; xi = ��kxk2,
et donc � 2 R� .

� s = f � f , donc clairement Im s � Im f et Kerf � Ker s.

� Soit x 2 Ker s, alors : 0 = hs(x); xi = �hf(x); f(x)i = �kf(x)k2. Ainsi
f(x) = 0 et x 2 Ker f .

Finalement, on a Ker f = Ker s.

3. Soit A = (ai;j) la matrice de f relativement �a la base orthonorm�ee B.
Pour tout (i; j) 2 [[1; n]]2, on a :

hf(ej); eii = h
nP

k=1

ak;jek; eii = ai;j

? Si f est antisym�etrique, hf(ej); eii = �hej ; f(ei)i, soit ai;j = �aj;i et A est
antisym�etrique.

? Si A est antisym�etrique, pour tout (x; y) 2 E
2, en notant X et Y les

matrices colonnes associ�ees relativement �a la base B :

hf(x); yi = t(AX)Y = t
X(�A)Y = �t

X(AY ) = �hx; f(y)i
et f est bien antisym�etrique.

Exercice 2.18.

On consid�ere la suite de polynômes (Pn)n d�e�nis par P0 = 1, et pour tout

n 2 N, Pn+1 est la primitive de Pn pour laquelle on a

Z 1

�1

Pn+1(t)dt = 0.

1. D�eterminer P1.

2. Soit n 2 N. Montrer que si Pn est une fonction impaire, il en est de même
de Pn+2.

En d�eduire que pour tout n impair di��erent de 1, Pn(1) = 0.
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3. Montrer que pour tout n > 1,Z 1

�1

tPn(t)dt = 2Pn+1(1)

4. On consid�ere sur R[X ] � R[X ], l'application :

� : (P;Q) 7�! �(P;Q) =
1

2

Z 1

�1

P (t)Q(t)dt

V�eri�er qu'il s'agit d'un produit scalaire.

5. Soient m et n deux entiers v�eri�ant m > n > 0. Justi�er les �egalit�es :

�(Pn; Pm) = (�1)n�1
Pm+n(1) et �(Pn; P0) = 0

6. On pose En = VectfP2k; 0 6 2k 6 ng et Fn = VectfP2k+1; 0 6 2k+1 6 ng.
Montrer que En et Fn sont deux sous-espaces suppl�ementaires orthogonaux
de Rn [X ].

Solution :

1. P1 est de la forme P1(t) = t + a et

Z 1

�1

(t + a) dt = 0 () a = 0, donc

P1(t) = t.

2. Remarquons que pour n > 2; Pn(1)� Pn(�1) =
Z 1

�1

Pn�1(t) dt = 0.

Supposons Pn impair, alors Pn+1 (primitive de Pn) est pair et Pn+2 est de la
forme Q+ b, o�u Q est un polynôme impair et b une constante. La nullit�e de
l'int�egrale sur [�1; 1] impose alors b = 0 et Pn+2 est impair. Comme P1 est
impair, on conclut par le principe de r�ecurrence : pour tout n impair, Pn est
impair (et donc si n est pair Pn, qui est une primitive de Pn�1 est pair).

Pour n impair, on a donc Pn(�1) = �Pn(1) et comme on a remarqu�e que
pour n > 2, Pn(�1) = Pn(1), il vient :

n impair > 2 =) Pn(1) = 0

3. Pour n > 1, on a n+ 1 > 2 et en int�egrant par parties :Z 1

�1

tPn(t) dt =
�
tPn+1(t)

�1
�1
�
Z 1

�1

Pn+1(t) dt = Pn+1(1) + Pn+1(�1)

Soit, compte tenu de la remarque faite au d�ebut de la question 2. :Z 1

�1

tPn(t) dt = 2:Pn+1(1)

4. On v�eri�e facilement que � est un produit scalaire (produit scalaire de
r�ef�erence).

5. Int�egrons par parties, en d�erivant Pn en Pn�1 et en int�egrant Pm en Pm+1 :
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Z 1

�1

Pn(t)Pm(t) dt =
h
Pn(t)Pm+1(t)

i1
�1
�
Z 1

�1

Pn�1(t)Pm+1(t) dt

Si n > 2, on a a fortiori m+ 1 > 2 et le crochet de l'int�egration par parties
s'�evanouit, soit :

�(Pn; Pm) = ��(Pn�1; Pm+1)

D'o�u, par r�ecurrence : �(Pn; Pm) = (�1)n�1
�(P1; Pm+n�1), �evidemment

valable pour n = 1.

D'apr�es la question 3. on a donc :

m > n > 1 =) �(Pn; Pm) = (�1)n�1
Pm+n(1).

En�n

2�(Pn; P0) =

Z 1

�1

Pn(t) dt = Pn+1(1)� Pn+1(�1) = 0, puisque n+ 1 > 2.

6. En et Fn sont suppl�ementaires dans Rn [X ] (car la famille (P0; : : : ; Pn) est
�echelonn�ee en degr�es, donc est une base de cet espace). Il reste �a v�eri�er que
pour tout k et tout j, P2k et P2j+1 sont �-orthogonaux. Or :

? d'apr�es 5. �(P0; P2j+1) = 0 ;

? et pour k > 1, d'apr�es 5. et 2., �(P2k ; P2j+1) = (�1)2k�1
P2(k+j)+1(1) = 0.

Ce qui ach�eve la v�eri�cation.

Exercice 2.19.

Si (An)n2N est une suite de matrices deMp;q(R), avec An = (ai;j(n)), on dit
que la suite (An)n2N converge vers la matrice L = (`i;j) 2 Mp;q(R) si, pour
tout couple (i; j) 2 [[1; p]]� [[1; q]], la suite n 7! ai;j(n) converge vers `i;j .

On note alors L = lim
n!1

An.

Soit p 2 N, avec p > 2. On consid�ere la suite (Un)n2N de matrices deMp;1(R)

d�e�nie par Un =

0
B@
�1;n

...
�p;n

1
CA, avec :

U0 =

0
B@
�1;0

...
�p;0

1
CA est donn�ee et pour tout n de N et tout k de [[1; p]] :

�k;n+1 =
1

p� 1

pP
i=1
i 6=k

�i;n

1. a) Pour tout n on pose sn =
pP

k=1

�k;n. Exprimer sn en fonction de s0.

b) Pour tout k 2 [[1; p]], en d�eduire une relation entre �k;n+1 et �k;n.

c) �Etudier la convergence de la suite (Un)n2N.
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2. On note J la matrice de Mp(R) dont tous les termes valent 1 et on pose
A = J � Ip, o�u Ip est la matrice unit�e d'ordre p.

a) Exprimer Un+1 �a l'aide de A et Un.

b) A l'aide des r�esultats de la question 1., d�eterminer An pour tout n de
N.

c) En d�eduire la convergence de la suite (Mn)n2N d�e�nie par :

8n 2 N;Mn =
nP

k=0

1
k!
A
k

ainsi que la limite de cette suite.

Solution :

1. a) Pour tout n de N :

sn+1 =
nP

k=1

�k;n+1 =
1

p� 1

nP
k=1

P
i6=k

�i;n =
p� 1
p� 1

nP
k=1

�k;n = sn

Donc la suite (sn) est constante et 8n 2 N; sn = s0.

b) D'o�u : �k;n+1 =
1

p� 1
(sn � �k;n) =

1
p� 1

(s0 � �k;n).

c) Pour tout k �x�e, la suite n 7! �k;n est donc arithm�etico-g�eom�etrique,

de raison � 1
p� 1

et de point �xes0
p
.

? Si p > 3, la suite (�k;n)n converge vers s0
p
. Ainsi :

lim
n!1

Un =

0
B@
s0=p

...
s0=p

1
CA

? Si p = 2, on a U0 =

�
a

b

�
, U1 =

�
b

a

�
, U2 =

�
a

b

�
, etc. Par cons�equent la

suite (Un)n converge si et seulement si a = b.

2. a) Clairement Un+1 =
1

p� 1
AUn.

b) Par cons�equent 8n 2 N; Un =
� 1
p� 1

�n
A
n
U0.

Or, comme : �k;n � s0
p

=
�
� 1
p� 1

�n
(�k;0 � s0

p
), il vient :

�k;n = 1
p

�
1� (� 1

p� 1
)n]

pP
i=1

�i;0 + (� 1
p� 1

)n�k;0

C'est-�a-dire Un = BnU0, avec Bn = 1
p

�
1� (� 1

p� 1
)n]J + (� 1

p� 1
)nIp.

Ainsi, quel que soit U0, on a
�� 1
p� 1

�n
A
n�Bn

�
U0 = 0, soit An = (p�1)nBn

et �nalement :
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A
n = (�1)nIp + 1

p
[(p� 1)n � (�1)n]J

c) Par cons�equent : Mn =
nP

k=0

(�1)k
k!

Ip +
1
p

nP
k=0

(p� 1)k � (�1)k
k!

J .

Sachant que pour tout x 2 R; lim
n!1

nP
k=0

x
k

k!
= ex, le passage �a la limite est

l�egitime et donne :

lim
n!1

Mn = e�1
Ip +

1
p
[ep�1 � e�1]J

Exercice 2.20.

Soit n 2 N� et E = R2n [X ], l'espace vectoriel r�eel des polynômes de degr�e
au plus 2n, muni de sa base canonique B = (1; X; : : : ; X2n).
Si P 2 E, P 0 d�esigne le polynôme d�eriv�e de P .

On consid�ere � d�e�nie sur E par :

�(P )(X) =
�1
4
�X

2
�
P
0(X) + 2nXP (X)

1. V�eri�er que � d�e�nit un endomorphisme de E.

2. a) Soit � entier relatif tel que �n 6 � 6 n. D�eterminer (�; �) de N2 pour

que le polynôme P (X) =
�
X + 1

2

���
X � 1

2

��
de E v�eri�e �(P ) = �P .

b) En d�eduire les valeurs propres et les polynômes propres de �. L'endomorphisme
� est-il diagonalisable ?

3. D�eterminer la matrice A de � relativement �a la base B.
4. D�eterminer une matrice A

0 dont les valeurs propres sont les nombres
0; 1; : : : ; 2n et dont les coe�cients diagonaux sont tous �egaux.

5. Construire un endomorphisme � de E tel que �(P ) s'exprime en fonction
de P; P 0 et P 00 et admettant 0; 1; 4; 9; : : : ; (2n)2 comme valeurs propres.

Solution :

1. La lin�earit�e de � est claire, et :

? �(1) = 2nX (o�u 1 d�esigne le polynôme constant �egal �a 1) ;

? Pour k 2 [[1; 2n]], �(Xk) = (2n� k)Xk+1 + k

4
X

k�1.

Ainsi :
�(X2n) = n

2
X

2n�1 et pour k 2 [[1; 2n� 1]]; deg�(Xk) = k + 1 6 2n.

Par cons�equent � est bien une application de R2n [X ] vers lui-même et est

donc un endomorphisme de cet espace.

2. a) Soit P =
�
X + 1

2

���
X � 1

2

��
, le calcul donne :

�(P )� �P =
�
� (�+ �)X + 1

2
(� � �) + 2nX � �

�
P
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Ceci est le polynôme nul si et seulement si � + � = 2n et � � � = 2�,
c'est-�a-dire si et seulement si � = n+ � et � = n� �.

Ces deux nombres �etant bien des entiers naturels et leur somme n'exc�edant
pas 2n, on conclut :�

X + 1
2

�n+��
X � 1

2

�n��
est propre pour la valeur propre �

b) On connâ�t donc 2n+ 1 valeurs propres de l'endomorphisme �.

Comme l'espace est de dimension 2n+1, on les connâ�t toutes et chaque sous-
espace propre est de dimension 1, donc engendr�e par le polynôme trouv�e �a
la question pr�ec�edente.

Ainsi l'endomorphisme � est diagonalisable.

3. Les calculs ont �et�e faits en 1. et :

A =

0
BBBBBBBBB@

0 1=4 0 : : : : : : 0

2n 0 2=4
. . .

...

0 2n� 1 0
. . .

. . .
...

...
. . .

. . .
. . .

. . . 0
...

. . .
. . . 0 2n=4

0 : : : : : : 0 1 0

1
CCCCCCCCCA

4. Les valeurs propres de A sont �n;�n + 1; : : : ; n � 1; n, donc les valeurs
propres de A0 = A + nI2n+1 sont 0; 1; : : : ; 2n, et A0 a tous ses coe�cients
diagonaux �egaux.

Ainsi A0 = A+ nI2n+1 convient.

5. A02 a pour valeurs propres 0; 1; 4; : : : ; (2n)2.

Donc l'endomorphisme associ�e �a cette matrice relativement �a la base B
convient.

Cet endomorphisme n'est autre que � = (�+n:id)2 et, tous calculs faits, on
trouve :

�(P ) = (1
4
�X

2)2P 00 + (1
2
� 2X2)((2n� 1)X + n)P 0

+ (n2(2X + 1)2 + 2n(1
4
�X

2))P

Exercice 2.21.

Soit E un R-espace vectoriel de dimension �nie. On note L(E) l'ensemble des
endomorphismes de E et GL(E) le sous-ensemble form�e des endomorphismes
bijectifs.

Un sous-espace F de E est dit stable par GL(E) si, pour tout u 2 GL(E),
u(F ) � F .



38 ESCP-EAP 2002 - Oral

1. Soit x un vecteur non nul de E. Montrer que pour tout vecteur y non nul,
il existe u 2 GL(E) tel que u(x) = y.

2. Montrer que si F est stable par GL(E), alors F = f0g ou F = E.

Solution :

1. Consid�erons deux cas :

� la famille (x; y) est li�ee : il existe alors � 6= 0 tel que y = �x. Par le
th�eor�eme de la base incompl�ete, on construit une base B de E de la forme
(x; e2; : : : ; en). On d�e�nit parfaitement u lin�eaire par :

u(x) = y; u(e2) = e2; u(e3) = e3; : : : ; u(en) = en

La matrice associ�ee �a u dans la base B est la matrice diagonale diag(�; 1; : : : ; 1).
L'endomorphisme u est donc inversible.

� la famille (x; y) est libre : il existe une base B1 de E de la forme
(x; y; e3; : : : ; en). On d�e�nit parfaitement u lin�eaire par :

u(x) = y; u(y) = x; u(e3) = e3; : : : ; u(en) = en

L'endomorphisme u est inversible, puisque l'image par u de la base B1 est
une base de E.

2. Soit F un sous-espace vectoriel de E de dimension k, avec 1 6 k 6 n� 1.
On choisit alors un vecteur y non nul tel que y =2 F et un vecteur x non nul
de F .

Par la question pr�ec�edente il existe un automorphisme u de E tel que u(x) = y

et donc F n'est pas stable par cet automorphisme. Donc F n'est pas stable
par GL(E).

Comme il est clair que f0g et E sont stables par GL(E), on a la conclusion
voulue.

Exercice 2.22.

La lettre K repr�esente R ou C .

On consid�ere un K -espace vectoriel de dimension �nie non nulle E.

Soient f et g deux endomorphismes diagonalisables de E v�eri�ant f�g = g�f .
On note �1; �2; : : : ; �p les valeurs propres (distinctes) de f et F1; F2; : : : ; Fp

les sous-espaces propres de f respectivement associ�es, ainsi que �1; �2; : : : ; �q
les valeurs propres (distinctes) de g et G1; G2; : : : ; Gq les sous-espaces propres
de g respectivement associ�es.

En�n, pour (i; j) 2 f1; 2; : : : ; pg � f1; 2; : : : ; qg, on note Hi;j = Fi \Gj .

1. Pour k 2 f1; 2; : : : ; pg, on d�e�nit le polynôme Lk =
pQ

i=1
i6=k

X � �i
�k � �i

�

1. a) Soit (k; j) 2 f1; 2; : : : ; pg2. Montrer que, quel que soit v 2 Fj :
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Lk(f)(v) =

�
0E si k 6= j,
v si k = j.

b) Soit maintenant U un sous-espace de E stable par f .
Montrer que, pour tout k 2 f1; 2; : : : ; pg, U est stable par Lk(f).

D�eduire des deux r�esultats pr�ec�edents que U �
pL

i=1

(U \ Fi).

Conclure que U =
pL
i=1

(U \ Fi).
Montrer en�n que l'endomorphisme de U induit par f est diagonalisable.

2. Montrer que, quel que soit j 2 f1; 2; : : : ; qg, Gj est stable par f .

3. Montrer que, quel que soit j 2 f1; 2; : : : ; qg, Gj =
pL
i=1

Hi;j .

4. En d�eduire qu'il existe une base de E enti�erement constitu�ee de vecteurs
propres �a la fois de f et de g.

5. Montrer que tout endomorphisme de E appartenant �a Vect(id; f; g; g � f)
est diagonalisable.

Solution :

1. a) Pour tout i 2 f1; 2; : : : ; pg, (f � �iId)(v) = (�j � �i)v. Il s'ensuit
imm�ediatement que :

Lk(f)(v) =
� pY

i=1
i6=k

�j � �i

�k � �i

�
v =

�
0E si k 6= j,
v si k = j.

b) ? Soit k 2 f1; 2; : : : ; pg. Pour tout i 2 f1; 2; : : : ; pg, U est stable par
l'endomorphisme f � �iId. Ainsi U est stable par toute compos�ee de ces
endomorphismes et donc par Lk(f).

? Remarquons d'abord que, comme la somme F1 + F2 + � � � + Fp est une
somme directe, et comme pour tout i 2 f1; 2; : : : ; pg, U \ Fi � Fi, la somme

(U \ F1) + (U \ F2) + � � �+ (U \ Fp)
est �egalement directe.

Soit x un �el�ement de U . Comme f est diagonalisable,
pL

i=1

Fi = E, et il existe

donc (u1; u2; : : : ; up) 2 F1 � F2 � � � � � Fp tel que x = u1 + u2 + � � �+ up.

Pour chaque j 2 f1; 2; : : : ; pg, Lj(f)(x) = Lj(f)(uj) = uj , et donc uj 2 U .

On en conclut que x 2
pL

i=1

(U \ Fi), donc que U �
pL

i=1

(U \ Fi).

D'autre part, il est �evident que pour tout i 2 f1; 2; : : : ; pg, U \ Fi � U , donc

que
pL
i=1

(U \ Fi) � U .



40 ESCP-EAP 2002 - Oral

Finalement, on a obtenu :
pL

i=1

(U \ Fi) = U .

? Notons ' l'endomorphisme de U induit par f . Comme
pL

i=1

(U \ Fi) = U ,

U est �egal �a la somme directe de sous-espaces propres de ' ; ainsi ' est
diagonalisable.

2. Soit j 2 f1; 2; : : : ; qg. Pour tout x 2 Gj ,

g(f(x)) = f(g(x)) = f(�jx) = �jf(x).

Par cons�equent f(x) 2 Gj , ce qui signi�e que Gj est stable par f .

3. Soit j 2 f1; 2; : : : ; qg. Comme Gj est stable par f , on peut �ecrire grâce �a
la premi�ere question que :

Gj =
pL

i=1

(Gj \ Fi) =
pL
i=1

Hi;j .

4. La somme de (Gj)j �etant directe et �egale �a E, on montre facilement qu'il
en est de même pour la somme de (Hi;j)i;j . En concat�enant des bases de
tous ceux des Hi;j qui ne sont pas r�eduits �a f0g, on obtient une base B de E
constitu�ee de vecteurs propres de f et g.

5. Il existe une base de E form�ee de vecteurs propres de f et g, donc �egalement
de f � g et bien entendu de id ; ainsi si h 2 Vect(id; f; g; g � f), tout vecteur
de cette base est un vecteur propre de h.


