1
ANALYSE

Exercice 1.1.
+o0 .
1. Montrer que, pour tout x € R, l'intégrale / et cos(2zt) dt converge.
—0o0
On note f(z) sa valeur.
+0o0 R
Montrer de méme que, pour tout z € R, l'intégrale / te™t sin(2xt) dt
converge. >
+o0 5
Montrer enfin que l'intégrale / t2 et dt converge et préciser sa valeur.
—00

2. Soit (x,h) € R2. Montrer que, pour tout ¢t € R :
| cos(2(x + h)t) — cos(2wt) + 2ht sin(2xt) | < 2R%2.

En déduire que :
+o0

|f(z+h) - +2h/ e~ sin(2xt) dt| < 2h2/ t2 et dt.

— 00

3. Montrer que la fonction f est dérivable sur R et que, pour tout z € R :
—+o0
fl(z) = —2/ te~t sin(2wt) dt.
—0o0

4. Au moyen d’une intégration par parties, montrer que, pour tout x € R :
f'(z) = =2xf(z).

En déduire que la fonction z e””zf (z) est constante sur R et calculer la

valeur de cette constante (on recherchera pour cela la valeur de f en 0).

En conclusion, quelle est, pour tout z € R, la valeur de f(z)?
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+o0 5 +oo R
5. Soit x € R. Montrer que les intégrales/ e sin(2zt) dt, / e ' cos?(xt) dt

— 00 — 00

+o0
et / e t” sin?(2t) dt convergent et calculer leurs valeurs respectives.

— 00

Solution :

1. Soit x réel. Pour tout ¢ réel, on a :
0< |e=t cos(2ut)| < et
+0o0o R
Comme l’intégrale / e~ dt converge [considérer une variable suivant
— 00

+o0
la loi normale N(0,1/v/2)], l'intégrale / et cos(2xt) dt est absolument

o0
convergente, donc convergente. On peut ajouter que pour tout x réel :
|f(@)] < V7.

De méme, pour tout ¢ positif, 0 < |te * sin(2xt)| < te t* et lintégrale

+o0
/ te~t dt converge (son calcul est méme banal). Il s’ensuit que l'intégrale
0

+o0 0
/ tet’ sin(2zt) dt converge (absolument) et que l'intégrale / te sin(2zt) dt
0 —00
converge vers la méme valeur, puisque son intégrande est paire.
+00

On conclut que l'intégrale / te™t sin(2xt) dt converge.

o0

+oo_ 5 +oo R
/ te™t sin(2xt) dt‘ < 2/ te™ dt = 1.
0

— 00

On peut ajouter que

2. Soit (z,h) € R2. Appliquons I'inégalité de Taylor—Lagrange a la fonction
cosinus a l'ordre 2 sur lintervalle d’extrémités 2zt, 2(z +h)t. On obtient pour
tout ¢ réel :

| cos(2(x + h)t) — cos(2wt) + 2ht sin(2wt)| < 2h%t2
Comme les intégrales en jeu sont toutes absolument convergentes, on en
déduit immédiatement que :

|f(a:+h)—f(:r)+2h/

— 00

+0o0 R +0o0 .
tet sin(2wt) dt| < 2h2/ t2e tdt

— 00
3. 1l suffit de diviser par h, puis de faire tendre h vers 0 pour obtenir que f
est dérivable sur R et que pour tout z € R,

fl(z) = —2/+Ootet2 sin(2xt) dt.

— 00

4. Remarquons que pour des raisons de parité, pour tout z réel :

f(z) = 2/0+ooe_t2 cos(2xt) dt, f'(xz)= —4/0+oote_t2 sin(2xt) dt
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Soit x réel. Pour tout u € RT, les conditions d’application du théoréme
d’intégration par parties sont réunies. Aussi :

w w u
2/ —2te™"" sin(2xt) dt = [Qe_tz sin(2mt)} - 43:/ et cos(2xt) dt
0 0 0

En faisant tendre w vers l'infini, il vient, pour tout z réel, f'(z) = —2xf(z)
ou e®’ (f'(z) +2zf(x)) =0.

La fonction z — em2f(a:) est constante sur R.
+oo
Sa valeur est f(0) = / e dt = 7.

— 00

Ainsi, pour tout z réel : f(z) = /m.e™%

5. Soit x réel.
+o00

e l'intégrale / e t’ sin(2zt) dt, converge absolument et est nulle puisque
— 00
son intégrande est impaire.
+o0 5
e lintégrale / e~ cos?(xt) dt converge d’apres les résultats précédents

— 00
puisque pour tout ¢ réel cos?(zt) = % (1 + cos(2zt)) et elle vaut :

+o0
l/, et dt+1f(a) = Y1+ )

2 2
+oo
e lintégrale / e~t"sin®(xt) dt converge d’apres les résultats précédents
—0o0

et vaut

+oo
/ e (1 = cos?(xt)) dt = 4(1 —e ™),

— 00

Exercice 1.2.
n
On considere la suite (u,,) définie par ug > 0 et Vn > 0,upt1 = & Y. ug.
\l k=0

1. Exprimer u,; en fonction de wu,,.

2. Montrer que la suite (u,) est croissante et déterminer sa limite.

1

3. Montrer que u ~ U, etu —Upy ~ 5.
q n+1 (+oo) n n+1 n (+oo) 3un

Quelle est la nature de la série de terme général v,, = ul ?
n

4. Ecrire une fonction Pascal de deux variables n et a permettant de calculer
u, lorsque ug = a.
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Solution :

n n—1
1.Onaud, | = Y ur = Y up+up = ud+uy. Parsuite, puisque I'extraction
k=0 k=0

d’une racine cubique a un sens sur R :
— 3
Upt1 = Vud + up

2. On montre par une récurrence immédiate que pour tout n, u, > 0. Cela
entraine que pour tout n, v, > u?, donc que upi1 > uy.

Par conséquent, la suite (un)n>0 €st croissante.

Supposons qu’elle soit majorée; dans ce cas, elle converge vers une limite £
vérifiant par continuité ¢3 = ¢3 + ¢, soit £ = 0, ce qui est impossible. La suite
(un)n>o0 n’est donc pas majorée et, étant croissante, elle tend vers +oo.

u 1 1 .
3.*0113,:n——’_:31—|——2 ~ 1, i€ Upp1 ~ Up.
Un Uy, (+00)

* De plus, comme au voisinage de 0 : (14 u)'/3 =1+ %u + o(u) :

u —Up = U 3l-i—i—l n ><L—L
ntt noon uZ (+00) SU%_Bun

1 o 3(Unt1 — Up)-
n

* Ainsi :

N
Or par télescopage : > 3(upt1 — un) = 3(unt1 — up) o oo Par
— —00

n=0
application de la regle d’équivalence pour les séries & termes positifs ou nuls,

la divergence de la série de terme général ul en résulte.
n

4. Voici une fonction parmi d’autres possibles
function u(n :integer ; a :real) :real
var v :real ;

Begin

v i=a;

for k :=1 to n do v :=exp(1/3*v*(v*v+l)) ;

Exercice 1.3.

—+o0
Soit f : D—>/ et /2t

1. a) Montrer que f est de classe C! sur R.
b) Rappeler les valeurs de f(0) et de lim f(z).
r—r—00

2. a) Montrer que : Vz > 0,zf(z) < e /2.
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+oo
b) Montrer que l'intégrale I = f(x) dx converge et la calculer.
0

b
3. a) On pose I(a,b) = / e?t(1=qy,. Calculer I(a,b) en fonction de f, a et
a

b.
+00
b) En déduire la convergence et la valeur de / e2u(l=u) gy,
1/2

“+oo
4. On pose, pour z réel, g(z) = / e2ul=u) gy,

Montrer que l'intégrale J = / x)dx converge et la calculer.

Solution :

+oo z "
R e e e
0 0 0

Sous cette forme, il est clair que f est de classe C*° sur R et :
VzeR, f(z) = —e /2

b) f(0) = —V227T et lim f(z) =+v2rm (cf laloi normale centrée réduite).
r—r—00
a)Pourz>0:

oo 2 oo 2 2
zf(z) :/ z.et/2dt </ te U /2dt = e~ /2

PourA>0
A A 72/2(1
dr = — "z)de = Af(A ez T
/f v = [2f(@)] /Ozrf(w)w f<>+/0xe

Ainsi : / fla)de = Af(A) —e /2 4+1.0r 0 < Af(A) < e=**/2 et donc,
0
par passage a la limite :

I convergeet I =1.

a) On a 2u(l —u) = % - %(QU, —1)2; on effectue alors le changement de
variable 2u — 1 =t et :

I(a,b) = f o e~t/2dt = \é_[f(Qa—l) f(2b—1)]

2a—1

@

+o00
b) Ici, a = L et on fait tendre b vers +oo : e2u(l-u) gy = V2
2 " 1

4. On ag(z) = @f@x—l) et pourA>%
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A A 24-1
[ s =Y [ fes-na= Y[ fw
1/2 1/2 0

et, par passage a la limite :

=

J converge et J =

Exercice 1.4.

1. a) Déterminer I’ensemble I des réels = pour lesquels la série Y (—1)kz*

k>0
converge.
(oo}
b) Pour tout x € I, calculer Y (—1)kzk.
k=0
(oo}
¢) Pour tout n € Net z € I, on pose : Ry(z) = 5. (—1)kz*.
k=n+1
Calculer R, (z) et montrer que la série ), R,(z) converge.
n>0

o0
Calculer la somme ) R,(x).

n=0

2. Soit (un) une suite réelle positive telle que la série > u,, converge.
n>1

o0
Pour tout n € N, on note R, = > uy.
k=n+1

n n
a) Soit n € N fixé. Calculer > Ry — > kuy, en fonction de n et R,.
k=0 k=1
b) Montrer que si la série Y, R, converge, alors la série > nu, converge.
n>0 n>0

3. a) On suppose que la série > nu, converge. Que vaut lim (n+1)R, ?
n>0 n—+00

b) En déduire que les séries > R, et ) nu, sont de méme nature et
n>0 n>0
qu’en cas de convergence, elles ont la méme somme.
3. Application. Dans cette question u,(z) = 1.

nz

a) Pour quelles valeurs de z la série Y u,(z) est-elle convergente ?
n2>0

L etvneNR,(z)= 3 -

x) T
1n k=n+1 k

18

On note alors : ((z) =

Pour quelles valeurs de z la série Y R,(z) est-elle convergente ? Exprimer
n>0
sa somme en fonction de ((z — 1).

Solution :
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1. a) La série proposée est une série géométrique de raison —z, qui converge
si et seulement si |z| < 1.

b) Dans ce cas :
C\kLE 1

c) La série définissant R, (x) est une série géométrique de raison —ux,
commencant par (—1)"TtgntL,
Donc, pour tout |z| < 1, il vient :
(_1)n+1mn+1

Ru(z) = 1+2

Pour les mémes raisons que précédemment, la série de terme général R, (z)
est convergente pour tout x tel que |z] < 1 et :

= _ 1 = +1,.n+1 _ -
Ry(x) = o ) = —
ngo n( ) 1 +z ngo( ) (1 + 1’)2

0 k
a) Notons S = > w,,. Ainsi, pour tout £k > 1,R;, =S — > u;. Donc :
n=1 j=1
n n k n k
SR=Y (S-Yuw)=0+1)5-3 Yu
k=0 j=1 j

k=0

— i+ )= Y uy =4+ DS - X (n+1-

J=1k=j Jj=1
n n
E R,=(n+1)S—(n+1 Zlu]—k leuj
(n+1)Rp+ 3 juj
j=1

b) Comme pour tout n € N, u,, > 0, la suite (R,,) est décroissante et tend

vers 0 car la série ) uy, converge.
n

Supposons que la série Y R,, converge. Pour tout € > 0, il existe N € N tel
"on
que, pour tout n > N : Y Ry < %
k=n
Donc, par décroissance :
2n
Vn >N, |nRe| <| 3 Ri| < §
k=n
ce qui signifie que lim 2nR,,, = 0. Enfin :
n—+oo
(2n + 1)R2n+1 S 2nR2n + R2n+1 — 11+m (2n + 1)R2n+1 =0
n-+0o

Ainsi la suite (nR,,) tend vers 0, ce qui entraine que la série Ejuj converge.
j

a) Si la série ) nu, converge, alors :
n
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) )
m+ DR, =n+1) 3> u; < X juy
j=n+1 j=n+1

cette derniere expression tendant vers 0 lorsque n tend vers ’infini.
b) On déduit des deux derniéres questions que les séries Y R, et Y, nu,
n>0 n>0
sont de méme nature et qu’en cas de convergence, elles ont la méme somme.

4. a) La série de terme général u,(z) est une série de Riemann qui converge
si et seulement si z > 1.
b) Par la question 3, la série ). R, converge si et seulement si la série
n>0
> nup(x) converge, donc si et seulement si x > 2.
n2>0
Enfin,dans ce cas, sa somme vaut évidemment ((z — 1).

Exercice 1.5.

Soit (un)n>1 une suite telle que pour tout n > 1,u, €]—-1,1][.
n
Pour tout n > 1, on note p, = [] (1 + ug)-
k=1

1. a) On suppose dans cette question que u,, = % La suite (p,) a-t-elle une
limite ?
b) On suppose maintenant que, pour tout n > 1, u, € [0, 1[. Montrer que
la suite (p,,) admet une limite finie si et seulement si la série Y wu,, converge.
n>1

c) Application. Déterminer la limite de la suite (p,) lorsque w, =
n(n + 2)

2. a) On suppose dans cette question que u; = 0 et u,, = —% pour n > 2.
La suite (p,,) a-t-elle une limite 7

b) On suppose maintenant que u,, € |—1,0[, pour tout n > 1. Que peut-on
dire de la suite (p,,) si la série )" wu,, diverge?
n>1
¢) Montrer que la suite (p,) admet une limite A > 0 si et seulement si la
série ) wu, converge.
n>1
d) Application. Déterminer la limite de la suite (p,) lorsque 'on a uy =0

et u, = — , pour n > 2.

n(n+ 1)
3. On suppose maintenant que u, est de signe quelconque et que la série

> wy, est absolument convergente. Que peut-on conclure sur la suite (p,) ?
n>1

Solution :
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a) On a pour tout k,1 4+ uy, = % Donc par télescopage :
n
pn:kljl—k_li;l =n+1

La suite (pp), tend vers linfini.

b) On sait que pour tout k,1 + ug > 1. Aussi p, > 1 et :

In(p,) = k§1 In(1 + uy,)

Ainsi la suite (p,, ), admet une limite si et seulement si la suite (Inp,, ), admet
une limite c’est-a-dire si et seulement si la série Y In(1 + uy,) converge.
k

e si u, ne tend pas vers 0, alors In(1 + u,,) ne tend pas vers 0, et la série
> In(1 + uy) diverge grossierement.
k

e si lim w, =0, alors In(1 + u,) ~ u, et, par la regle d’équivalence pour
n— 00

les séries & termes positifs, la suite (p,), admet une limite si et seulement si

la série > u, converge.
n

_ 1
n(n+2)
suite (pn)n admet une hmlte Or, en revenant aux sommes partielles, on a :

lnpN_Zl [ nn++12 }
N N
:221n(n+1)—Zln(n)—Zln(n+2)

N+1 N+2

N+1
—QZlnn—Zln nz:;ln(n):ln2+ln <N—+2>

Donc lim pN—2.
N —+o00

c) Comme la série Z converge (regle de Riemann), on sait que la

a) Comme dans la question précédente pour tout k,1 + uy = % Donc

Dn = H—k;]':l — 0.
k=2

N n—oo

b) On sait que pour tout k,1 + ug > 0. Aussi
n
In(pp) = > In(1 + uy,)
k=1

Ainsi la suite (p;, ), admet une limite si et seulement si la suite (Inp,, ), admet
une limite c’est-a-dire si et seulement si la série Y In(1 + uy,) converge.
k

On suppose que la série Y u,, diverge.
n
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e si u, ne tend pas vers 0, alors In(1 + u,) non plus et la série & termes
négatifs > In(1 + ug) diverge vers —oo, donc lim p, =0,
k n—o00

e si lim u, = 0, alors In(1 + u,) ~ uy,, et la série & termes négatifs
n—oo

> In(1 + uy) diverge vers —oo, donc lim p,, = 0.
k n—00

¢) On vient de voir que si la série Zun diverge, alors la suite (py), ne

n
tend pas vers une limite A > 0.

Réciproquement si lim p, = A > 0, alors lim Inp, = In\. Ceci entraine
n—o00 n—oo

que la série Y In(1 + u,,) converge et donc que lim In(l + u,) = 0. Ainsi
n n—o0
on a lim u, =0 et donc In(1 + up) ~ uy,, ce qui entraine que la série > uy,
n—o0 n

converge.
_mn=1Dn+2) ,. ..
d) Onal+un——n(n+1) . Ainsi :
[T¢=1 [k +2)
_ k=2 =2 _ 1 n+2
Pn = “n*3

k
eI+ D
k=2 k=2
dont la limite est 1/3.

3. Silasérie Y |u,| converge, son terme général tend vers 0. Un développement
limité & ’ordre 2 donne :
2
In(1+ uy,) = uy, — %ﬂ + o(u?)

et comme lim w, =0, on a, a partir d’'un certain rang, v
n—oo

Ainsi la série Y In(1+wu,) converge, ce qui entraine la convergence de la suite

(pn)n-

Exercice 1.6.

Soit @ un réel positif ou nul. Pour € R, on pose P,(z) = 2® + ax — 1.
1. Montrer que ce polynéme admet une unique racine réelle u(a).

On note u I’application définie sur RT qui & tout réel a associe u(a).

2. Montrer que u(R") C RT*.
3. Montrer que I’application u est strictement décroissante sur R*.

().

5. Déterminer ’application réciproque de u.

4. Calculer u(0), puis agr+noo u
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6. Montrer que u est continue sur RT .

7. Montrer que u est dérivable sur R™. Montrer qu’elle est également
dérivable & droite en 0. Calculer pour tout a € RT*, u'(a), ainsi que la valeur
de la dérivée a droite en 0.

8. Esquisser l'allure de la courbe représentant wu.

Solution :

1. La fonction x — P,(z) est dérivable sur R et P!(x) = 3z +a. Pour tout a,
la fonction P, est strictement croissante sur R. Comme P,(z) = —o0

et P,(z) = 400, P, réalise une bijection de R sur lui-méme ; 0 a donc

lim
T—>—00
lim
T—-+00

un unique antécédent que l’on note u(a).
2. Comme P, est une fonction strictement croissante et que P,(0) = —1, on
a u(a) > 0, donc u est & valeurs dans R**.
3.50it 0<a<b.0Ona:
P.(u(b)) = u(b)?® + au(b) — 1 = u(b)® + bu(b) — 1 + (a — b)u(b)

= (a — b)u(db) < 0.
Or, P, est une fonction strictement croissante : on a donc u(b) < u(a) et u
est strictement décroissante.
4. u(0) est la racine positive de I’équation Py(z) = 3 —1 = 0 donc u(0) = 1.
Par ailleurs au(a) = 1 — u(a)® < 1; donc 0 < u(a) < %, ce qui entraine :

lim wu(a) =0.
a—+00

5. On sait que u(a) # 0 (on a méme u(a) > 1). La relation définissant u(a)
permet, donc d’écrire :
1 —u(a)?

u(a)

a =
1—¢
.

6. La fonction u~" est clairement continue sur [1, +oo[, donc u est continue
sur R, la continuité en 0 s’entendant & droite.

Ainsi I'application réciproque de u sur [1,+oo[ est u=! : ¢

1

7. La fonction u~"! est dérivable sur [1,4+o0] et :
3
(@™)(t) =~ 2t = —1E2E,
Cette dérivée n’étant jamais nulle, u est dérivable sur R (la dérivée en 0
s’entendant & droite) et :

Lo 1 ___ ufa)
Va>0,u'(a) = (w ) (u(@) 1+ 2ua)?®

2
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et comme u(a)® = 1 — au(a), il vient :

2
Va>0,u'(a) = __ula)”
3 — 2au(a)

En particulier la dérivée en 0 & droite de u vaut : u'(0) = —%.

8. L’allure de la courbe représentant u se déduit par symétrie par rapport a
la, premiere bissectrice de celle de 4~ dont le tracé est élémentaire.

Exercice 1.7.
—t

1+nt

+oo
1. Montrer que pour tout n € N, l'intégrale / dt est convergente.
0

Pour tout n € N*, on note I,, cette intégrale.
1 e—u
2. a) Soit J,, = /1 Tdu. Montrer que J,, est équivalent & In(n) lorsque n
n
tend vers I’infini. /
b) En déduire une constante C telle que I, soit équivalent & C'In(n) pour
n tendant vers linfini.

3. a) Déterminer les valeurs de l’entier naturel n pour lesquelles la série de
—k
n.e

1+ nk

terme général (k décrivant N) est convergente. On note alors S(n) sa

somme.
b) Montrer que pour tout n € N* ona 0 < S(n) —n < I.

c¢) En déduire une constante D telle que S(n) soit équivalent & nD lorsque
n tend vers linfini.

Solution :

1. La fonction 3 intégrer est continue sur R", positive et négligeable devant
t% au voisinage de +o0o. La regle de Riemann prouve donc la convergence de

cette intégrale.

1 T . 1 7u
2.a)1n(n)—Jn:/ d_u_/ e du:/ 1—et
1/n ¥ 1/n U i/n Y

—u —u
1Te lTe est positive et bornée sur

Comme lim =1, la fonction u +—

u—0
[0,1]; si on note M un majorant de cette fonction, on a donc :

VneN ., 0<In(n)—J, <M
En particulier J, ~ In(n).
(c0)

+o00 e—t +o0 y
b) I, = / ——dt = el/"/ € _ dy (on a effectué le changement de
o 5+t 1/n

variable y =t + %)
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teo o~y by teo —y
Soit : I,, ~ / € — y:/ e—dy+/ € —dy ~ In(n). Donc
(n—=00) Jim Y 1/n Y 1 Yy (n—00)
C=1.

K
3.a)Ona:0< lnf < n.e~*. La série majorante est une série géométrique

. _ v v - ,
de raison e~!, donc convergente et la convergence de la série proposée s’en

déduit, pour toute valeur de n € N.
—t
. € Lo N
b) La fonction ¢ — T est décroissante sur RT, d’ot :

n

k+1 et ek k et
Vi > 1,/ dt < < / —dt
T A ) N S
En sommant, pour k variant de 1 & l'infini et en ajoutant le terme d’indice
k = 0, on obtient :

0<Sn)—n<,

S(n)

c¢) Il résulte du b) que lim —~* =1, i.e. S(n) n
n—oo N

)

Exercice 1.8.
mn

—dz.
Vvi—z ‘

Montrer que cette intégrale est convergente. Calculer I et I;.

1
1. Pour n € N, on pose I, :/
0

Etudier la monotonie de la suite (I,,). En déduire sa convergence.

2. a) Montrer que (2n + 1)I,, = 2nl,_; pour tout n € N*.
b) En déduire la nature de la série de terme général v,, = In(Z,,) —In(I,,—1),
puis la limite de la suite (Iy,).
3. Pour n € N, on pose J, = v/nl, et K, = v/n+ 11I,,.
Montrer que les suites (J,) et (K,) sont adjacentes.
T . . . s (67
En déduire 'existence d’un réel «a strictement positif tel que I, ~ — au

N

voisinage de 4o0.
4. a) A l'aide de la relation de récurrence de la question 2. a), trouver une
expression de I, utilisant C5,.

b) On admettra la formule de Stirling : au voisinage de +oo, n! ~
ne "/ 2mn.

Déterminer .

Solution :

1. % La fonction & intégrer est continue sur [0,1[ et équivalente en 1 &

W ; la regle de Riemann montre que l'intégrale converge.
—x
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— dx J1=
IO— Om I: 2v/1 X

I = 71_(1_“5)@;_10—/ \/mdx_2+3[(1—x)3/2];:§.

x Enfin, Vz € [0,1],Vn € N,0 < 2" < 2" donne 0 < I,,41 < I,,.
La suite (I,) est décroissante et minorée par 0, donc est convergente.

a) En intégrant par parties, pour n > 1 :

1 " 1
1—x)
I, 2v1 —x +2n/ “'V1—zdr=2n e (1-2) dx,

= [a"(~ )] o o T V/l-z
soit : I,, = 2n(I,—1 — I,,) et donc :

VneN, (2n+1)L, =2nl, 4
_ Iy y_ _ 1y o _1
b) v, =1In (In—l) =—-In(1+ Qn) oy "I

La série de terme général v,, est une série a termes tous négatifs. Son terme
général est équivalent a celui d’une série divergente : Y v,, diverge et on peut
meéme dire que ses sommes partielles tendent vers —oo.

Par télescopage : lim In (5.—2) = lim_ k§1 ve = —00 et lim In(l,) = —oo,
soit :
lim I, =0
n—o0
3. Pourn > 2:
o In — v/ n_ 5 (en élevant au carré) : (J,) croit.

T Vn—12n+1

K, _vn+1 2n . N L
L - i Xoma T < 1 (encore en élevant au carré) : (K,) décroit.

T,
*Kn_ln vn+1-— Zn —n  _ 5
( " \/ﬁ) \/n+1+\/7_1n~>oo

Les suites (J,,) et (K,) sont bien adjacentes, donc sont convergentes de méme
limite notée o et on a a > J; > 0.

Ainsi \/nI, —a et: I, i
2(n —1) 2

- _2n ceex2
4.a)[n—2n+1x o =1 * ><3]0

2(2".n!)? 92n+1
(2n + 1)! - @2n+1)C,

| 2n ,,—2n /
b) On a C;Ln _ (2’[],) ~ (2”)2 672 d7n — 22nL, ol
nn! (oo n“"e “"2mn V™
2y/mn /1 S
In~ 53 1 T d’ott a = /7.

Exercice 1.9.

Soit a un réel strictement supérieur a 1.
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oo dt
1. Montrer que l'intégrale / ——— converge pour tout n € N*.
o (L+t)n
teo e
0] 1 = —_—.
n pose alors u, (@) /0 Aty

2. Montrer, a 'aide d’une intégration par parties, que pour tout entier naturel
n non nul, on a :

tn(@) = an(n(0) = tnt1 ()
Donner alors une expression de u,(a) en fonction de uq(a).
3. a) Etudier la monotonie de la suite (u,(a)). En déduire sa convergence.

b) En partageant l'intervalle d’intégration [0, 4o0o[ en trois intervalles, a
Paide des points b et 1, démontrer que, pour tout réel b de ]0,1[, on a :

1 n 1
1+ na-1

c¢) Donner alors la valeur de la limite de la suite (u,(a)).

un(a) < b+

1
4. On pose, pour tout entier n non nul : w,(a) = In(u,(a)) + M
a

a) Démontrer que la série de terme général (w,+1(a) — wy,(a)) est conver-
gente (utiliser la formule de la question 2 puis un développement limité).

b) En déduire Pexistence d’un réel K () tel que un(a) soit équivalent &
K(a
(1 ), lorsque n tend vers 'infini.
ne

Solution :

1. La fonction & intégrer est continue et positive sur RT et équivalente au

voisinage de l'infini a % Comme ¢ > letn > 1, onaan > 1etla

convergence de l'intégrale résulte de la regle de Riemann.

2. En intégrant par parties, directement avec la borne +oo, puisque cela
n’introduit pas d’ambiguté :

+o0 +oo
1 ant®”! 1t / e
— = dt = [ —t 7] — __—dt
/0 T+ )" eyl TS Trey

+o0 a
Soit : un(a) = om/o W dt = an(uy(a) — upt1(a))

c’est-a-dire :
Vn>1upp(a) = L_1un(oz)

an
et, par récurrence :

n—1

T (e(n k) ~1)

Vn > 1un(a) =

an~t(n —1)! w(@)
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1 c_ 1
(1+ta)n+1 = (1+ta)n

3.a)Vt > 0,14+t* > 1, donc pour tout n de N* :

et en intégrant :
tunt1(@) < un()
La suite (uy,(a)), est décroissante et minorée par 0, donc est convergente.

b
b) x Clairement / _dt <y
o (1

+ ta)n ~
L 1
* De méme | —%—— < (1-b)———
* Enfin, sur [1, 4+00], 1 <Ll gon:

+
/ Todt 1 e _ 1
v (4t T L1 —an)t an —1
D’ou le résultat par application de la relation de Chasles.
c) b étant fixé, par prolongement des inégalités a la limite, on obtient :

0< lim up(a) <b
n—o0

et ceci étant valable pour tout b €]0,1[ : lim up(a) = 0.
n—o0

4.a) Pour n > 1, wpq1 (@) —wp(a) =1n (%) + éln (1+ %)
n
Unt1(@) _ g _ 1 unpr(@)y _ _ 1 _ _1 2y ot -
Or Sy = ! :éh“nmy—lnlmw+“””“'
1y_1_ 1 -2
1n(1+n) =T 52 +o(n=?)
Donc wy11(a) — wy(a) = —#(é - é) + o(n™?) et la régle de Riemann

donne la convergence de la série de terme général wy41(a) — wy (), c’est-a-
dire, par télescopage, de la suite wy ().

b) En notant T'(a) = lim w,(«a), on a donc :
n—o0
Inu,(a) + élnn =T(a)+0(1), i.e. :

un(e) = _nll/a eT(@)+o(1) _nll/a e’ donc K(a) = e

Exercice 1.10.

Soit (@n)n>o0 une suite de réels. On lui associe la suite (A4,),>0 définie, pour

tout n > 0, par : n
An = Z ag

k=0
Pour tout = réel tel que les séries suivantes convergent, on pose

+o00 n 400 n
— z — T
a@) = ¥ anlp, Al) = 3 AL

1. Dans cette question, on suppose que pour tout n > 0,a, = (—1)".
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a) Déterminer le domaine de définition des fonctions a et A.
m e “A(z).

b) Déterminer, si elle existe, li
r—+00

400
c) Montrer que l'intégrale / e "a(z)dz converge et déterminer sa valeur.
0

2. Soit & un réel non nul. On pose dans cette question, pour tout n > 0, a,, =

a™.

a) Déterminer le domaine de définition des fonctions a et A.

b) Déterminer, suivant les valeurs de «, ’existence de lirf e T A(x).
T—>+00

+o0
c¢) Pour quelles valeurs de «, 'intégrale / e "a(x)dx converge-t-elle ?
0

Déterminer alors sa valeur.

3. On suppose dans cette question que la série ) a,, est convergente. On note
+oo

A= Z ag.
k=0

a) Soit (c¢,) une suite de réels tels que lim ¢, = 0. Montrer que
n—+o0o

i —z T "

Jim et (L ent) =0

b) En utilisant le reste de la série convergente »_ a,, montrer que
n

lim e ®A(z) existe et la calculer.
T—+00

Solution :

1. a) On a immédiatement :

+oo n +o0 | 2n x —z
_ _1\ndL_ _ =z _ Xz _ e +e
@) = 3 ("L =er Aw) = © A =
Ces deux fonctions sont définies pour tout x réel.
. - . . _1
b) Il est immédiat que mgrfooe Ax) = 5
+o0 +oo 1
c)Ona: / e Ta(z)dr = / e 2dr = ~.
0 0 2
+o0o n
2.a)Ona:a(z)= Y M:eo‘””.
n=0 n!

Cette fonction est définie pour tout z réel. De plus :

A = iakzl—an-’_l
s l-a

et :

+o0 n
A(gy): lia 20(1_05”+1)%: lia(ez_aeaz)
n= .
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Cette fonction est définie pour tout x réel.

b) On a :
- 1 -1
TA(z) = —2 (1 — qele—De
e~ A(x) = -1 (1~ ael@=D7)
et lim e ®A(x) existe si et seulement si a < 1. Sa valeur est alors
T—+00 1—a

+o0
¢) On a e %a(z) = el®=1% et I'intégrale / e “a(z)dzr converge si et
0

seulement si a < 1.
Dans ce cas, sa valeur est %
-«

3. a) Soit € > 0. Il existe N tel que sin > N, alors |¢,| < e. Ecrivons

n

+oo n N n “+o0o
e_’”(chm—l):e_“(chm—,)+e_m( > i)
n=0 n: n=0 n:

"l
n=N+1 .
On a: . N
o0 o0
e (X cnm—T) <ee ®( X m—T:) <e
n=N+1 n: n=N-+1 n:
et

N "
. —z "y _
IETOO ¢ ( ngo Cn n' ) 0

puisque le second terme de ce produit est un polynéme.
b) On écrit A, = A — R,, avec lim R, = 0. On a alors :

T—+00
+oo n
e A(z) = e~" [Ae”” -3 Rnx—']
n=0 n.
et, par la question précédente :
o0
lim e A(z)=A= ) ap.

T —r—+00 n—~0
Exercice 1.11.
Soient A = (0,1), B = (-1,1), C = (—-1,—-1), D = (0, —1) quatre points du
plan muni d’un repére orthonormé (O, 7", 7).

Soit f la fonction définie sur R? par f(z,y) = —22° — 22 — y? + 5.

1. Montrer que la restriction de f au rectangle ABCD (notée encore f) est
bornée.

2. Déterminer le maximum et le minimum de f sur le rectangle ABCD.

Solution :

1. La fonction f est continue sur le fermé borné ABCD. Elle y est donc
bornée et atteint ses bornes.
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2. Soit (z,y) un point ol f admet un extremum. Si (x,y) appartient a
(Pouvert) l'intérieur du rectangle, f admet des dérivées partielles d’ordre
len (z,y) , et (z,y) est un point critique de f. Il vérifie donc :

of P S S of — oy —

Il existe deux solutions : O = (0,0), E = (—1/3,0), mais seul le second
appartient & l'intérieur du rectangle.

En ce second point, on a avec les notations de Monge : r =2, s =0, t = —2,
s> —rt =4 > 0. Il s’agit d’un point col.

Les extremums de f se trouvent donc a la frontiere de ABCD.

e Sur [AB],y = 1,z € [-1,0], f(z,y) = —223 — 22 + 4. Une étude de
cette fonction sur lintervalle [—1,0] montre que son maximum est atteint
en z = —1 et vaut 5, et que son minimum est atteint en z = —1/3 et vaut
107/27.

e Sur [BC|, z = -1,y € [-1,1], f(x,y) = 6 — y>. Une étude de cette
fonction sur lintervalle [—1, 0] montre que son maximum est atteint en z = 0
et vaut 6, et que son minimum est atteint en z =1 et z = —1 et vaut 5.

e Sur [AD],z =0,y € [-1,1], f(z,y) = 5—y>. Une étude de cette fonction
sur 'intervalle [—1, 1] montre que son maximum est atteint en y = 0 et vaut
5, et que son minimum est atteint en y =1 et y = —1 et vaut 4.

En conclusion, le maximum de f vaut 6 et est atteint en (—1,0) et le minimum
de f vaut 107/27 et est atteint en (—1/3,1) et (—=1/3,—1).

Exercice 1.12.

1. Soit la suite (u,)n>o définie par ug = e — 1 et pour tout n > 1,
Uy = —1+nuy_q.
Quelles sont les limites possibles de cette suite ?

1
2. Pour tout entier naturel n, on pose I, = / e "% dz.
0

a) Déterminer la limite de la suite (I,,) lorsque n tend vers l'infini.

b) Etablir une relation de récurrence entre I,, et I,_1.

c) En déduire la limite de la suite (u,) puis que :

n
I, =nlle— Y %)
k=0
3. Soit a un nombre réel et soit (v,)n>o la suite définie par vg = a —1 et pour
tout n > 1, v, = —14+nv,_1.
Montrer que si a # e, la suite (v,,) est divergente.
4. Montrer que pour tout entier naturel n, on a :
Unp+2 1 + 1

n+2)(n+1) n+1 (n+2)(n+1)

Unp =
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En déduire que u,, est équivalent a % lorsque n tend vers 'infini.

5. Pourquoi la plupart des calculatrices sur lesquelles on programme la suite
(up,) vous inciteront a une mauvaise conclusion sur la limite de cette suite 7

Solution :
1. Supposons que lim u, =f¢€ R.
n—-+o00

Si on avait ¢0, alors m.u, 1 serait de limite infinie et la relation w, =
—1 + nup,_1 conduit & une contradiction. La seule limite réelle possible est
donc 0 (mais a priori rien ne dit que la suite converge et on ne peut exclure
que la suite soit de limite infinie).

1 1
/ 2dx < I, < e/ z"dx
0 0

2. a) On peut écrire :

Donc : o _1'_ 1 <I, < o _?_ 1 ce qui entraine que :
lim I, =0.
n—oo

b) Une intégration par parties donne facilement
I,=-1+nl,_;.

1
c) * Comme [y = / el ~%dx = e — 1, les suites (I,,) et (u,) vérifient la méme
0

relation de récurrence a un cran et ont méme terme initial, donc concident.
En particulier :

lim u, =0.
n— 00

* La relation I,, = —1 + nl,_1 donne, en divisant par n! :

I, -1 I, 1

nl nl o (n—1)
En sommant ces relations & partir de n = 1, et avec Iy = e — 1, il vient :

n
I, =nlle— % %)
k=0

3. Posons pour tout n > 0,w, = u, — v,. Alors wg = e — a, et pour tout
n > 1w, =nw,—_1.
Ainsi pour tout n > 0,w, = nlwy. Cette derniére suite ne converge que si
Wo = 0.
La suite (u,) étant convergente, la suite (v,) converge si et seulement si
Vo = Up-

4. Les relations :
{ Untz = —14+ N+ 2)unp
Upnt1 = —14+m+Du,
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donnent :

Upto = —n—3+(n+2)(n+1uy,
soit :

w = Up42 n+3
" m+2)(n+1)  (n+2)(n+1)
Up, 1 1
= +2 + +
(n+2)(n+1) n+1 (n+2)(n+1)
n 1

Comme nEIJIrloo u, = 0, pour n assez grand |u,| < 1et %‘ < 3

4 4 1 :
Le terme prépondérant est donc . et :
1

Up ~

~ 1

n+l n

5. La valeur de e contenue en mémoire des calculatrices numériques est une
valeur approchée de la valeur exacte de e (car une calculatrice ne reconnait
que des nombres décimaux, ou parfois aussi des nombres rationnels). Ainsi,
la suite (u,,) programmeée sur une telle calculatrice est en fait une suite (v,,)
qui divergera vers l'infini.

Exercice 1.13.

On considere deux nombres réels strictement positifs ug et vg. On définit par
récurrence les suites (un)n>0 €t (vn)n>0 en posant pour n >0 :

Unt1 :%[u,ﬁ-vn]
1 _1{1 1]

=5 |7 4+ L
Un+1 Un Un

1. Soient a et b deux réels strictement positifs, montrer que l’on a :
a+b 2
2 > 1
T3

Q=

Dans quel cas a-t-on I’égalité ?

2. On se propose de montrer que les suites (un)n>1 €t (vy)n>1 sont adjacentes.

a) Montrer par récurrence que v, < u, pour tout entier n > 1.

b) Prouver que la suite (un)n>1 est décroissante et que la suite (v,)n>1 est
croissante.

c¢) Terminer en montrant que lim (u, —v,) =0.
n——+oo

3. Déterminer la limite commune des suites (u,)n>0 €t (Vn)n>0-

Solution :
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est équivalente & (a — b)? > 0,

b
1. Apres réduction, 'inégalité a—2k > 5 n
a

S

ce qui semble raisonnable !
De plus on a égalité dans cette inégalité si et seulement si a = b.

2. a) On voit par une récurrence immédiate que u, et v, sont deux réels
positifs, pour tout n > 1. On applique I'inégalité de la question précédente
et il vient :

Upt1 = %(Un +up) > T, 1~ U

Un Un

b) Comme v, < uy, il vient :

(Un + Up) = Upn

D[

Upt1 = %(un +v,) <
Ainsi la suite (uy,)y est décroissante.
Pour tout n > 1, on a également :
1 _ 171, 1 171, 1)_1
Upt1 2 [un +vn] S 2 [vn +vn] T up
Ainsi la suite (vy,), est croissante.

c) Les relations de récurrence impliquent que :
2

_ _1 _ 2upv, (U — vp) Up — Un
0 < Ungt — Vny1 = 2 [Ufn + Un] w, + v, Q(Un T 'Un) < 2
Ainsi, pour tout n > 1 et par récurrence :

Uy — U1
0< Uy —vp < on—1

et par conséquent lim (u, —v,) = 0.
n——+00
Ceci acheve de prouver que les suites (uy)n €t (v,)n sont adjacentes.

3. Soit /£ la limite commune de ces deux suites. On remarque que :
2u,Up
Up, + Up,
Par passage a la limite, il vient ¢? = ugvg et par positivité :

(= 4/ UpVo -

Un+1 = — Up4+1Un+4l = UpUp = -+ = UV0-

Exercice 1.14.

On désignera par R} l’ensemble des réels strictement positifs.

1. On considere la fonction f définie sur R} par

~ | =

£ =t —In(t) -
a) Etudier les branches infinies de f.
b) Faire une étude des variations, de la convexité de f et donner une
représentation graphique de f.
c¢) Résoudre ’équation f(t) = 0.
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2. On considere la fonction g définie sur (]Ri)2 par
g(z,y) =zlny —ylnzx
a) Montrer que g est de classe C*.
b) Calculer les dérivées partielles du premier et du second ordre de g.

c) Etudier Pexistence d’extremums locaux ou globaux de g.

Solution :
1. a) Par les théoremes de comparaison, il vient 1im+ ft) = —oc.
t—0
Ainsi la droite d’équation ¢t = 0 est asymptote a la courbe représentant f au
voisinage de 07.
De plus
lim f(t) = +o lim £ — 1 lim f(t) =t = —o0
t—+00 ’ ’

t—doo t t—+oo
Lorsque t tend vers +oo, on a une direction asymptotique d’équation y =t

et la courbe représentative présente une branche parabolique oblique.

b) La fonction f est de classe C* sur RT* et un calcul élémentaire donne,
pour tout ¢t > 0 :

2 — p—
F(t) = t tg +1 >0, F(t) = tt3 2
11 en découle que la fonction f est strictement croissante sur RT*, admet un
point d’inflexion en ¢t = 2, est concave sur 'intervalle ]0,2] et convexe sur

Pintervalle [2, +o00].
c) Puisque f est strictement croissante sur R™* et comme
tl_lglJr f(t) = _Oo,t—liinoof(t) = +OO,
par le théoreme de la bijection, il existe une seule valeur de ¢ > 0 pour laquelle
f(t) = 0; cette valeur est t = 1.
2. a) La fonction g est de classe C? sur (]Rj_)z, en utilisant les théoremes du
cours sur les sommes et produits de fonctions deux fois dérivables.

b) Un calcul élémentaire donne :

9y —lny_ Y 99 —z_
or ) =y -2, 5 (@y)=y -z
et
PGy = L 9%g _1_1 P9, .- _x
85[72 (1‘,y) - .’1,'2’ 61’6y(m’y) - Yy T ayQ( >y) yQ
c¢) Les points critiques sont donnés par %(m,y) = g—z(x,y) =0, soit

I
Y= Iz
Inz —In(lnzx) — ﬁ =0
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Par la premiere question, le seul point critique est le point (e,e). D’autre
part, avec les notations de G. Monge, en ce point :

r:l,s:O,t:—l,d’oﬁsz—rt>0.
e e

Le point (e,e) n’est donc pas un extremum local. Donc ce n’est pas non plus
un extremum global.

Exercice 1.15.

On considere la fonction p: R — R définie par la relation p(z) =

w/2
/ e ? sint dt.
0

1. En utilisant l'inégalité de Taylor-Lagrange, montrer que, quel que soit

2
u€eR |e¥—1—u|< %e'“‘.
2. En déduire que, pour tout (z,h) € R? :
w/2 )
lo(x + h) — o(x) +h/ e *sintgintdt| < %hze"”(p(a:).
0

3. En déduire que ¢ est dérivable sur R et que, quel que soit € R :
w/2
o' (z) = —/ e “sintgintdt.
Indiquer sans démonstration pourquoi ¢ est deux fois dérivable sur R et
préciser sa dérivée seconde.

4. Montrer que, pour tout z € R, ¢'(z) < 0 et ¢"(x) > 0.

5. Etudier la variation de 2 — 2 — (z) et montrer qu’il existe un et un seul
réel z tel que p(z) = .
On note « ce réel. Montrer que 0 < a < 1. On justifiera (et utilisera) que,

pour tout t € [0,7/2], sint > %t. On admettra que %(1 —e 1) <0,993.

On considére maintenant une suite réelle (u,)nen vérifiant, pour tout n € N,
Upt1 = @(Un).

6. Montrer que, pour tout z € R, ¢(z) > 0 et ¢(p(z)) < %

(Par conséquent, 0 < uy < %)

Montrer aussi que, pour tout z € ]0, +o00[, —1 < ¢'(z) < 0.

7. Que peut-on dire de la suite (up,)nen si us = a?

8. On suppose que us < a. Montrer que us < a < uz et plus généralement
que, pour tout n € N*, us, < @ < Uzp41.

Montrer que la suite (u2,)nen+ croit et que la suite (ugp41)nen+ décroit.
Montrer que, pour tout = € [us, usl, |¢'(z)| < |¢'(u2)| < 1. En déduire que
la suite (u,)nen converge vers a.
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9. Que peut-on dire de la suite (ty)nen Sl u2 > a?

Solution :

1. L’inégalité de Taylor-Lagrange a l'ordre 1, appliquée a la fonction expo-
nentielle sur le segment [0, u] donne :
2
le* — 1 —u| < %sup|exp
[0,u]

Siu>0,sup|exp’| =e% siu<0,sup|exp”| =e’ =1, et dans les deux
[0,u] [0,u]

II|

. u2
cas on a bien : e* —1 —u| < Te“”.
2. En placant tout sous la méme intégrale :
w/2 )
A(h) = |p(z + h) —o(z) + h/ e esintgint di|
w/2 ) ) 0
— | efzsmt(efhsmt —1= hsint) dt|
w/2 ) )
S/ efzs1nt|efhsmt_l_hsint|dt
0

/2 a2 , 2 |n| (T2 2 |h
/ efzsmth Sén te\h|s1ntdt < h ;l ‘/ e—xsint gy < h e| ‘(P(l’)
0 0

IN

2
3. Soit z € Ret h € R*, on a donc :

_ w2
‘@(1’+h})l ‘10(1') _/ _efzsmtsintdt‘ < %|h|e‘h|<p(a:)
0
Par encadrement, on en déduit que ¢ est dérivable au point x, avec :

w/2 )
o'(z) = —/ e Tsintgintdt
0
Le méme type de calcul montre que ¢ est deux fois dérivable sur R, avec :
w/2
o"(z) = / e @sintgin? t dt
0
4. Le théoreme de positivité de ’'intégrale montre que :
VzeR ¢'(x) <0et ¢'(z) >0.

5. La fonction § : £ — x — () est strictement croissante sur R ; elle s’annule
donc en au plus un réel.

0(0) = —p(0) =—-7/2<0

() =1—-p(1)>0
En effet, par concavité de la fonction sinus sur [0,7/2], on a sint > %t et
donc

/2 . w/2
()0(1) = / e—SItht g / e—2t/ﬂ'dt — %(1 _ e_l) <1
0 0
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De tout ceci, il résulte qu’il existe un unique « tel que ¢p(a) = a et a €10, 1].

6. La fonction ¢t — e~? %"t &tant continue, positive et non identiquement nulle
sur le segment d’intégration [0, 7/2], on a p(x) > 0. Comme ¢ est strictement
décroissante :

Va € R p(p(e)) < p(0) =T

Soit z > 0, on sait déja que ¢'(z) < 0. Comme ¢’ est strictement croissante :
Va>0,¢(z)>¢(0)=-1
7. Sius = a, (up)nen est stationnaire & partir du rang 2. On peut méme dire

que cette suite est constante, puisque ¢ étant injective I’équation ¢(x) = «
n’admet que la solution a et donc u; = a et ug = a.

8. x Comme ¢ décroit strictement : p(u2) > ¢(«), soit ug > «, et par une
récurrence simple :

Vn € N uy, < a < uspi

* Soit n € N*. Par le théoreme des accroissements finis, on a :

Je € fo,un] CRY, o(un) — (@) = ¢'(c) (un — @)
Il s’ensuit que |up+1 — @] < |u, — al.
La suite de terme général |u,, — a| est strictement décroissante et :

Vn e N a—usio < a— uUsy, 80it Uz, < Uspta.
On conclut que la suite (ugn)nen« croit (strictement) et comme ¢ est
décroissante, la suite (u2pn41)nens décroit (strictement).
* Pour tout & € [ua,us], ' (u2) < ¢'(z) < 0 et ' ()] < |¢' (u2)] < 1. Pour
tout n > 2, on a donc : |upt1 — of < @' (u2)]-|un — .
Ainsi Vn > 2, |u, — af < |9 (u2)|" 2|us — a| et donc :

la suite (u,)nen converge vers a

9. Si us > a, alors 0 < u; < « et il suffit de permuter les roles des indices
pairs et des indices impairs.

Exercice 1.16.

’ n
1. Etudier la convergence de la suite de terme général p,, = [] (1 + 2%)
k=0

2. Soit (ug)ken+ une suite a termes positifs telle que

2n 1 n
(VHEN*) Z ukgﬁzuk
k=n+1 k=1
Montrer que la série de terme général uj, converge.
2P
[On pourra chercher & majorer o, = > g, pour p > 1]
k=1

Solution :
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1. Etudions la suite (In(pn)), - On a:

In(p,) = kéo In(1+ 2%)

1 1
Or v, =In(1+ 2—k) est positif et vy, ~ 70 qui est le terme général d’une série
géométrique convergente. Ainsi la série de terme général vy est convergente
et si on note ¢ sa somme, la suite (p,,)nen est convergente de limite ef.

2. On remarque que pour tout p > 1

2P or—1 2P 1 or—1
ap:Zuk:Zuk—l— E uk<(1+ﬁ)2uk
k=1 k=1 k=2r—141 2 k=1

soit : o < (14 %)Up_l.

P p—1
Par récurrence, il vient donc : o}, < 0y k]:[l (1+ #) =uy k]:[0 (1+ 2%)
La suite (pn)nen de la premiére question étant convergente, la suite (0;)pen-
est majorée par une constante M (que 1’on peut prendre égale & u;ef, puisque

la suite (p,,) est croissante).

Or, pour tout n € N, il existe p, € N tel que n < 2P ; donc pour tout n € N :
n
Sn: Zukgapn <M
k=1

La série ) u,, étant a terme positifs et ses sommes partielles étant majorées,
cela signifie qu’elle converge.

Exercice 1.17.

Soit f lapplication définie par : f(z) = exp(—Az?) avec A € R et A > %.

1. Montrer que ’équation f(z) = x admet une unique solution £ sur R et que
¢ vérifie : —L < £ < 1.

V2X

2. On définit la suite (up)nen par: ug =0et Vn € N, upq1 = fluy).
Montrer que les suites extraites (usy) et (u2,41) sont monotones et conver-
gentes.

3. a) On pose g = f o f. Montrer que ’équation g(x) = = ne peut admettre
de solution que sur |0, 1[. Vérifier que g(¢) = ¢.

b) Montrer que ’équation g(z) = = admet trois solutions sur |0,1[ : a,b et
£. Vérifier que / est strictement compris entre a et b.

c¢) Déterminer les limites des suites (ua,) et de (uapt1)-

Solution :



32 ESCP-EAP 2002 - Oral

1. f est & valeurs strictement positives, donc ’équation f(x) = x n’a pas de
solution sur R™.

En revanche ¢ : z — f(z) — = est strictement décroissante sur R", avec
p(0) =1,

1 \_ —1/2 1 — A
——)=e ———=—>0etp(l)=e"=-1<0
o m) NG p(1)
1

Ainsi ¢ s’annule en un point £ et un seul et —— < £ < 1.
4 V2

2. Comme f([0,1]) C [0, 1], la suite (u,) est & valeurs dans [0, 1].

La fonction f étant décroissante, la fonction f o f est croissante sur [0, 1]
et les suites (u2n) et (uan+1) sont monotones de sens contraires (le signe
de w42 — u, est le signe contraire de celui de w41 — u,—1, donc celui de
Up — Up—2). Comme uz > 0 = ug on peut méme dire que (uz,) est croissante
et (uan+1) est décroissante. De plus ces deux suites sont bornées et sont donc
convergentes.

3.a) Déja: f(0) =0 = g(0) = f(f(0) = L.
D’autre part, Vz € R, f(z) €]0,1], donc a fortiori g(z) €]0,1] et ’équation
g(x) = z ne peut admettre des solutions que dans l'intervalle ]0,1] et on
vérifie aisément que g(1)1.

b) g(z) =2 < —A[f(z)]? =Inz < In X — 2)2? = In(—Inz)
Soit h : & + In(—Inz) + 2Xz? — In ), pour 0 < z < 1. La fonction h est
dérivable et : I(z) = —L— (1 + 4\2® Inx).
Posons k : © — 1+ 4\z?lnz, on a k' (r) = 4 \x(2lnz + 1) et comme

k(ﬁ) <0:

z |0 a 1/ve B 1
K(x)| - - 0 + +

E(z) [1 N 0\ S0 701

Ce qui donne :

T 0 a Q@ l B8 b 1
b (z) - -0 + 0- -
h(z) |400 Ny 0N, 20 2 N0\ —©
(Comme h(f) = 0 et h croissante sur [o,f], on a h(a) < 0 et I’équation

h(z) = 0 a une solution entre 0 et «; méme raisonnement entre £ et 5 ...).
Comme g(x) = x <= h(z) = 0, la question est achevée :

Péquation g(z) = x admet trois solutions : a, £, b.

¢) On a up = 0 < a. Par croissance stricte de g = f o f, on a donc :
us = g(ug) < g(a) = a, puis par récurrence Vn,us, < a et lim us, < a.
n—oo
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La suite (u2,) converge vers un point fixe de g (car g est continue), donc
nécessairement vers a.

Alors uspnt1 = f(uan) = f(a) > £, et comme (us,11) converge aussi vers

un point fixe de g, elle converge vers b.

Exercice 1.18.

Soit f : R — R une fonction non identiquement nulle, continue et périodique
de période T' > 0. On note :

T T
(VzeR,) F(m):/o Fdt et M:%/O F(t) dt

1. Etudier la convergence de la série de terme général

(k+1)T | £y
wp = / @ it (k>1)
kT
2. On suppose M # 0.
a) Montrer que F'(z) o Mz.
400

o )
b) L’intégrale I = / — dt est-elle convergente ?

T
3. On suppose M = 0.

+0o0
Montrer que l'intégrale I = / fi ) dt est convergente mais non absolu-
T

ment convergente.

Solution :

1. Par le changement de variable t = kT + u :
O
Uk = /0 u+de“/ k:—+-1 |f )| du

T
Comme / |f(u)|du > 0, la régle de Riemann donne la divergence de la
0

n
série de terme général positif uy. Ainsi lim E ur = +00 et par la regle de

o L )] f( )
comparaison série-intégrale, 'intégrale /
T
2. a) Soit x > 0, posons p, = |z/T| et y = & — p,T. Par découpage et
périodicité :

w—1 pk+1)T p=T+y peT+y

k=0 J kT 21 21

peT+y (p=+1)T T
oua:| [ iwar < [T i@ = [s@laneip. ~ £
0

2T =T —+400)

| dt est divergente.
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Le terme résiduel est borné, donc négligeable devant le premier terme et :

Flz) ~ p,ITM ~ zM
(z—+00) (z—400)

b) En intégrant par parties :

/f ar = £E) (T)+/X%dt

X T T
On a ng-loo T = M et % (t_:;_oo) % La regle de Riemann prouve
+o00 +o0
que 'intégrale / &;) dt est divergente et f g ) dt aussi.
T T

3. Le calcul fait au début de la question 2. montre que dans le cas M = 0, la
fonction F' est bornée. En reprenant 'intégration par parties faite en 2. b),

—+o0
la regle de Riemann prouve que l'intégrale / () dt est convergente et
T
—+o0 400
fg ) dt aussi( et on a vu en 1. que / @ dt n’est pas absolument
T T
convergente).

Exercice 1.19.

Pour a et 3 réels, on considere I'intégrale
1
I(a,B) = / (—Int)*(1 —t)? dt
0
1. Déterminer et représenter le domaine de définition D de I :
D= {(a,ﬂ) eER?, I(a, B) converge}

2. a) Montrer que, pour (a,3) € D,

+0o0
I(a,8) = / % %(1—e )0 dx
0
b) Calculer I(n,0) pour n € N.
3. a) Montrer que, pour n € N et (a,0) € D, on a :

I =T 1 Dk ——n
(Oé,’fl) (Oé+ )kz::o( ) (k+1)a+1
b) En déduire un équivalent de I(a,n) lorsque o — 400, a n fixé.

c¢) Déterminer lim I(«, n) lorsque oo — 400, a n fixé.

Solution :

1. Soit fa,5:t+ (—Int)*(1 —¢)%. La fonction f, g est continue et positive
sur 10, 1.
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x On a: fup(t) isd (—Int)® = o(t~'/?) et par la régle de Riemann
1/2

I'intégrale fa,5(t) dt est convergente.

0
*Ona: f, (%) &) (1—1)*+P (car Int &) t—1) et par la régle de Riemann
1- 1-

1
I'intégrale / fa,p(t) dt est convergente si et seulement si o + 3 > —1.
1/2

Ainsi I(«, B) existe si et seulement si a + 3 > —1.

2. a) Par le changement de variable ¢t = e~*, il vient, pour a + 8 > —1:

+o0
(o, 8) = / st (1 — e=*)0 dy
0
+o0
b) En particulier, pour n € N : I(n,0) = / "¢ *dr =T(n+1) =nl
0

3. a) Si (a,0) € D, alors Vn € N, (a,n) € D et toutes les intégrales écrites
étant convergentes :

Foo n n +0o0
I(a,n) :/ r%e " Z lel(—l)kefk”” dr = Z C’T»“l(_l)k/ 1%~ (k+1)z 1.
0 k=0 k=0 0

n +o0
= kgﬂ Cﬁ(_l)km/o u®e~%du [on a posé u = (k+ 1)z ]

Soit, : .
I(a,n) =T(a+1) S Ch(-1)F—L
(Oé TL) (Oé )kgo n( ) (k+1)a+1
b) Si n est fixé, lorsque a tend vers l'infini, tous les termes de la somme
ont pour limite 0, sauf celui pour & = 0 qui vaut 1, donc :

I(a, ~ T(a+1
(um)  ~  Tla+1)

+o0 +oo
c) Or : T'(a+1) > / z%e dr > 2“/ e *dr — 400, dou
2 2

a——+oo
toujours pour n fixé :

lim I(a,n) =+o0
a—+00

Exercice 1.20.

Soit D = {(z,y) € R?,—1 <z <y < 1} et f la fonction définie sur D par
flz,y) = (y — 2)* + bxy

1. La fonction f admet-elle des extremums ?

2. Déterminer les points critiques de f. Déterminer les extremums de f.

Solution :
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1. La fonction f est continue sur le fermé borné D, donc est bornée et atteint
sa borne supérieure et sa borne inférieure.

2. La fonction f est polynomiale, donc est de classe C! et :

of — . of _
5Ty =2 +4y ay(:v,y)—4w+2y
Ainsi le seul point critique de f est (0,0). Or f(z,z) = 62% et f(—z,z) =
—222, alors que £(0,0) = 0. Il n’y a donc pas d’extremum en ce point.

Les extremums de f sur D sont donc atteints en des points de la frontiere de
D.Or:
*x Pour z = —1, f(—1,y) = y?> —4y +1 = (y — 2)? — 3 est maximal pour

y = —1 de maximum 6 et minimum pour y = 1 de minimum —2.
x Poury = 1, f(z,1) = 22 + 4z + 1 = (z + 2)? — 3, qui est maximal pour
z =1, de maximum 6 et minimum pour z = —1, de minimum —2.

x Pour y = z, f(x,z) = 622, maximal en 1, de maximum 6 et minimal en 0,
de minimum 0.

Finalement f est minimale au point (—1,1), de minimum —2 et maximale
aux points (—1,—1) et (1,1) de maximum 6.

Remarque : on pouvait noter que f(z,y) = f(y, ) et ne faire ’étude que sur
la moitié de la frontiere.

Exercice 1.21.

1. Soit a un réel appartenant & l'intervalle [0, 1].

a
t"e! e
a) Montrer que pour tout n € N, 0 < /0 D dt < |

a

t
b) En déduire que lim € _dt=e—1
n—+oo [ 1+t

2. Soit n € N un entier fixé. On note F,, Papplication de [0, +oo[ dans lui-
x
t
méme définie par F,(x) = € __dt
a) Montrer que F,, est une bijection. On note z,, sa bijection réciproque;
ainsi, pour tout réel y positif ou nul, z,(y) est 'unique réel positif ou nul tel

zn (y) et
ue dt = y.
d /0 14+t" Y

b) Préciser le sens de variation de la fonction z,, : y — x,(y) ainsi que sa
limite en +oo0.

c¢) Montrer que z,, est de classe C!.
3. Dans cette question y est fixé tel que y <e — 1.

a) Démontrer qu’il existe un rang N € N tel que pour tout entier n > N,
zn(y) < L.
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za(y) Tnt1(y) ¢
b) Pourn > N, comparer les trois réels/ € __at, / e dt
0 0

1+ ¢" 14 ¢!
Tnp1(y)
et / € dt.
0 14t"

En déduire les variations de la suite (x,(y)) pour n > N et la convergence
de la suite (2, (y))nen- On note £ sa limite.

zn(y) t
c) Démontrer, pour n > N, 'inégalité ‘/ 1 f_ o dt| <elz,(y) — ¢
¢
¢
ot
n

En déduire ’expression de lim dt en fonction de y puis ’expression

n—+o0o 0
de ¢ en fonction de y.

Solution :

n .t
1. a) Pour ¢t € [0, a], 1t+etn < the® < the, d’olt en intégrant :

a
t"e! ae e
0</0 1+t"dt<n+1<n+1

¢ el - ‘et ¢ et »
b)e*—1— —dt = [ e'dt— —dt = —dt, d’ou, par
0 1+t 0 0 ].+t 0 1+t

Pencadrement vu en a) :

a t
lim/ endt:ea—l
n—>0001—|—t

t
2. a) F), est la primitive nulle en 0 de I’application - —& ot continue sur
T
R*, donc F,, est dérivable de dérivée F! (z) = l-i — qui est strictement
x

positive sur Rt. Ainsi F}, réalise une bijection strictement croissante de RT
vers [0, lim F,[.
—+o0

+oo t
L’intégrale / € __ dt est trivialement divergente, donc lim F}, = +00 et
0 1+t" +oo

F,, réalise une bijection de Rt sur Rt.

b) La bijection réciproque z,, est donc également strictement croissante,
de limite 400 en +00.

c) z, est de classe C', en tant que bijection réciproque d'une bijection de
classe C', dont la dérivée ne s’annule pas.

zn(y) t 1 t
3.a)/ = dt:y—/ € _dt — y—e+1<0.
1 0

14+t" 14+t"  nooco

zn (y) t
A partir d’un certain rang N, on a donc / . _‘i = dt < 0, ce qui, compte
1




38 ESCP-EAP 2002 - Oral

tenu de la positivité de la fonction intégrée, impose x,(y) < 1 & partir de ce
méme rang.

t ¢
b) P > N,onaVte o, clo1], — < —¢ __ dou:
) Pour n on a [0, zn+41(y)] C [0,1] T4 ST @0

Tnt1(y) Znt1(y) ¢ zn(y) 4
/ endtg/ einﬂdt:y:/ € dt
0 1+t 0 1+t o 1+t

et comme la fonction intégrée, dans les termes extrémes, est positive on en
déduit zp+1(y) < zn(y)-

La suite (z,,(y))n est décroissante a partir d’'un certain rang et minorée par
0, donc est convergente vers £ € [0, 1].

t
¢)Pourn > N,onal < x,(y) < 1et pourtout t € [(,z,(y)],0 < —&— <

14+t"
e, d’ou pour n > N :
zn(y) o zn (y)
0< dt < edt =e(x —/
<[ Emaes (ony) ~ 0
zn(y) t
et, par encadrement : lim € _dt=0.
n—oo [, 1+t
¢ et zn(y) et zn(y) et Tn(y) et
Or dt = dt — dt =y — dt
/01+t" /0 1+" /K 1yen Y /Z 1+t
LI’
donc lim € __ dt = y et d’apres la premieére question, cette limite vaut

n—oo J, 14+ ¢t"

également e’ — 1, donc y = ef — 1, soit £ = In(y + 1).

Exercice 1.22.
Pour n entier naturel non nul, on définit I’application f,, de RT dans R par :

B 1
Ve eR fal0) = o DTy @)

1. Déterminer I’ensemble A des entiers naturels pour lesquels l'intégrale

+oo
impropre / fn(z) dz est convergente. Lorsque n appartient & A, on pose
0

I, = /0+00 fo(z)dx

fa(z)’

majorée par la suite de terme général E, pour une valeur convenable de B.
n!

2. a) A laide d’'un encadrement de montrer que la suite (I,,) est

b) Préciser la nature de la série de terme général I,,.
n
3. Pour n € N*, on pose H, = ) 1.

k=1 k

a) Montrer qu’au voisinage de 400, H,, ~ lnn.
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!
b) Calculer In(2) pour x € RT, puis, encadrer & aide de termes de la

suite (Hg)ren+ la quantité _fn(a:) pour z élément de [0, 1].
" 1
s , . 1
c¢) En déduire qu’au voisinage de +o0, /0 fn(z)da Tinn

1

4. Montrer que pour nn € A, / fn(x)dx = nl,11 et en déduire un équivalent
0

simple de I,,.

Solution :

1. L’application f, est continue sur RT, & valeurs positives et équivalente en
+00 a ln Donc A={neN,n>1}={neN,n>2}
x

2.a) Sin > 2, on a pour tout > 0 :
0« @ _ L <2
= falz)  (x+3)(x+4)...(x+n) T nl
d’ot1, en multipliant par fo(z) qui est strictement positif et en intégrant :
21
0 < In < TL_'2
1
n!
majoration, la convergence de la série de terme général I,,.

b) La série de terme général étant convergente, on en déduit, par

k+1
Aor; 1 w1 da -1
3.a)Pardecr01ssancedetr—>t,onapourkEN,k+1</ n Sk

et par sommation, en mettant a part le terme d’indice 1 dans la somme de

droite :
1

Inn +In(1 + -

D’ou H,, ~ Inn.

y=In(n+1)<H,<1l+1lnn

! n
b) Pour z > 0, ;Z—EB = %[lnf(a:)] = ) w—}-k Ainsi pour z € [0,1] :
Hyp—1= <-4 = < + =H,
i kgl 1+k fn() kglx—'_k kgl k

c) Les termes étant tous positifs, on déduit de ’encadrement précédent :
!

Vne N, Vz e [0,1],%@) < falz) < H_frll(m)l
n n+1l —

d’ou, en intégrant, compte tenu du fait que :

/0 — folx)dr = fn(0) = fo(1) = (n—tl)!

CESYIZA /0 fn@ e < )
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Finalement, d’apres a) :

/Olfn(a:)dxw ( I ~—1

n+1)!nn  nllnn

1 +oo +o00
4/&umM= fo@de— | fule)da
0 0

1
Or, par le changement de variable z +1 =1 :

+00 +oo
_ 1
: fn(w)dx—/o (12043, GrntD ™

Donc :

1 B +00 1 _ 1 -
/Ofn(m)dx_/o ((x+1)(m+n) (w+2)...(w+n+1))d

+o0
A (x+1)...(x+n+1) o
On en déduit I, 11 ~ m
I, ~ L ~
" nlln(n—-1) nllnn

et donc :

Exercice 1.23.

Dans cet exercice E désigne ’espace vectoriel réel des applications continues
de [0,1] dans R et Iy désigne 'application identité de E dans lui-méme.

Si f € E, on note u(f) la primitive de f sur [0,1] nulle en 0 et v(f)
Papplication de [0, 1] dans R définie par :

VmEWJLMﬁﬁﬂz/m¥4f®dt

0
1. Montrer que u et v définissent deux applications de E dans lui-méme.
2. a) Montrer que pour tout f € E, vou(f) =v(f) —u(f), puis que
uov(f) =v(f) —u(f).
b) Calculer les composées (Ig —u) o (Ig +v) et (Ig +v)o (Ig —u).
3. Soit g I'élément de E, affine sur les segments [0, %] et [%, 1], et tel que
9(0) = g(1)=0,9(3) = 1.
Montrer qu’il existe un unique élément f de E tel que, pour tout z appar-
tenant a [0, 1],
f@ - [ 10 dt=g(x)
0
et le déterminer.
4. On définit par récurrence u™, pour n € N, par :
W =IgetV¥neNut =uou®

a) Montrer que si f € F et n € N*, Vz € [0,1],
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(z — )"~

v = [ E= s ar

b) Montrer quesi f € E et z € [0,1], la série Y, u™(f)(z) est convergente

neN*
oo

et que : 3 u"(f)(z) = v(f)(2)-

n=1

Solution :

1.Si f € E, f est continue sur [0, 1]; elle y admet donc des primitives. Ainsi

u(f) existe et u(f) est de classe C! sur [0,1] et a fortiori appartient & E.

On remarque que si f € E, pour tout z € [0,1],v(f)(z) = ez/ e Lf(t)dt,
0

donc v(f) est également de classe C! sur [0,1], donc élément de E.

2. a) * En intégrant par parties, pour tout z € [0,1] :

vou(f)(z) = [~ e u(f)(®)], + /0 e? T f(t) dt = —u(f)(x) + v(f)(z)
Donc v o u(f) = v(f) — u(f).
* uov(f) a pour dérivée v(f) et :

[v(f) —u(N)]'(z) = e””/o e ! f(t)dt +ee " f(z) — f(z) = v(f) ()

Donc wowv(f) et v(f) —u(f) different d’une constante ; étant nulles en 0, elles
sont égales.

b) Ig—u)o(Ig+v) =Ig+v—u—uov=Ig et comme u et v commutent

(question a)), on a aussi (Ig +v) o (Ig —u) = Ig.

3. I —wu est bijective de bijection réciproque Ig + v. Il existe donc un unique
élément f de E tel que f —u(f) =g, quiest f =g+ v(g).

* Pour z € [0,1/2], f(z) = a:+/ e’ ttdt =e* — 1.
0

1/2 x
*xPourz € [1/2,1], f(z) = a:+/ e””*ttdt—k/ e t(1—t)dt = 1-26%7% 7.
0 1/2
4. Si f appartient & E, u"(f) est de classe C™ sur [0,1] et pour tout
k € [0,n], on a ((u”)(f))(k) = u" *(f); en particulier pour k € [0,n —
k
11, (@)()) ' (0) = 0.
La formule de Taylor avec reste intégral a ordre n — 1 sur le segment [0, z]
se réduit donc a :

u™(f)(x) = /OI%(un(f))(n)(t) dt = /;%ﬂt) dt

b) Soit f € E et z € [0, 1], alors pour tout n € N* :
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mmm—iwmmszﬂ—ﬁﬁiﬁ%mm

i i k!

k=1 k=0

Or, d’apres l'inégalité de Taylor-Lagrange appliquée & la fonction exponen-
tielle, pour tout ¢t € [0, z] :

z—t _ = (:L’ — t)k

2.

=0 k!

n
| < |z — ] sup |e¥] < [C11 elel
’I’L' 0 T— t] ’I’L

I n |:L’ | |z
Dot : [o(f)() = 32 wh(£)(@) c V|M
Ce majorant tend vers 0 quand n tend vers l’mﬁm, donc par encadrement :

o(f)(@) = 3 uk(f)(@)

k=1

le

Exercice 1.24.
Soit f la fonction de R? dans R définie par :
fmwzﬂﬁﬁwmi&ﬁgm

1. a) Montrer que f est continue sur R2.

b) Etudier 'existence des dérivées partielles de f.
2. On pose, pour z € R, h(z) = f(z,0) —

a) Etudier les variations de h.

b) En déduire que f n’admet pas d’extremum en (0,0).
3. Déterminer les points critiques de f.
4. a) Montrer que Vz > 0, f(z,y) > h(z) + 1.

b) En déduire que f admet en (%,0) un minimum local.

5.0n pose g(z) = f(z,1) — f(0,1).
a) Montrer que g(x) est du signe de x.

b) En déduire que f n’admet pas d’extremum local en (0,1).

Solution :

1. a) La fonction f est continue sur R?\{(0,0)} comme somme, produit,
composée de fonctions continues.
Posons u = (z,y) et ||u]|? = 2? + y?. Alors :
|z In(2® +y?)] < [Jull. In(]|ul|*)
z In(2%+y?)

Donc lim |w1n(w +y*)|=0et lim e
|- l|w||—0

est contlnue en (0,0).

=1, ce qui signifie que f
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b) On a
_ zln 22
f(l‘,()) f(0,0):e -1 Nlnm2:21n|.7:|
x xr 0
d’ou :
lim £@0) = f(0,0) _ _
z—0 T ’

ce qui signifie que f n’est pas dérivable par rapport & = en (0,0).

En revanche :
f(0,y) — f(0,0) =0 — ﬁ(o 0)=0
y oy’
Enfin, en tout point (z,y) # (0,0), f admet des dérivées partielles par rapport
axetyet:

of 2 2 22” 2 2\z
a5 =1

g9:(9:,1/) [In(* +9%) + 57051 +97)
oL @y = 2my(a® 4 ?)

2. a) 1l vient pour z0, h(z) = e*™*" — 1. Donc A'(z) = (Inz* + 2)e”n7"
Ainsi W/ (z) = 0 <= 2 = +e™', ce qui donne les variations de h :

r | —o0 —e ! 0 e ! +00

W (z) + 0 -] -0 +
W) | -1 2 NON 2 oo
b) D’apres la question précédente :
e siz €]0,1/e], alors f(z,0) — f(0,0) <0,
e siz €]-1/e 0], alors f(z,0) — f(0,0) > 0.
Donc f n’admet pas d’extremum local en (0,0).

3. On a vu que pour (z,y) # (0,0)
9 2 x
5%(9«31/) = [In(2® +¢?) + mfﬁ y2] (2 +y°)

ﬂ — 2 2\x—1

Les points critiques sont donnés par :

222
In(z? ) [ ———
n(z® +y )+562+y2
2zy =0

systéme qui admet 4 solutions : (0,1), (0,—-1),(1/e,0),(—1/e,0).
4. a) Pour tout (z,y) # (0,0) et >0, 0n a :
fla,y) = (@ +y°)* > 2° = f(2,0) = h(z) +1

b) Or on sait que h admet en 1/e un minimum local; donc f admet en
(1/e,0) un minimum local.
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2 2
5.a) Ona g(z) = (> + 1) — 1. Donc ¢'(z) = [In(z* + 1) + 2L] e? (@ +1)

z2+1
et /() st du signe do h(r) = In(e? + 1) + 2= Or
’ : N 2241 7
2 243
K (z) = CUQ—-T—IXi2 I . est du signe de x

Comme k(0) = 0, la fonction k est positive, donc la fonction ¢’ aussi et comme
g(0) = 0, g est négative sur R~ et positive sur RT, donc du signe de z.
Ainsi f(z,1) — f(0,1) est du signe de = et f n’admet pas d’extremum en
(0,1).

Exercice 1.25.

On note E ’espace vectoriel des fonctions continues de [0,1] dans R, et on
pose, pour tout élément f de E, ||f||coc = max_|f(?)|

t€o,1]
On définit la fonction K de [0,1]* dans R par :
2
B ogig>t
K(z,t) = g
’ f”T stz <t
r six=t

Pour f € E, on pose T'(f) : [0,1] = R,z — /IK(x,t)f(t) dt.
0

1. a) Calculer T'(£)(0).

b) Montrer que V f € E,Vz €]0,1],|T(f)(z)| < ||f||oo(:%2 —z%lnz).

c) Montrer que T est un endomorphisme de E.
d) T est-il surjectif ?

2. Montrer que T'(f) € C*(]0,1]).

3. Calculer T(f)(1) + [T (f)]'(D).

Solution :

1.a) On a K(0,t) =0 et donc T'(f)(0) = 0.
b) Par la relation de Chasles, pour z €10,1] :

T(f)(:n):/oxl((m,t)f(t)dt+/ Kz, t) f (1) dt
- %/Oztzf(t)dt—f-l&/l@dt (%)

x 1
Dot : [T(f)(z)] < ”f”°°/ t2dt+m2||f||oo/ L, crest-a-dire
0 T

x



Analyse 45

T < Ml (& — 2% n7)

c) La linéarité de T est évidente.
L’expression (x) montre que T'(f) est continue sur |0, 1] (intégrales d’une
fonction continue les bornes étant elles-mémes des fonctions continues), et la
majoration précédente prouve que l‘irglJr T(f)(z) =0=T(f)(0).
T

Donc T'(f) est continue sur [0, 1] et T est un endomorphisme de E.

d) On a vu que T(f)(0) = 0; T(f) ne peut donc pas étre la fonction
constante égale & 1 qui appartient a E. Ainsi T n’est pas surjectif.

2. La relation (x) montre que T'(f) est de classe C* sur ]0, 1], avec :

B
V2 €]0,1],[T(f) :——/ t2f(t)dt+ = a:2f +2m/ ft) dt — :Uf(;r)

vr 00T =~ [0 asae [ 10

Un calcul analogue a celui effectué dans la question 1. montre que :
Va €]0,1], [[T(f))' (2)] < Ifllo(§ — 221n2)
Ainsi lim+ [T(f)]'(z) = 0 et comme T(f) est continue en 0, le théoreme des
z—0

fonctions de classe C! montre que T'(f) est dérivable en 0 avec
[T(H)I'(0) = lim[T'(f)(z) =0
Donc T'(f) est de classe C* sur R.
1 1
3. T(f)(1) = / 2F(t)dt ot [T(H]'(1) = —/ £2 £(2) dt, donc -
0 0
T(HO)+[T(HI (1) =0.

Exercice 1.26.

On considere la fonction f de deux variables définie par :
fle,y) =zy/1—a> = 2y°

1. Déterminer ’ensemble D de définition de f.

2. Montrer que ’ensemble des solutions de l’équation f(z,y) = 0 est la
réunion de deux segments et d’une courbe C que 'on précisera.

3. Montrer que D est un fermé borné de R? et que D \ C est un ouvert de
R? (on pourra admettre cette question).

4. Etudier les extremums de f sur D.

(On pourra montrer que [ admet un minimum et un mazimum et qu’il
suffit de s’intéresser auz points de l'owvert Uy = {(z,y) € B2,z > 0,y >
0,22 +2y? < 1}.)
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Solution :
1. La fonction f est définie sur 'ensemble D = {(z,y) | 1 — 2? — 2y> > 0}

2. L’équation f(z,y) = 0 admet comme solutions tous les couples (z,y) € D
tels que :

z=0,ouy=0ouz’+2y>=1
Comme on sait également que 22 +2y> < 1, on obtient la réunion des segments
{(0,y) | =1/v2 <y < 1/V2}, {(z,0) | =1 < = < 1} et de la courbe C
d’équation z2 + 2y% = 1.
3. On vérifie aisément que 'application définie sur R? par

N : (z,y) = 2% +2y°

est une norme sur R?. Ainsi D est la boule unité fermée de (R?, N) : c’est
donc un fermé borné.

De méme U = D\ C = {(z,y) | N(z,y) < 1}. C’est la boule unité ouverte
du méme espace.

4. On a pour tout (z,y) € D, f(—=z,y) = f(z,—y) = —f(z,y) et donc
f(=z,—y) = f(z,y). On peut donc se contenter de faire I’étude avec z > 0,
y 2 0.

Par les théorémes du cours, on sait qu'’il existe au moins un couple (4, B) €
D? tel que pour tout (z,y) € D, f(A4) < f(z,y) < f(B).

On vérifie que (1/2,1/2) € U et que f(1/2,1/2) > 0; ainsi mgxf > 0 et par
ce qui précede, m[i)n f<o.

Les extremums de f ne sont donc pas nuls et sont atteints en des points de
I'ouvert U et sont nécessairement des extremums locaux.

Par symétrie et compte tenu des résultats précédents, il suffit de chercher ces
extrémums locaux sur 'ouvert Uy = {(z,y) € R? |2 > 0,y > 0,2°+2y> < 1}.

Pour tout (z,y) € Uy :

8f(x ) 1—2z2 — 2y
—_— R =YX —
oz YV =Y V1 —2x2 — 22
of 1— 22 —4y?

—(z,Y) = x—F—m———
8y( v) V1 — 222 — 22

Ainsi, sur Uy, les points critiques vérifient
222 4+ 2y =1
2 +4y2 =1
c’est-a-dire (z,y) = (1/v/3,1//6), avec en ce point f(z,y) = 3%/6

Comme on trouve un seul point critique dans U, celui-ci correspond
nécessairement a un extremum et en conclusion :
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f admet un maximum BL\/(_S atteint en (1/v/3,1/v/6) et en (—1/v/3,—1//6) et

un minimum qui vaut —31% atteint en (—1/\/?:, 1/\/6) et en (1/\/5, —1/\/6).

Exercice 1.27.

On administre a un patient ¢ unités d’'un médicament. Apres ¢ minutes la
quantité de médicament active dans le sang est g.e~°, oil ¢ est une constante
strictement positive. La méme dose de médicament est injectée régulierement
toutes les 7" minutes.

1. Déterminer la quantité A(k) de médicament encore active dans le sang
immédiatement apres la k™ injection.

2. Calculer la borne supérieure de la quantité de médicament présente dans
le sang apres un nombre indéterminé d’injections. En déduire l'intervalle de
temps le plus court & respecter entre deux doses pour que A(k) ne dépasse
pas un niveau M > g donné.

3. On sait que si on administre une quantité ¢ de médicament, alors au bout
de 2 heures la quantité de médicament encore active dans le sang est de ¢/2.
On administre des doses de 50 mg. Sachant que la dose maximale supportée
est de 500 mg, a quelle fréquence peut—on administrer le médicament en toute
sécurité 7

Solution :

1. Juste apres la k-iéme injection, la dose de médicament présente dans le
sang est :
kcT

k—1 k—1 1 _
A(k) — E qe—ncT =gq Z (e—ct)n =q —e€ —
n=0 n=0 ]. — e

2. La suite (A(k)), . est la suite des sommes partielles d’une série géométrique

k>0

de raison e~°T appartenant & [0, 1[. Cette suite est donc croissante et conver-
gente et a pour limite la somme de la série. Ainsi :
lim A(k) = —4
k=00 (k) 1—e T

et ce nombre est le meilleur majorant de la suite (A(k)), -
La dose de médicament ne dépassera pas M si et seulement si ﬁ <M,
inéquation équivalente a T > —% In (1 — %)

3. Si la demi—vie du médicament est de 120 minutes, on a :
—120c __ 1 In2
2’ 120
L’intervalle minimal séparant deux injections successives est donc :

e i.e.c=
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- 120 _ 50y o
T, = h121n( 500)_18,24mn

Ainsi une prise de médicament toutes les 20 minutes sera satisfaisante.

Exercice 1.28.
+oo  _

1. Pour quelles valeurs réelles de x, l'intégrale / eizdt est-elle
o @+

convergente ?

+oo —zt
2. Pour z > 0, on pose f(x) = / ﬁ dt. On veut écrire f(x) sous la
0

n
forme 3 (—1)¥! k—,{ + R, (z), avec R, (z) & déterminer, en vue d’obtenir une
k=1 €

valeur approchée de f(x).

+o0o
a) Pour tout k£ € N, on pose I}, = / tF e~ dt. Etablir la convergence
0

de cette intégrale et donner sa valeur.

b) Montrer que pour tout ¢t > 0 et tout n > 1, on a :

1 = k—17.4k—1 nnt"™ 4 (n+ 1)E"
= -1 kt -1
e 2 (0

c¢) En déduire que f(z) = > (—1)k’1k—,£ + R, (z), avec un R, (z) que l'on
T

donnera sous forme d’une intégrale convergente.

(n+1)!

d) Montrer que pour £ > 0etn € N*, on a: |R,(z)| < (n + ) s

3. En déduire une valeur approchée décimale de f(100) & 1076 pres.

Solution :

1. La fonction a intégrer est continue et positive sur R*.
1
(1+1¢)°

I'intégrale proposée est convergente.

Si x < 0, alors pour t assez grand, cette fonction est minorée par 1 et la
divergence de l'intégrale est triviale.

Si z > 0 elle est majorée par t qui est intégrable sur R, donc

—+o0 ot
e
—~—— dt converge <=z > 0
/0 (1+1)° &

2. a) La convergence est évidente et par le changement de variable u = xt, il

vient :
—+o0
1 ko—u Lk+1) _ k!
IA = - d = - = A
k xk+1/0 uve U S s

b) Par 'identité géométrique, pour n € N* et ¢ > 0 :



Analyse 49

n ) 1— (_t)n—i-l
k==Y
S0 =15
Par dérivation : ( o ) o
& _ D" (1 +¢t) —t"
_lkktk 1 _ 1 +_1nn+
P arnr Y (1+0)7?
Ce qui est le résultat demandé, aux positions des termes pres.

c) Ainsi, toutes les intégrales rencontrées étant convergentes :

n 400 ,m41 n
f(CE) = Z(—l)kflkfk_l +(_1)n/0 nt™t +(n+1)t

e vtdt
k=1 (1+1t)?

f@)= £ (D Rue),

+o0 n+1_ n
avec Ry (z) = (_l)n/ nt +(n+ 1)t o=t dt

0 (1+1)°

+oo
d) |R,(z)] < / (nt"™ 4+ (n + 1)t")e *'dt = nl,11 + (n+ 1)1,
0

n+1)! ! n+ 1)!
Done : |Rn(x)] < n(xTZ,) 1)y = (mT)(nm)

(n+1)!

100"*2
est réalisé pour n > 3 et donc :

3. Avec z = 100, on veut (n +100) < 107°. On voit alors que ceci

~ 1 2 6 _
F(100) = 155 ~ 15000 T Toooooo — 2009806

I'erreur commise étant majorée par 107°.

Exercice 1.29.

Soit f l’application définie sur R par f(z) = zcosz — sin z.

1. Montrer que, pour tout n > 2, il existe un unique =z, appartenant a
Inm,nm + /2] tel que f(z,) = 0.

2. Donner un équivalent simple u,, de z,, lorsque n tend vers l’infini.

3. Déterminer lim [z, — nn].
n—o0

Solution :

1. L’étude de V'équation f(x) = 0 sur lintervalle I,, =|nm,nm + 7/2[ est
équivalente a I’étude de I’équation g(z) = x—tanz = 0 sur le méme intervalle.
La fonction z — g(z) y est de classe C! et ¢'(z) = — tan?(z) < 0.

La fonction g est donc strictement décroissante sur I, et induit une bijection
de I, sur Jnm, —oo[. Il existe donc un unique z,, appartenant a I, tel que
g(zn) =0, donc tel que f(z,) = 0.

2. Comme n7 < z,, < nw + 7/2, on a immédiatement x,, ~ nr.



50 ESCP-EAP 2002 - Oral

3. Posons z,, = nw + % — &5, On sait déja que 0 < &, < %
Onanr+ T —ep=tan(nr+ T —¢,) = —L1
2 ( 2 n) tan(e,,)
Par conséquent tan(e,) = —————— — 0. On en déduit lim &, = 0,
n— 00

nmw + 5 —&p n—oo
soit :

i _ i
i [en —nml = 3
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