1
ANALYSE

Exercice 1.1.

On considere une fonction continue f de ]0,+oo| dans RT qui vérifie les
hypotheses (H) suivantes :
i) f(1) =0,
ii) f dérivable en 1 avec f'(1) # 0,
iii) (x — 1) f(x) > 0 pour tout x > 0 et & # 1,
VT

iv) lim Y= =0.

a—ot f(z)
On pose pour z >0 et z # 1, G(x) = / ﬁdt.

1. Montrer que G est ainsi bien définie. Quel est le signe de G(x) ?

2. a) Montrer qu’au voisinage de 1, f(x) est équivalent a (x — 1) f/(1).

2

b) On pose H(z) = ﬁ/ ﬁ dt. Calculer }Lml H(x).

¢) Montrer que H(xz) — G(z) tend vers 0 quand x tend vers 1.
d) En déduire que G se prolonge par continuité en 1 et donner la valeur A

permettant ce prolongement.

3. Montrer que G se prolonge par continuité en 0T par 0. On note G la
fonction ainsi prolongée en 0 et en 1.

4. Soit F' une primitive de % sur |0, +oo[\{1}. Exprimer G en fonction de F.

En déduire que G est de classe C! sur |0, +o0o[\{1} et donner expression de
G’ en fonction de f.

5. Montrer que la fonction f : x — Inz vérifie les hypotheses (H). Etudier

les variations de la fonction G associée, en particulier la limite en 400 et la
dérivabilité en 1.
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Solution :

l.xPourz €]0,1[,ona: 0 < 22 < x < 1. Ainsi f(¢) # 0 pour tout ¢ € [22, z],
ce qui montre que G(x) est bien défini. Par ailleurs, G est positive sur cet
intervalle, puisque f(t) < 0 et que les bornes d’intégration sont dans 1’ordre
décroissant.

xPour x > 1,0ona:1<ax<a? Ainsi f(t) # 0 pour tout ¢ € [r,2?%], ce qui
montre que G(x) est bien défini. Par ailleurs, G est positive sur cet intervalle,
puisque f(t) > 0 et que les bornes d’intégration sont dans 1’ordre croissant.

2. a) Par définition de la dérivée en z = 1, on a au voisinage de 1 :
F(@) = F(1) ~ (@ = 1 (1)
On obtient le résultat demandé puisque f(1) =0,
b) Il suffit d’intégrer pour obtenir :
Injz+1]  In2

1
lim H(z) = lim ——(In|z® — 1| —In|z — 1|) = lim

el z=1 f'(1) =1 f(1) f1ay
. . , .. 1 1
¢) On sait, par la question 2. a), qu’au voisinage de 1, ~ .
f@)  (@-1)f01)
Ce qui s’écrit - 1 = O(x l 1), ou encore :

fl@) (-1 1) @
pour tout € > 0, il existe § > 0 tel que si 0 < |t — 1| < 4, alors :
‘% _ L’ e 1
t-=1f1)  f(t) It —1]
On integre cette inégalité entre = et x2, en séparant les deux cas x < 1 et
z > 1.

— Si x> 1, prenons z tel que 2% < 1+ 6, alors [x,2%] C|1,1+ 4] et :
12 [172
1 1 dt
\H(z) — G(a)] g/ |~ Lt < s/ At cin(p 1)
— Si x < 1, prenons = tel que 1 — & < 22, alors [2%,2] C [1 —6,1[ et on
conclut de méme.
En regroupant les deux résultats, on a donc :

pour z assez proche de 1, [H(z) — G(z)| <eln(z+1) <eln3

Donc :
hml[H(x) —G(z)] =0.
d) Ainsi G et H admettent la méme limite en x = 1, soit ;}1(%
s . , . 1 1 .
3. Par la propriété iv, on sait qu’au voisinage de 0, —— = o(—~), ce qui
prop q g o) ( \/5) q

montre la convergence de l'intégrale de % en 0.

Lorsque z tend vers 0, il en est de méme pour 22 et donc lim G(z) = 0.

rz—0t

4.On a G(z) = F(2?) — F(x). Donc G est de classe C* sur R%.\ {1} et, pour
tout © > 0 tel que z # 1 :

") = 20 1
GO =50 T
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5. Les hypotheses i et ii sont trivialement vérifiées. Il est clair que pour z > 0,

tel que x # 1, on a (x — 1)Inz > 0 et que lim+£ =0. Ainsi f:x — Inzx
z—0
vérifie les hypotheses de 'exercice.

Or G'(z) = xl_ L > 0. Ainsi @G, (donc aussi G) est croissante.
nx

Par théoreme, le fait que G” ait une limite en 1 montre que G , qui est continue
en 1, est dérivable en 1, avec : G'(1) = thrq G'(t) = 1.

-z _2t—x
In xQ 21n X
lim G(z) = +o0.

r— 400

Enfin, pour x > 1, on a: G(z) > , ce qui entraine que :

Exercice 1.2.
Soit a et b deux réels tels que a < bet f une fonction de classe C? sur I = [a, b].
On suppose que f’ est strictement négative sur I, que f est convexe sur I et
que f(a) > 0et f(b) <O0.
1. a) Montrer qu’il existe ¢ € ]a, b[ tel que f(c) = 0.

b) Soit v un réel de I. Montrer que I’abscisse de 'intersection de la tangente
a la courbe de f au point d’abscisse u et de I'axe des abscisses est égale a

f(z)
fi(x)”

On définit la suite (x, )y, par : zg € [a, [ et pour tout n € N, z,,11 = g(zp).

2. Soit g la fonction définie sur I par g(z) =z —

a) Montrer que la suite (z, ), converge vers c.
b) A Taide de I'inégalité de Taylor-Lagrange, montrer qu’il existe deux
réels strictement positifs m et M tels que pour tout = de I :
M
l9(z) — ol < (x —0)?5-
¢) En déduire qu’il existe un réel k strictement positif tel que pour tout
naturel n on a I'inégalité :

|z, — ¢ < k(%)zn.

Solution :

1. a) La fonction f est continue, strictement décroissante sur U'intervalle [a, b]
et vérifie f(a)xf(b) < 0. Le théoréme des valeurs intermédiaires (version
stricte, dite aussi théoreme de la bijection) permet d’affirmer l'existence et
l'unicité de ¢ €]a, b[ tel que f(c) = 0.

b) L’équation de la tangente & la courbe représentative de f au point
d’abscisse u est donnée par y = f'(u)(z — u) + f(u).
Cette droite coupe 1'axe des abscisses en un point d’ordonnée nulle, donc son
abscisse x vérifie :

2. a) La fonction g est dérivable sur [a, b] et pour tout x de cet intervalle
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o H@) @)
g'(z) fIQ(x)

* Pour x € [a,¢], on a: f(z) > 0 (puisque f est décroissante et f(c) = 0) et
comme f”(z) > 0, la fonction g est croissante sur [a, c], et g(c) = ¢ entraine :
pour tout x de [a, b],g(z) < c.

* Pour z € [a,c], on a f(z) =2 0et f/(z) <0, donc g(x) > = > a.
Ainsi, Uintervalle [a,c] est stable par la fonction g. Comme z¢ € [a,c], on
obtient par récurrence immédiate que pour tout n > 0,x, € [a,c].
On a également, pour tout n > 0 : x,41 — x, = g(,) — x, = 0.
Ce qui montre que la suite (x,), est croissante, majorée par ¢, donc
convergente vers une limite .
Puisque g est continue, ¢ vérifie g(£) = ¢, soit f(¢) = 0, et finalement
{=c.

b) La fonction f est de classe C? sur [a, b]. L’inégalité de Taylor-Lagrange

donne, pour tout z € [a,b] :

1£(0) = F(z) — (c— 2)f'(z)] < &=

2
T
o) supyeen £(0)
(C - I)z "
< T SUD¢c(a,b] ‘f (t)|

Or on sait que |f’| est une fonction continue sur [a,b] qui ne s’annule pas :
il existe donc deux constantes m et M vérifiant 0 < m < M telles que, pour
tout x € [a, b] :

N

m < |f'(x)] < M
Ceci donne :
f(C)/—f(x) —(c—2)| < (c—2)
f'(x)
soit : ,
l9(a) — o < LT M
c¢) Posons A = % Pour tout n de N, on a :
|Tnt1 — e = g(zn) — | < Az —cf?.
D’ou :
|71 — ¢| < Mxg — ¢f?, puis |z2 — c| < Mz — ¢)? < N3z — |4,
|3 — c| < Mg — ¢)? < X'(x9 — ¢)® et par une récurrence élémentaire :
VneN,|z, —c < D c|2n
ce qui s’écrit encore :
VneN, |z, —c <

~1_2m
On prend donc k = X =

%(Mxo — c|)2n

Exercice 1.3.

Foo ot _ ot
Pour = > 0, on pose : f(z) = / — dt.
0

1. Montrer que f est bien définie sur R . Préciser le signe de f(x).

2. Montrer que f est croissante.
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3. A l'aide de transformations simples, montrer que pour a > 0, on a :

“+o00 ¢ —at “+o0 ¢ “+o00 ¢ Ta
/ ﬂdt:/ Ldt_/ Ldt:/ e gt
a t a t xra t a t

4. a) Montrer que pour t > 0, on a 0 < 1 — et < . En déduire

Tra

—t
lim Qﬁilﬁ.

a—0t [,

b) En déduire que f(z) =Inz.

1
5. A T'aide d’un changement de variable simple, montrer que / uln_ul du =
0
In 2.
6. Soit z > 1 fixé. On considere la fonction g définie sur R par :
0 sit<0
t) = —t —xt
9= e s
tlnx

a) Montrer que g est une densité de probabilité.

b) Soit X une variable aléatoire admettant g pour densité. Montrer que X
admet une espérance et une variance que l'on calculera.

Solution :
e—t _ e—act
t

Par négligeabilité classique, au voisinage de +o0, |p(t)] < t%’ ceci pour tout

1. La fonction ¢ : ¢ +— est continue sur lintervalle ]0, 4+o0[.

+oo
2 > 0. Donc / ©(t) dt converge.
1

Au voisinage de 0, un développement limité de la fonction exponentielle donne
}irr(l) ¢(t) = — 1. La fonction ¢ admet donc un prolongement par continuité

1
en 0, et I'intégrale / (t) dt est «faussement impropre ».
0

En résumé, pour tout x > 0, f(z) existe bien. De plus, comme z > 0,
et —e " >0et f(x) >0 sur RT*.

2. S0it 0 < & < y. Pour tout ¢t > 0, on a e”* > e ¥, donc e7? — e % <
e~ ! —e ¥t ce qui entraine que f(z) < f(y).

too g too
3. Soit @ > 0. Chacune des intégrales / ert et / ert est
a

a
convergente (voir la premieére question). On peut donc écrire :

“+oo ¢ —at “+o0 ¢ +oo ot
€ —€ g — e " g e
/ - (ﬁ_/ —dt / — dt
a a a

Le changement de variable de classe C!, bijectif, u = xt dans la seconde
intégrale donne :

too 4t too 4 too 4
e " —e _ e _ e
/ 7 dt—/ 7 dt / 7 dt
a a ra

et la relation de Chasles donne :




10 ESCP-EAP 2005 - Oral

too ¢ _at Ta 4
e t—e _ e
[Tt [t
a a

4. a) L’inégalité des accroissements finis pour u — e~
donne 0 <1—e " <t

za _, za
/ € t_ldtlg/ dt = a(z —1)

* sur l'intervalle [0, ]

Donc, pour x > 1 :

ce qui entraine que : o

—t
lim [ —=Llar=0
a—0 f, t
On procede de méme pour z < 1.
xra
b) Comme / d _ 1, x, on peut écrire

t
aacae_t acae_t 1
‘/ Tdt—lnx’: / T dt < la(z — 1)]
za 4
Et donc : lim € dt = Inz. Cest-a-dire f(z) = Inx.

a—0 a t

5. L’application ¢ — u = e~ est bijective de classe C! de [0, +oo[ sur 0, 1].

Donc :
+oo —t —axt 1 x—1
lnx:f(a:):/ € _—¢ dt:/iu —1 gy
0 ¢ 0

Inu

Inu

1
Donc 1n2:f(2):/ u—1 g,
0

+oo
6. a) La fonction g est continue sur [0, +00[ et positive. De plus / g(t)dt =
0

1. La fonction g est donc une densité de probabilité.

“+oo
b) On a E(Y) = /0 tg(t) dt = =1

22 —1
2?Inz

ot B(Y?) = /O+Oot29(t) it =

Ce qui donne :
(x—D[(z+1)Inx — (z —1)]

22 lnz

V(Y) =

Exercice 1.4.

1
1. Soit (n,p) € N2, Etudier Pexistence de Iintégrale I, , = / t"(Int)P dt.
0

La calculer lorsqu’elle existe.

Yt g

2. Pour quelles valeurs de x réel, I'intégrale / ot dt est—elle conver-
0

gente 7

On définit ainsi le domaine de définition D d’une fonction F' par, pour tout

reD:
Lt
F(I)Z/O i dt
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a”
|

“+00
3. On rappelle que pour tout réel a, on a : e® = ol
n=0 '"*

a) Btudier la fonction g définie sur Dintervalle ]0,1] par g(t) = tInt.

b) Soit z € D, ¢ €]0, 1]. Montrer que la série Y uy converge, ol :
k=1

_ 2Ft(tint)F !
A TR

¢) Montrer que pour tout € D, pour tout n € N* :

P - S [ 2 mee)a
() = > i lee1 = | 3 k't(t nt) t

k=n+1
En déduire une expression de F' sous forme d’une somme de série pour des
valeurs de = a préciser.

Solution :

1L.xSin>1letp €N, p,,:t—t"(Int)? est continue sur |0, 1] et se prolonge
par continuité en 0 en posant ¢, ,(0) = 0.
1
* Pour tout p de N, ¢ +— (Int)? est continue sur ]0, 1] et I'intégrale / (Int)? dt
0

converge car on a (Int)? = 0(%) au voisinage de 0.

L’intégrale définissant I, , est convergente pour tout (n,p) € N2,
Pour p > 1, préparons une intégration par parties :
u(t) =t = u(t) = n%rlt"“ so(t) = (nt)P = V/(t) = %’(mt)f)—1
Comme lién uv = 0 et u(1)v(1) = 0, U'intégration par parties est légitime sur
Iintervalle d’intégration et donne :

D = =g o

Et, par récurrence descendante :

Ly = <—1>pﬁzn,o - <_1)pﬁ / i df (i—ﬁ

On constate que la formule obtenue est encore valable pour p = 0.

e:vtlnt o
Int

e au voisinage de 0, ¢

2. La fonction ¢ : ¢ +— est continue sur |0, 1], et comme e*—1 b u:

t) ~ xt, donc %ir% o(t) = 0.
e au voisinage de 1, p(t) ~ xt, donc }mi o(t) = x.

Ainsi ¢ est prolongeable par continuité sur [0, 1], et F'(x) existe pour tout x
réel.

3. a) Une étude rapide montre que g est décroissante sur [0, 1/€], et croissante
sur [1/e,1]. Elle s’annule en 0 et en 1. Elle reste donc négative sur [0, 1] et
atteint son minimum en 1/e, ce minimum valant —1/e.

oFt(tInt)k—1

b) Posons uy(t) = — On a u(0) = ug(1l) = 0.
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k
Pour ¢t €]0,1[, on a ug(t) = ﬁx%, qui est le terme général d’une
série de référence convergente et : .
e 1 xtint 1 xt
k21Uk(t):mx(e —1)=m><(t —1)

c¢) Ainsi
Yoo (gt Int)
F(x) = S dt
(@) 0 kX::I kl(Int)

n g [l 1
=3 % th(Int)*=1dt +
k=1 " JO

= ,Ik k—1
> Lot(tlnt)k Lt

0 k=n+l1 k
—iﬂl + 1R(tdt Rt—+oo 2y (1 n )L
= |tk k=1 n ) , avec n()_ Z k! ( n )
k=1 k! 0 k=n+1 "*

Or, pour ¢t €]0,1] :

gk k—1 X gk k-1 .
R < S Tlgmft < 8 L) (voir 3.a))
. k=n+1 "v*

k=n-+1
et donc : ) .
T k1 k1 X (z/e
/ Rn(t)dt‘ < X %(%) —o 5 (el 2') —
0 k=n+1 7 k=n+1 © (n—doo)
comme reste d’une série convergente.
Ainsi :
)= & Blr = 5 (-2
T) = Tylek-1 = - %
= k! = k(k + 1)

Exercice 1.5.
On considere la fonction f définie sur |0, +oo[ par :

z+1 _Inz
f(x)z{xlXQ six#1

1 siz=1

1. Montrer que f est de classe C! sur son domaine de définition.

2. Construire le tableau des variations de f et montrer que pour > 1 on a

flz) < =
Soit a un nombre réel tel que a > 1.

3. Justifier Pexistence d’une suite (x,),>0 de réels vérifiant xy = a et pour
tout entier naturel n, x,11 = f(x,).

4. Prouver que cette suite converge et déterminer sa limite /.

5. Ecrire un programme Pascal permettant d’obtenir la premiere valeur de n
pour laquelle |z,, — ¢] < 1072

6. Montrer qu’il existe un entier ng tel que pour tout n > ng :
[@ns1 =) < glwa — ¢

7. En déduire que la suite (z,, — £),, est négligeable devant la suite (1/2"),,.

Solution :
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1. La fonction f est continue sur |0, 1{U]1, 400[, comme quotient et produit
de fonctions continues.
Au voisinage de x = 1, on écrit x = 1 + h. Alors :
In(1+nh
f(x):yx¥w(1+%)_>1
Ainsi f est continue sur |0, +oo].

Sur |0, 1[U]1, +o0[, f est dérivable comme quotient et produit de fonctions

dérivables. Pour tout = # 1
f/(z):x—l—lnx 1

(x—1)2 2x
Cette fonction est continue sur |0, 1[U]1, 4o00[. En posant = 1+ h, il vient :
h—In(1+h) 1 1 1
(14 h) = - S SPY| p— 0
Fa+h h2 s i 2 oM TRy o

Par théoréme, f est de classe C' sur R et f/(1) = 0.

2. La concavité de la fonction logarithme permet d’écrire, pour x > 0 :
Inz <2 — 1. Le signe de f'(z) est celui de g(z) = —2xInz + 2% — 1.
Or ¢'(x) = —2(lnxz — (z — 1)) > 0. La fonction g est donc croissante et
g(1) = 0, ce qui prouve que g est positive sur |1, +o0o[ et négative sur ]0, 1[.
Ceci permet de conclure que f est décroissante sur |0, 1] et croissante sur
]1, +o0]. De plus, pour > 1 :

fa) = gEp iy < il <o
3. Comme f est croissante sur |1, +oo[ et comme f(1) = 1, on montre par
récurrence immédiate que si xg > 1, alors, pour tout n > 0,z,, > 1.

4. On sait que pour tout n > 0, z,41 = f(zn) < z,. La suite (x,) est
décroissante, minorée par 1; elle converge vers £ > 1 qui vérifie f(¢) = ¢
(puisque f est continue). L’unique point fixe de f étant 1, il vient £ = 1.

5. Voici une proposition de programme :

PROGRAM Boucle

Var n : integer
a : real;

Begin

n :=0;

Readln(a) ;

Repeat

n := n+l;

a :=(a+1)/(a-1)*1n(a)/2
Until abs(a-1)<=0.0001 ;
Writeln(n) ;

Readln
End.

6. Par le théoreme des accroissements finis, comme f est continue sur [1, z,],
dérivable sur |1, z,], il existe ¢, €]1,z,[ tel que zp41 — 1 = f'(en)(zn — 1).
Comme la suite (z,,) tend vers 1, il en est de méme de la suite (¢y,), et comme
f! est continue, on a ngrfoo f(en) = f'(1)=0.
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11 existe donc ng tel que pour tout n = ng, 0 < f/(¢,) < %
7. Donc, pour tout n = ng, |z, — €| < (%)nfﬂomno — /.
Ainsi : lim % =0.
Exercice 1.6.
Soit (E) I'équation différentielle : (1 — z)%y’ = (2 — z)y.
1. Intégrer (E) sur l'intervalle I =]—o0, 1].
(On pourra remarquer que (12__;)2 =1 Ea: + a —1:5)2 )
1
Soit f la fonction définie sur I par f(z) = T 1 Sel=z

2. a) Donner le développement limité de f au voisinage de 0, a 'ordre 2.

b) Etudier les variations de f sur I.

3. Montrer que pour tout entier naturel n, il existe un polynome P, tel que :

Vo el f™(z) = Pn(llx)eﬁ

. . . ,
Préciser la relation entre P, 11, P, et P,,.

4. a) Déterminer le degré d,, de P,.

b) On appelle valuation d’un polynéme P, le degré du monoéme de plus
bas degré de P. Par exemple, si P(X) = 4X7 + 3X* — 5X?, la valuation de
P est égale a 2.

Déterminer la valuation v,, du polynome P,.

5. En dérivant n fois les deux membres de 1’équation (E), montrer que pour
tout n >0 :
P,1(X)=(2n+1)X + X?)P,(X) —n?X?P,_1(X)
P(X)
Xvn,

, et soit a, = Q,(0), b, = %o

Soit @, le polynéme défini par Q,,(X) = i

et ¢, = b, —b,_1.

En exprimant ¢, 1 en fonction de ¢, exprimer a,, en fonction de n.

Solution :

1. Pour x €]—00,1[, on a (1 — z)? # 0. Donc :

20 () = (2 — 2Vl y(@) _ 2—2 _ 1 1
(1—2)%y(z) = (2 )y()@y(x) G-zf Tz -2y
y'(x)

z — In|y(z)| est une primitive de x — et deux fonctions ayant méme

y(x)

dérivée sur un intervalle different d’une constante, donc x — y(x) est solution

de (F) si et seulement s’il existe C' € R tel que :
Ve<1ln|y(z)|=C—-In(1—=z)—

Comme y(z) # 0, y(z) garde un signe fixe et :

9

1—2z
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y(x) = T I—(m exp (ﬁ), avec K = +e¢

2. a) Au voisinage de 0, la fonction f est de classe C°°. On peut donc écrire :

F) = F(0) +2(0) + 57 £(0) + o(a?)
Or f est une solution de I’équation différentielle précédente. Donc f/(0)
2£(0), et (1 —2)*f"(z) —2(1 —2)f'(z) = (2—2)f'(2) — f(z) = [f"(0) =
41(0) = f(0)
Finalement f(0) =e, f/(0) = 2e et f”(0) = Te, soit :

f(x) =e+ 2ex + %I2 + o(x?)

1

b) C \ tout < 1, f/(x) = —2—=2Z_ _ _2—x_ Tz,
) Comme, pour tout x , () e f(x) = $>3e on a
f'(z) = 0sur I =]—o0, 1[. La fonction f est donc croissante sur cet intervalle

et induit une bijection de I sur |0, 4o0].

3. Montrons cette relation par récurrence sur n.
* La relation est vraie pour n = 0, avec Py(X) = X.

* Supposons que £ (z) = P"(l E

1
)eﬁ7 on a alors :
x
(1) () — 1 i1 1 1 ] s
f ({17) [(1_58)2]371(17:5)—"_(1_1,)2Pn(171;) el
La relation est donc vraie au rang n + 1, avec :
Poi1(X) = X2(P(X) + Pa(X))

On conclut par le principe de récurrence.
4. a) On sait que deg(Fy) = 1. Notons d,, = deg(F,,).

Alors, par la relation précédente, d,,+1 = deg(P,+1) = dy, + 2 et pour tout
n =0,

d, = 2n + 1.

b) On sait que vg = 1. Si on écrit, dans I'ordre des puissances décroissantes :

P,(X) = 2% + - + a,z¥, alors :
P (X) = X?(P(X)+ Po(X)) = X&F2 4 4 v, X0t
Donc vp41 =v, +1let v, =n+1.
5.0na: ;ﬁc—nn((l — )%y (z)) = %((2 —z)y(z)).
soit, par la formule de Leibniz :
(1 =)y () = 2n(1 = 2)y")(z) + n(n — )y (z)
= (2 - 2)y™(z) — ny™ =V (2)

ou encore :
(1) () — 21, (n) 1 1 YR S

e . —_1 .

soit en posant X = -z

Poi1(X) = ((2n +1)X + X2)P,(X) — n2X2P, 1(X)
Ainsi :
Quia(X) = Pttt

X+ =2n+ 1+ X)Qn(X) — nQanl(X)
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et anr1 = (2n+ 1a, — na,_1.

_ Qn i o _2n+1
En posant b,, = n!,ll vient b,41 = P b n—|—1

bn+1 — by = nL_,'_l(bn - bn—l)

En posant ¢, = n(b, — b,—1), il vient ¢,41 = ¢y
Finalement, pour tout n > 1, ¢, = ¢; = by — bg = 0. Donc, pour tout n > 0 :

b, =by =1 et a, =nl.

bn 1, 0Uu :

Exercice 1.7.

1. Soit a € R’}. On définit la suite (u ) ns0 Par récurrence sur n en posant :

ug = a et pour n > Oun+1—un+u—
n

a) Etudier cette suite.

b) Prouver que pour tout n >0, on a: u2,; =a?+ Z ) + n(n +1).
k=1 U

¢) En déduire un équivalent de u,, lorsque n tend vers I'infini.

2. On considere une suite (ay,), -, de réels strictement positifs et on définit
>
la suite (un),>o par récurence sur n en posant :

up = ag et pour n > 0, up41 = up + fT"
n
a) Donner une condition nécessaire simple, portant sur la suite (a,), .,
=
pour que la suite (“”)n>o converge.

2

b) Montrer que pour tout n > 1, on a : u2 = a3 + Z ak +2 E ag.
=0 uj =0

¢) En déduire une condition, portant sur la suite (an)n>0, equwalente ala

convergence de la suite (un)n>0.
=

d) On s’intéresse au cas ou a, = ™ avec r €0, 1. Justifier la convergence
de la suite (uy),~, vers une limite que I’on notera £. Donner un équivalent
=
de ¢? — u?2 lorsque n tend vers I'infini.

Solution :

1. a) On montre, par une récurrence immédiate, que pour tout n > 0, u, > 0,
donc u,, est bien défini et comme w11 —u, > 0, la suite (u, ), est croissante.

Supposons que cette suite soit majorée. Dans ce cas elle convergerait vers une
limite £ et on aurait : 0 = hm (Upt1 —up) = lim uﬂ La contradiction

n—-+4oo n—-+oo Unp

est claire.
La suite (u,), positive, n’est pas majorée et est croissante. Elle tend vers
+00.
b) Pour tout n € N
n n k2
2 kg = 3 (g4 +2k) = Z ui + Z ” >+ o+ 1)
= k

Par soustraction, il vient :
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(%) u%+1—a+2 2+n(n+1)
=0 Up,

¢) On remarque que 1'égalité précédente montre que pour tout k > 1, on

> VRE- 1) don By < K<

2
Ug

On reporte cette inégalité dans la relation (). Il vient :
)

u%+1<a2+?+k22m (TL+1

1

<a®+ =5
a

+2(n—1)+n(n+1)

1

soit : n(n+1) <ul,; <a’+ = +2(n—1)+n(n+1). On en déduit que :
a

Uy ~ N.

a) La suite (a,), étant une suite positive, on en déduit immédiatement
que la suite (uy, ), est bien définie, a termes strictement positifs, et qu’elle est
strictement croissante.

Supposons qu’elle converge vers une limite ¢, avec £ > ag > 0. Il vient :
T o _ 1 Ay _ 1 .
0= nggloo(un+1 Un) nl{r—ir-loo Uy, nEI—sl:loo n

Ainsi, si la suite (uy), converge, alors la suite (ay,), tend vers 0.

b) La relation de récurrence permet d’écrire, pour tout n > 1 :
n—1 5 n—1 5 n—1 ai n—1
Do Uppr = D Ut Y EF2)) ak
k=0 k=0 k=0 Uk k=0

On en déduit la relation demandée :
o2

—a0—|—2 2+22ak
=0 Uy =

¢) * Si la suite (u, ), converge de limite ¢, la relatlon précédente implique
que :

n
{= lim un+1/22ak

Il en résulte, puisque la suite (a,), est & termes positifs, que la série > a,

converge.
* Réciproquement, si la série Y a, converge, alors lirf an, = 0; cela
n—-—1+0oo
~ 2 < N ir &’ . d 1 = 2
entraine que a; < an,, & partir d’un certain rang et donc que la série Y a2
converge. On a alors

<ag+ E ¥l +2k20ak
k -

Tzai‘FQZak ag+ -3 Z%JrQZak
0 k=0 k=0

Cela montre que la suite (uy,), est majorée, donc qu’elle converge.

d) Dans le cas ou a,, = r™, avec r €]0, 1], la question précédente montre
que la suite (u, ), converge, puisque que la série S r* converge. On a alors :

1—7"
—1 2
+20uk+ ><]. r
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puis par passage a la limite :

2
—14—2*2 —
k=0 Uk
D’ou :

Par suite, on a :

EQ—UQ)(l—r) 1
2" S t
Donc :
02 2 2"
n 1—r

Exercice 1.8.
Soit a €10, 1[. On définit la suite (Sn)n21 en posant, pour tout n > 1 :
n
1
Sn - 21 F
1. Montrer que, pour tout n > 1, on a
1—a
n+ —1 l—a
) Tt e cnt

2. Déterminer un équivalent de S,, lorsque n tend vers l'infini.

+1

1—a
3. On considere la suite (uy),,, définie par u, = %;1 -5y
a) Etudier la suite (Un) >0

b) Montrer qu’il existe un réel £ tel que S,, = %;1 + 04 0(1).

1
_1\n+1
4. Dans cette question on s’intéresse a la série ) #
(S
a) Prouver la convergence de la suite n — Z a
k=1

_1)nt1
b) En déduire la convergence de la série > % Calculer sa somme
no
en fonction de £ et de a.

Solution :

1. On utilise la technique de comparaison «série-intégrale », avec la fonction

t— tl“’ qui est positive, décroissante sur R .

On obtient, pour tout k£ > 1

k+1
1 g/ dt< 1
(k+1)* ~ J, ke

En sommant ces inégalités, il vient, pour tout n > 1 :

n n+1 1—a
Sur1—1= Y -l </ gty Toles,
k 1

:1(1€+1)a ta 1—(1 =
Soit : .
(n+1) flggn< ‘=14

1—a 1—a
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2. Par la question précédente :
1— _
<1+%> - llfagllfgsngl_ 1C£a

Par suite, lim 1 ;g Sp =1, ce qui est se traduit par :

n—-+4oo N

1—a
Sn ~ I .
(+00) 1-a
3. a) On voit que u, 11 — U, = (n+ 1)t —pla B 1
. q n+1 n T—a (n n l)a )

Ainsi U,41 = uy, si et seulement si :

n+l-n"%n+12>1-a
ou : )

a a
1+ 2> (1+ )
Soit p:x+—1+ax— (1+2)* ona:
Ve>0,¢0(x)=a—a(l+z aflzafa+20
50( ) ( ) (1 +x)1—a

Comme ¢(0) = 0, ¢ est positive sur RT. Il en résulte que la suite (uy,), est
croissante.

D’autre part, par la premiere question :

l1—a l1—a
n~*—(n+1) _ 1 1\1-a
—l1<u, < 1—a _(1_a)n17a><(1_(1+5) )
Le suite (uy, ), est donc une suite majorée par une suite convergente (de limite
nulle) : elle est donc bornée. Comme elle est croissante, on en déduit qu’elle

converge.

b) Il reste a poser £ = — lim wy,.
n—-+4oo

= ki3 (207 2
_ (2’“)17(1 -1 —a -1
=i + 04 e, — 27 (2 — +l+ep)
=2 =l tey, - 2%,
Ainsi : )
- 9l-a _q _
G va = S+ (-2t
b) On remarque que vo,y1 = Vo, + m Donc nll»r-s{loo Voni1l =
lim wq, et :
n—-+o0o
o (_1)k+1 _ l—a _ 1 _
> e =2 Dig= -0

>
Il
-

Exercice 1.9.

On note E le R-espace vectoriel des applications continues sur [0,1] et
a valeurs réelles. On note F; le sous-espace vectoriel de E formé des
applications de classe C! sur [0,1] et & valeurs réelles.
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Pour tout f € E, on désigne par L(f) la primitive de f qui vérifie
1

‘/Luxmﬁ:o

0

1. Vérifier que I'application L est ainsi bien définie et constitue une applica-
tion linéaire de E vers E.
2. a) Déterminer le noyau de L.

b) Montrer que I'image de L est incluse dans F;. La restriction de L &
réalise-t-elle un automorphisme de F 7

3. Montrer que pour tout ¢ de [0,1], on a : L(f / / flu du dz.

4. On pose LY = Id et, par récurrence, pour tout n de N*, L™ = Lo L™~ L.
Pour tout = de [0,1], on pose alors Py(z) = 1 et pour n > 1, P,(x) =
L™(Py)(x).

a) Calculer Py, Py, Ps.

b) Montrer que pour tout x de [0, 1] et tout n de N :

n—1

Pz +1)— P,(z) = <7fi i

c¢) En déduire la valeur de la somme > k2.
k=1

Solution :

1. La fonction f étant continue, elle admet des primitives et le théoreme
fondamental du calcul intégral permet d’affirmer que ses primitives sont de
la forme :

x— F(x /f Ydt +C = Fy(x) + C,
ou C est un réel.

1 1
La condition / F(z)dx = 0 fixe la constante C, avec : C' = —/ Fy(z)dx.
0 0

Il existe donc une unique primitive de f telle que / F(x)dx = 0.
0

La linéarité de l'application L se vérifie de facon immédiate. De plus F est
de classe C! donc continue sur [0,1]. Ainsi L est un endomorphisme de E.

a) Ona f € Ker L <= L(f) =0.
Or: L(f) =0 = Vtel0,1], [L(f)](¥) = f(t) =0. Ainsi Ker L = {0}.

b) L’application L n’est pas surjective puisque L(f) € C1([0,1],R) : il suffit
alors de donner un exemple de fonction continue sur [0, 1] et qui ne soit pas
de classe C1, la fonction x — |z — l| convient.

3.0n avuque Fy : t+— / f(t) dt est la primitive de f nulle en 0 et que

L(f)(t) = -C= /f M—A AﬂMde
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:/01(/0tf(u)du—/0xf(u)du)dmz/()l(/;f(u)du)dm

4. a) Un calcul immédiat donne :
2
Po=1,P(t)=t— 1, Pt)=1 -
On remarque que P»(0) = Py(1)

b) Montrons la relation demandée par récurrence sur n :
en=1: Pl(m—l—l)—Pl(a;):x—F%— (x—%) =1
e Supposons la relation vérifiée pour un certain n > 1. On sait que pour tout
xz,ona: P, (x) = P,(z). Donc :
n
L (Poyi(w+1) = Poa(z) - L3) = Palw +1) = Pa(a) -

n—1 0
n—1!

Ce qui entraine qu’il existe une constante C,, telle que :
n
Poii(z+1) = Poja(x) = L, +C,

n!
Mais, pour n > 1 :

Pn+1(1)—Pn+1(0):/0 P,’lﬂ(t)dt:/o Pn(t)dt:/o L(Po_1)(t)dt = 0

Ainsi C,, =0 et on a le résultat voulu au rang n + 1.
On conclut par le principe de récurrence :

2
¢) Pour n = 3, on sait que Ps(k + 1) — P3(k) = %, pour £ > 0. En

sommant :
n n 2
Pin+1) - (1) = 3 (P(k+1) - Py(k)) = 3 &
k=1 k=1

3 2
Or P5(t) = % - tz + % Ainsi :
Y K = 2[Py(n + 1) - Py(1)] = Mt UL 1)
k=1

Exercice 1.10.

1. a) Montrer qu’il existe une constante C, que I'on déterminera, telle que la

fonction f définie par :
—T

.e
f(z) = { 1+e
0 sinon

siz >0

est une densité de probabilité.
On note alors X une variable aléatoire admettant f pour densité.

b) Montrer que X admet des moments de tous ordres.

+oo
2. a) Que vaut, en fonction de n et k de N*, I'intégrale / z2ne=*(2h+1) gy 7
0

b) Déterminer la limite, lorsque N tend vers 'infini de

+0 on_—az(2N+3)
Ryn= [ et
N, /0 1 + 672z z

N
3. a) Calculer Y (—1)Fe=2ke,
k=0
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b) En déduire que pour tout n € N* :

42n) & (=1)F
m /;::0 (2k + 1)+

E(X?) =

. 4 (—1)k
Si I lace E(X?2 85 ()" ot P
c) Si 'on remplace E(X?) par - kZZ:O okt 1 montrer que lerrreur

commise est inférieure & 1073.

Solution :

1.a) Si C > 0, la fonction f est continue sur R* et positive. Enfin :
+oo “+o0 o o0 T
dr =C ————dx =C ——d
f(J?) <L /O 1+e—2x € /O 1+ (e—m)Q -z

— 400 _ _ T
R —C’Arctanl—C'Z

— 00

=-C [ Arctan e_””]

Donc f est une densité de probabilité pour C' = %

x

+o00o k —
b) Pour tout k > 1, l'intégrale / 1‘1677% dx est convergente, car la
0 (§]
o

x
—L —— est continue sur Rt et au voisinage de 400, elle
14+e 2

est équivalente & x — =

lim 2?xxFe™® =0.)
T——+00

fonction = +—

ke=* dont I'intégrale converge (car, par exemple,

2. a) Le changement de variable affine ¢t = z(2k + 1) donne :

—+oo
/ 2ne—e(2h+1) 4o — 2ne—t g — [(2n +1)
0

1 e
(2k+1)2n+1/(; (2k+1)2n+1
_ (2n)!
(2k 4 1)*+1
b) On peut écrire :

T on —(2N+3)z +oo !
‘/ e dw‘ < / a2re=@N+3)z gy — 4(2n).2n+1 — 0
0 1 +e 0 (2N —+ 3) N—+o00

3.a) On a JZV: (—1)ke=2ke = L= (ze)™

k=0 1+e >
d’our : N
o0 2n —x
B(X?n) = é/ 2z = iy
m 0 1 + e r
4 [T &
=4 [ e ) o R (a)
TJo k=0
4 X e
_ 4 Z (_1)k/ e—(21€—i—1)ar:x2ndaj + RN,n(-T)
T k=0 0

En prenant la limite en 400, il vient :

ony _ 4 o (7]-)]f
FE el ey

b) Les suites (Sa,,) et (S2,+1) sont adjacentes et par suite
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|B(X2) = 84 < |85 — 84| < 735 <107

1

Exercice 1.11.

On pose, pour (z,y) € (R%)?, G(z,y) = /
0

partie entiere.

vt 1t
t(t+ x)

dt, ou [.] désigne la

1. Montrer que la fonction GG est ainsi bien définie.

2. Montrer que pour tout z > 0 fixé, G(x,y) admet une limite positive finie
lorsque y tend vers +00. On notera par la suite G(x) cette limite.

3. Soit n € N* et y > 0; montrer que

G(n,y>;{/o"*ﬁdtéy*"t—[t1 q

et, en considérant la suite de terme général H(n) = nG(n), en déduire que :
=1n (& (nphHl/»
G(n)=1In (n(n) ).
1

4. Montrer que la série de terme général H(n)—H(n—1)— 5, est convergente.

En déduire un équivalent de G(n) lorsque n tend vers l'infini.

5. Donner un équivalent de G(x) lorsque x tend vers +oo.

Solution :

1. Si z > 0, la fonction rationnelle ¢t — m ne présente que le podle

0 sur Uintervalle [0,y]. Pour tout ¢ € [0,1], ¢t — [¢t] = t. Ainsi, la fonction

gy 1 T — t—|t] vaut 1
t(t+ x) i+

0, donc est intégrable sur [0, y].

sur [0, 1] et est prolongeable par continuité en

1
2.Pourtoutx>0ett>Lonaoggm(t)gt—Q.

+oo
L’intégrale / g (t) dt est donc convergente.
0

1 _ 1/ 1 i _t—1t]
3.0na ) n<t t—l—n)' Soit, en posant h(t) = 7

Gn,y) = (/yh(t) dt— /()yh(t+n) dt) = i(/oyh(t) dt/nnﬂ/h(t) dt)
/ h(t) dt — / yh(t) dt)

Comme pour tout ¢

=~

Donc :

Ainsi, pour tout n > 1 :
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H(n)= 1—L— dt
(n) /0( t)
ou, pour tout n > 1 :

1 n—1 prk+1
_ _k
H(n)—/o dt+k§:jl/k (1-%)at

n—1
=1+(n-1)+ % kln(1+1)
k=1

CommeH(k;):H(k—l)+1+(k—1)1n(kk ) et
H(k —

1)]+1,
il vient :

H(n)=n+In(n!) —nlnn et G(n) = H(n)

=In (%(n!)l/”)
4. Un développement limité a ’ordre 2 du logarithme donne :

H(n)_H(”_l)21—(n—1)1n(1+n£1):2(n1_1)+0(#)

SOil, €en Sommant

H(n) = Z

Z wg, avec y . wy absolument convergente

R‘\»—l

Donc :

H(n) ~ Wn o gm ~ Lo

5. La fonction z +— tt(t_+L1;J) étant positive, décroissante, la fonction G est
décroissante et pour x > 1, on écrit :

lz) <z <lz]+1 = G(lz]) <G2) <G(lz] +1)

et

2z < 22G(x) _ 22
lnxG(L 7)) < Inz hle(L z|+1)
Or :
] ~ |z]+1 ~ zetlnlz] ~ In(|z]+1) ~ Inz
o] Lol +1 ~ aethla) ~ Inlal+1) ~
Comme hrf |x] = 400, les termes extrémes de ’encadrement ont pour

limite 1 lorsque z tend vers U'infini (résultat de la question 4. aux points |z ]
ou |z| + 1) et donc, par le théoréme d’encadrement :

Inx
G ~ B

Exercice 1.12.

Soit f une fonction continue sur [0, 1] & valeurs réelles et A un réel donné. On
définit une suite de fonctions (uy,),en définies sur Uintervalle [0, 1] par, pour
tout = € [0,1] :
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uo(z) = f(x)
Vn 2 0,uyii(x) = /0 Ay, (t)dt

1. Montrer que pour tout n > 0, u,, est de classe C™ sur [0, 1] et donner, pour

tout k € [0,n], les différentes dérivées u de w,. En déduire que

wnia(o) = [ 3 D ) a

2. a) Montrer que pour tout x € [0,1], la série numérique > u,(z) est
convergente.

b) Soit u réel. Montrer qu’il existe Ny € N tel que pour tout n > Ny

00 |u|k 2|u‘n+1
Lo A
k:%;rl k! (n+1)!

¢) Soit n € N*. Exprimer Y ui(x) a laide d’une intégrale.
k=0
d) Soit ¢ € [0, z].

En écrivant e*@—1)

Il
18

g
2
&

]

B

sous forme d’une série, exprimer U(z)

fonction de f(x), e et / e M F(t) dt.
0

Solution :

1. Montrons le résultat demandé par récurrence sur n.
e Pour n =0, ug = f est continue sur [0, 1].
e Supposons que u, soit de classe C™ sur [0,1]. Alors, par le théoréme
fondamental du calcul intégral, u,.; est de classe C"*! sur [0,1] et pour
tout = € [0,1], uj, 1 (x) = Aun(x) avec u,41(0) = 0.
Par une récurrence immédiate, pour tout k € [0, n]
uS{“) = Mo,

et comme u,(0) =0 dés quen > 1:

Vn € N* u, (0) =, (0) = - =ull " (0) =0

Par la formule de Taylor avec reste intégral, il vient :
(K k st x—t)"
Uns1() = 3 uijl(o)% +/ U7(1++1 )(t)(T) dt
k=0 : 0 :

x . _on
:/O xee (D gy

S VL N e (M)

2.0) On s oo < 255 a0 =ip0lar < s 1ol B

Comme la série ) | n'| converge pour tout réel z, on en déduit que la série

> g (x) est absolument convergente pour tout réel positif ou nul z.

b) Pour tout u > 0 :

n+1'(1+ u u2 2+)< un+1 1

2 (n+2) (n+1"1— 25

k
U o~ _uU
k:zn:+1 KV (n+1)
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Donc si n + 2 > 2u, il vient :

¢) On écrit

n

3 usle) = S+ 5 [ WD poar

k=0

Fla)+ / <k21 X0 ftar

oo k—1 k—1
d) Comme A (IE:Z _t) = M=) il vient :
k=1
3 (o) = fla) + ) / (e = 3 A p e

= flz)+ A [ XEDf(t)dt - / ZAk“"_t) F(t)dt

N

Or, pour n assez grand

§[<x—t <2 |A<' O done

n!
Ak ) M —
Ainsi : o *
> unla) = fa) + 2 [ e p(e)ds
=0 0

Exercice 1.13.

Dans tout l'exercice, n désigne un entier naturel. Soit u et v les suites définies

par :

— | L 1 1 1
U =700 T 101*\/102+\/ V10010

— /L N S 1
Un=1\/100 * \/100 TtV 1000
avec n + 1 symboles /7, dans les deux cas.

On pose pour tout réel strictement positif a, et pour tout réel positif z,

fa(z) = \/ % t .

1. Montrer que les suites u et v sont bien définies.

2. Montrer que f199 admet un unique point fixe o que I'on déterminera,

que la suite v converge vers a.

puis

3. On admet que ug > 1. Montrer que u converge vers une limite [ telle que :

1< B8 <1,01.

Solution :
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1. Pour tout a > 0, les fonctions f, sont strictement croissantes de R™ dans
R*. On a:

Un = f100 © f101 © -+ © fi00+n
et

Un = f100 © fi00 © - -+ © fioo, (n+1) fois

Ceci permet d’affirmer que les suites (uy,)n et (vp), sont bien définies.

1
2_x—-— =0. La seule solution

2. Léquation f1p9(x) = x est équivalente & x 100

positive de cette équation est

. _ 100+ VI0400 _ 1+ v1.04

200 2
D’autre part, la fonction figg est strictement croissante sur RT et v, =
fio0(vn). La suite (v,), est donc momnotone. Or vy = 0.1 et v; =

0.1+ ﬁ > vg. La suite (v, ), est donc croissante.

Enfin, vg < a. Supposons que v, < a. Alors v,11 = f(v,) < f(a) = a.
La suite (v, ), est ainsi croissante, majorée par «. Elle converge vers le point
fixe positif de fi00 (qui est continue), donc vers a.

3. Montrons que la suite (u,), est strictement croissante.

On a:
{Un+1 = f100 © f101 © -+ © fi00+4n m)

Un = f100 © fi01 © - © fi00+n(0)
Or la fonction fipp © f101 © - © f100+n €st strictement croissante (composée
de (n+ 1) fonctions strictement croissantes de RT dans lui-méme) et comme

/ 1
m >0, on a Up41 > Up.

D’autre part ug < u, < v, < a. Donc la suite (uy,), est convergente. Elle
converge vers une limite 3 telle que g < a.
Comme on a admis que ug > 1, on a également 1 < 5 < a.

Enfin, la fonction x — /1 + x est concave sur [—1,4o00[. Ainsi, pour tout
r>-1,V1+zx <1+ %, I’égalité ayant lieu si et seulement si x = 0.

Ainsi v1.04 < 14 0.02 et a« < 14 0.01. Finalement, on a bien
1< p<1.01

Exercice 1.14.

On définit la suite (I,,)nen de fonctions réelles par :
1
VneN,Vz eR, I, (z) = / (1 — )" cos(xt) dt
0
1. a) Montrer que pour tout x et tout n on a : |I,(x)| < 1.

b) Calculer Iy(x) et I;(x).

2. a) Soit h € R ; montrer que pour tout x et tout n :
(I (x4 h) = In(x)] < |h.

b) En déduire que la fonction I, est continue sur R.
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3. a) En utilisant l'inégalité de Taylor-Lagrange, donner pour tous réels z, h
et t une majoration de
| cos(tx + th) — cos(tx) + thsin(tz)]
1
b) Pour z € R on pose J,(x) = —/ t(1 — t*)" sin(tz) dt.

0
Montrer que la fonction I, est dérivable sur R et exprimer I} (z) en fonction
de J,(x).

Solution :

1. a) Pour tout réel =, t — (1 — t?)"cos(xt) est une fonction continue
sur [0,1] donc intégrable sur ce segment. De plus, pour tout ¢ € [0,1],
|(1 —t2)" cos(wt)| < 1. Ceci entraine que |I,,(x)| < 1.

1 .
b) Pour x # 0 Iy(x) = / cos(xt)dt = Sl% et Ip(0) = 1.
0
Deux intégrations par parties successives donnent pour x # 0 :
1 .
Li(z) = / (1 — t2) cos(xt)dt = w
0 x
et I;(0) = %

2. Soit h réel. On peut écrire :

(@ + h) — Lo (2)] = )/0 (1~ 12" cos(at + th) — cos(at)) i

< /0 | (cos(wt + th) — cos(at))| dt

Or

| cos(at + th) — cos(wt)| < [th| sup |cos'| < [th]
[zt,xt+th]
On en déduit que :

1
|In(x+h)—fn(:c)|</ |th|dt:@
0

b) Ainsi, pour tout z, %ir% I,(z + h) = I,(z), ce qui montre la continuité
de I,, sur R.
3. a) Appliquons 'inégalité de Taylor a ’ordre 2 pour la fonction cosinus sur
Uintervalle [tx,tz 4 th]. II vient :

212

272
cos(tz + th) — cos(tx) + thsin(tz)| < t°h” sup |cos” | <
2 2

[tz tx+th]
b) En utilisant le résultat précédent, il vient :
A(h) = [In(x + h) = In(z) — hn ()|

= ‘/01(1 — %)™ (cos(tw + th) — cos(tx) + thsin(tw))dt’

1
< / | cos(tz + th) — cos(tz) + thsin(tx)|dt
0
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1
t2h? , _ h? _
§Aj7ﬁ—6—dm

Par conséquent :

I,(x+h)—I,(x
) Z1n@) _ (@) = o(1)

Ceci montre que I,, est dérivable en x réel et que I}, (z) = Jp(x).

Exercice 1.15.
Soit ¢ € [0, 1]. On définit la suite (uy(t)),>, par récurence en posant

ug(t) =0et Vn =0, upt1(t) = un(t) + % [t — un(t)?]

1. a) Montrer que 0 < u,(t) < v/t pour tout entier n.
b) Prouver que la suite (un(t)),, est croissante.

¢) Montrer que la suite (uy(t)),> est convergente et déterminer sa limite.

2. On va maintenant s’intéresser aux fonctions ¢ — w,,(¢).

a) Montrer que la fonction ¢ — u,(t) est une fonction polynomiale pour
tout entier n. Déterminer son degré.

b) Au moyen d’une récurrence sur 'entier n, déterminer le signe de u!’ sur
Iintervalle [0,1]. Quel est le sens de variation de la fonction w, sur [0,1] ?
Que peut-on en déduire pour la fonction u, sur 'intervalle [0, 1] ?

¢) Que peut-on dire de la suite (u;,(0)),,50 7
d) Soit n un entier strictement positif et ¢ € [0, 1]. Prouver que l'on a :

t 1
0<upy(t) < (1= 5)un(t) + 3
En déduire que la suite (uy,(t)),,>, est bornée pour ¢ € ]0, 1].

Solution :

1. a) Montrons cette assertion par récurrence sur n. Elle est évidente pour
n = 0. Supposons que pour un certain rang n, 0 < u, () < V.
On a alors :

VE = ttni1 (1) = VE= un(t) = 5 (t = un(1)?)
V4, (t
= (VE = un(t)) (1 - Yl
Le premier facteur est positif, ainsi que le second, car 1’hypothese de
M < V<1, done w1 (8) < VE.

D’autre part, 0 < u,(t) <Vt = t —u,(t)% >0 et up1(t) > 0.

On conclut par le principe de récurrence.

récurrence donne :

b) On a vu en fait & la fin de la question précédente que wupn41(t) = uyn(t)
et la suite (un(t))  est croissante.

c¢) La suite (un(t))n est croissante et majorée. Elle converge vers une limite

£(t) positive qui vérifie £(t) + %(t — £(t)?) = L(t), soit £(t) = V.
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2. a) La fonction ug est polynomiale de degré 0, u; : ¢t — %t est polynomiale
de degré 1 =29 uy : t +—t — %tz est polynomiale de degré 2 = 2! ... et si on
suppose que pour un rang n > 1, u, est polynomiale de degré 2"~ !, alors la

relation de récurrence montre que u,41 est polynomiale de degré 2.

b) Comme u,, est polynomiale, elle est de classe C*°. En dérivant la relation
de récurrence, il vient :

W (8) = () + 3 (1= 20, (un () = () (1 = un (1)) +
En dérivant une seconde fois, il vient :

ull oy (8) = wll(8) (1 — un () — (uly (1))

D[

On a uf(t) = —%.

Comme u,(t) < vt < 1, pour ¢ € [0,1], on voit que si on suppose u/(t) < 0
pour t € [0, 1] et pour un certain n > 2, alors u;, ;(t) < 0 pour ¢ € [0,1]. On
conclut par le principe de récurrence.

Alinsi, pour tout n > 2, la fonction w], est décroissante sur [0, 1].

¢) Une récurrence élémentaire montre que u,(0) = 0, donc :
) 1(0) = uf, (0) (1= un (0) + 5 =, (0) + 1
La suite (uf,(0)), est une suite arithmétique de raison % et puisque u{(0) = 0 :
ul, (0) = %

!

La suite (un

(0)),, n'est donc pas bornée.
d) On a vu que w4 (t) = ul (t) (1 — un(t)) + %

Comme u,(t) € [0,v/t] C [0,1], une récurrence immédiate montre que
ul, () = 0 pour tout ¢ €]0,1] et pour tout n € N.

Or, pour n > 1,u,(t) = ui(t) = %, donc pour n > 1 :
0 < uhyr (1) < (L= w @) () + 3 = (1= B+ 1
Le point fixe de la récurrence arithmético-géométrique wy 11 = (1 — %)wn —I—%
vaut %, donc on écrit la relation précédente sous la forme :
1 t 1
(up 41 (t) *tf) < (1=3)(un®) - )
2
t\n 1 1 _ tynl 1 1 1

0<up ()< (1-5)" (W) -3)+3=0-5)"G-¢p)+7<7

La suite (u’n(t))n est donc bornée pour t €]0, 1].

D’ou 'on déduit, puisque 1 — £ est positif :

Exercice 1.16.

Pour tout n entier naturel tel que n > 2, on considere la fonction polynéme
P,, définie sur C par :

P,:zronzt—znl—n2 2]
1. Montrer que pour z € C: P,(2) =0 = P,(]z]) < 0.

2. Etudier les variations de la fonction f : x € RT — (z — 1)P,(z) (on
commencera par simplifier Pexpression de f(z)).
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En déduire que si P,(z) = 0, alors |z| < 1.

3. Soit z un nombre complexe tel que |z| < 1 — 4
Vn
a) Montrer que [(z — 1)P,(z) — 1] < (1 — %)n@n —v/n+1).
n
b) Montrer que pour z > —1,In(1 4+ ) < = ; en déduire que pour n > 2 :
1 \n» —/n
-4\« )
( \/ﬁ) €
¢) Etudier les variations de la fonction x +— e~%(22% — z + 1),z > /2.

En déduire que pour n > 2, (1 — %)n(Qn —vn+1) <1
n

4. En déduire que si z est une solution complexe de 1’équation P,(z) = 0,
alors :

Solution :

1. Soit z € C. Alors :
Po(2) =0 = nz"=2""142""24... +2+1

= nfe|" <[P 4 2+

= nl2|" = 2" = "2 — = 2] - 1<0

= Pu(]2]) <0
2. Pour tout z € C :

(2 —1)Pu(2) =nz"t — (n+1)z"+ 1
On a donc, pour tout x réel, f(x) =nz"™ — (n+ 1)z™ + 1. Alors :
f'(@) =n(n+1)(z - 12"~

La fonction f atteint son minimum sur RT en z = 1, minimum qui vaut
f(1) = 0. Ainsi, en particulier z >1 = f(z) > 0.

Soi z € C, le résultat précédent et la contraposée du résultat de la question
1. donnent :

2] >1 = (2| = DPu(]2]) >0 = Po(|2]) >0 = Pu(2) £0

Donc, encore par contraposée, si P,(z) = 0 alors |z| < 1.

3. a) Soit z € C tel que |2| <1--L.

Vvn
Ona:(z—1)P,(2) —1=nz"" — (n+1)2" = 2"(nz —n — 1), donc :
[(z = D Pa(2) — 1 < [2["(nl2] + 1+ 1)

et 1 \n
lz" < (1-—=
fc1- L — { S
v nlzl+n+1<n—yn+n+1
donc :

= DPuz) ~ 1< (1= —22)"@n = v+ 1)
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b) La fonction  — In(1 + x) est concave sur |—1,4+o0[, donc pour tout
x> —1,In(1 4+ z) < x (on peut auusi étudier la fonction z — In(1 + ) —

...). Aussi, pour tout n > 2 :

L nx—F—= = —y/n
nln(l—\/ﬁ)g T NG

et, par croissance de la fonction exponentielle :
1 \n —n
- = g e
¢) La fonction h : z +— e~ %(222 — z + 1) est de classe C*°. On a :

W(x)=e"(z—2)(—2x+1)
Ceci donne les variations de h sur [v/2,4o0o[. La fonction h atteint son
maximum en x = 2 et h(2) < 1. Ainsi, pour tout = > v/2, on a h(z) < 1.
Donc, pour tout n > 2 :

1 \n

1-——=) 2n—yn+1) <1

4. Soit z € C tel que P,(z) = 0. Supposons que |z| < 1 — L Comme

vn

P,(z)=0,0ona |(z —1)P,(z) — 1| = 1. Or, par les questions précédentes :

(z = 1)Pu(z) — 1| < (1 - ﬁ)"@n— Vn+1) <1

C’est une contradiction. Donc, pour tout n > 2, |z| > 1— L 6t 1a conclusion.

vn

Exercice 1.17.

Soit f:]0,1[ — R une fonction dérivable et de dérivée bornée sur |0, 1[.

1. Etudier la convergence de la suite de terme général ¢,, = f (%)
On commencera par montrer que la série de terme général p, —p,—1 (n > 3)

converge absolument.

2. a) Soit (tn)nen une suite d’éléments de 0, 1[ décroissante et convergeant
vers 0.
Montrer (de la méme maniére que dans le cas particulier précédent) que la
suite (f(tn))nEN converge.

b) Soit (un)nen une suite d’éléments de 0, 1] convergeant vers 0 (on ne la
suppose pas décroissante).
Pour n € N, on pose t,, = min{ug, w1, ..., Up}.
Montrer que la suite (¢, )nen décroit et converge vers 0.

En déduire que la suite (f(uy)) converge.

neN
c¢) Soient (un)nen €t (vn)nen deux suites d’éléments de ]0, 1] convergeant
vers 0. Montrer que lim f(un) = lm f(v,).
n—-—+oo n—-+oo

On considérera la suite (wp)nen vérifiant, pour tout n € N, wo, = u, et
lU2n+1 = Up.

On note A la limite commune des suites ( f (un))n cny Obtenues pour les suites
(un)nen d’éléments de ]0, 1] convergeant vers 0.
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3. a) On suppose que, quand ¢ tend vers 0 par valeurs supérieures, f(t) ne
tend pas vers .

Pourquoi peut-on affirmer qu’il existe un réel € > 0 tel que, pour tout n € N*|
il existe un réel u € 10,1/n[ tel que [f(u) —A| =€ ?
Pour chaque n € N*, on considere un tel réel u que ’on note wu,,.

Que peut-on dire des suites (U, )pen- et (f(un))neN* ?

b) Déduire de ce résultat que f est prolongeable par continuité a droite en
0, puis & gauche en 1.

Solution :

1. Les hypotheses de I'exercice et le théoreme des accroissements finis perme-

ttent d’affirmer qu’il existe une constante C = sup |f’(t)] telle que :
t€]0,1]

1 1 1 1
G — @ <l — 3l = we D
Ceci montre que la série Y ©n11 — ¢p, est convergente.

N-1
Ainsi lim > ¢ni1 — @n existe, c’est-a-dire que lim @y existe.
N—+oo 77 N—+o00

2. a) On reprend la démonstration précédente :
|f(tn+1) - f(tn)| S Cltpgr = tn| = Cltn = tny1)

N-1
Or la série Y (t,—t,11) converge puisque > (tp,—tny1) =to—tn — to.
n=0 (N—+00)

Donc la série Y | f(tn+1) — f(tn)| converge également, ce qui montre que la
série Y (f(tn41) — f(tn)) converge et que la suite (f(t,))n est elle méme
convergente.

b) La suite (t,,), est décroissante, puisque t,,+1 = min(t,, u,+1) < t,. Elle
tend vers 0 puisque 0 < t, < u,, — 0.

On en conclut que la suite ( f (t"))n converge ; soit £ sa limite. Alors :
|f(un) =€ < [f(un) — fta)] + [ f(tn) = €] < Clun — o] + | f(tn) — £
< Cuy + | f(tn) — 4|

Comme lim w, =0, on en conclut que lim f(u,)="~¢.
n—-+00 n—-—+o0o

¢) Soit (wy)n la suite définie par wa, = u, et wop11 = v,. Comme les
deux suites (uy,)n et (vy,), tendent vers 0, la suite (w, ), tend également vers
0. La question précédente montre que la suite (f(wy,)), tend vers une limite
A et donc que les deux suites extraites (f (wzn))n et (f (w2n+1))n tendent
également vers .

3. a) On traduit ’hypotheése de la question : f(t) ne tend pas vers A lorsque
t tend vers 0T :

Je >0 tel que VJ > 0,3u €]0,6] tel que |f(u) —A| > ¢
En prenant 6 = l, et en considérant un tel u que ’on note u,,, on obtient le
résultat demandé.
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Comme 0 < u, < %7 on a lirf un, = 0 et |f(uy) — A = € montre que la
n—-—+oo
suite (f (un)) ne converge pas vers \.

b) La question précédente conduit & une contradiction. Donc hrn+ f@) =
t—0

A : la fonction f se prolonge par continuité en 0 avec f(0) = A.
En appliquant ce résultat a la fonction g(t) = f(1 —t) qui est dérivable et de
dérivée bornée sur |0, 1], on montre que g est prolongeable par continuité en
0 et donc que f est prolongeable par continuité a gauche en 1.

Exercice 1.18.
Soit f € C*(R,R%) vérifiant :

!
il existe un réel p > 0, tel que wglfoo J}((;«")) —p

On cherche a déterminer un équivalent de la suite de terme général :
Up=f(1) 4+ f(n).

1. Montrer qu’il existe zo € R tel que Vz > zo, f'(z) > 0. En déduire que

lim /ff(t) dt = o0

T— 00

2. Montrer qu’il existe une suite (g, )nen de réels positifs telle que

/
hm en=0etVneNVzenn+1],p Engj}((;))ép-i-&n

3. En intégrant la relation précédente, montrer que :
Vn €NV € [n,n+1], f(n)eP=) @m0 < f(a) < f(n)elrren) =)

puis que :

P—En _ ] p+€n_1
VneN, f(n) ©——— P, </ flx f()epﬁ

4. Montrer que les suites (u,) et (vy,) définies par :

up = f(n) et v, =

sont équivalentes.
En utilisant le résultat de la premiére question, en déduire un équivalent de
la suite de terme général U,,.

e? -1/,

Solution :

!
1. Comme lim f(z)

v—+oo f()
tout = = g, f'(z) > 0.

La fonction f est donc strictement croissante sur [zg, +o00[ et f(z) > f(xg) >
0 sur cet intervalle. Donc :

/1 fyae= [ rwa+ / f(tydt > / F(t)dt + f(o)( — z0)

=p >0 et comme f(z)> 0, il existe z( tel que pour

et, par minoration : hm f (t) dt = +o0.

xr— 400
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. "(t)
2. Soit €, = max F ,ona:
" tenant] | f(t) 7|
/ /
Vo e n,n+1,—5n<f(x)— < &p, i.c. fsnéf(x) +éen
o m 1] f@) ~? N O
et, par définition de la limite de ‘Tf ,on a hm en =0.
n—

3. En intégrant la relation précédente entre n et x, pour & € [n,n + 1], il
vient :

(p—en)(@ —n) <In(f(z)) —In(f(n)) < (p+en)(@ —n)
En prenant Pexponentielle (qui est une fonction croissante), on obtient la
premiere inégalité :
Va € [n,n+ 1], f(n) P20 < F(z) < fln) oPHen) @)

et, en intégrant ces inégalités entre n et n+ 1 :
n+1

P—En _ pten _
f) =< [ feyde < fn) L
P—én n b + En
4. On peut réécrire 'inégalité précédente sous la forme :
Vn c N D eP*En _ 1 < Ufn < D eerEn _ 1
~X

7p 1>< P—én \un ep—lx p+5n
i t lim Yo =1,
ce qui montre que lim
On sait que la série > v, diverge vers +oo( résultat de la premiére question
et relation de Chasles). Il en est donc de méme pour la série > uy,.

Montrons que les sommes partielles
n n
— — __D
Up=> upet V= > v = -
k=1 k=1 €
sont, équivalentes, ce qui terminera 1’exercice.

Comme u, o Uy, ON peut écrire
oo

Ve>0,3ng e N,VE = ng,vi(l —e) < up <ovg(l+e)
et en sommant depuis le rang ng + 1 jusqu’au rang n > nyg :
(Vi = Vi )1 =€) SUn = Upy < (Vo = Voo )(1 +€)

Soit :
(Vn — Vno)(l — 6) + U”U < % < (Vn — Vno)(l +€) + Uno
Vn SV, o Va
Le majorant a pour limite 1 4 ¢ et le minorant a pour limite 1 — € lorsque n
tend vers Uinfini (puisque V, tend vers +00).

Donc pour n assez grand, on a 1 — 2e < % < 1+ 2¢, ce qui prouve que
n

lim ‘U/” =1 et donne :

n—oo

n ™~ P
el —1

Exercice 1.19.

Soit m un entier tel que n > 2. Dans tout l'exercice on confondra R" et
I’ensemble des matrices colonnes M,, 1(R).



36 ESCP-EAP 2005 - Oral

On note x le transposé de z, élément de R™. Ainsi si z et y sont des éléments
de R™, tzy désigne le produit scalaire canonique de R™.

Soit a € R™ donné, et S une matrice symétrique réelle d’ordre n. On définit
la fonction m sur R™ a valeurs réelles par, pour tout x € R™ :

m(z) = tax + %%Sx
1. On suppose que pour tout z € R™, on a xSz > 0. On suppose également
que a appartient a 'image de S.
Mountrer que la fonction m admet sur R” un minimum global (on pourra
calculer pour y € R", m(y + zo) — m(xo) pour xg tel que S(xp) = —a).
2. Calculer, pour tout x € R™, le gradient Vm(z) de m en x.

3. En déduire que si m possede un minimum global sur R™, alors a appartient
4 Im S et S vérifie pour tout x € R™, txSx > 0.

4. On suppose dans cette question que pour tout x € R™, tel que = # 0, on
a ‘xSz > 0. Montrer qu’il existe un unique vecteur z* en lequel m admet un
minimum global strict.

1
A quelle condition sur « cette matrice vérifie-t-elle pour tout =z € R”,
txSx >07
On suppose cette condition vérifiée. Déterminer un vecteur a de R? pour
lequel inf m(z) = —oo.
z€R?

5. Dans cette question n =2 et S = (; a).

Solution :

1. Soit g € E tel que S(xp) = —a. On a, pour tout y € F :

m(wo +y) — m(wo) = a” (w0 +y) + L (w0 +1)"S(wo +y) — a7 — La¥ Smo

= aTy+ L2l Sy + $yT Swo + 3y Sy
Comme S(z¢) = —a et 21’ Sy = (Szo)Ty, il vient :
m(wo +y) — m(zo) = Ty — STy — TaTy + LyTsy = TyTsy >0
Or tout vecteur x de F est de la forme z = xg + y ; donc, pour tout x de FE,
m(z) — m(xo) > 0.
2. On a pour tout h € E :
m(z +h) —m(x) = aTh +hT Sz + %hTSh
L’application h — aTh 4+ hT Sz est linéaire et
13T S| < SIISI[RII? = o(l|Al])

Donc, par définition :

Vm(z) = a’h+ h''Sz = h' (a + S(z))

3. Les points critiques sont les points x de E tels que pour tout h € F, on
ait : kT (a + S(x)) = 0, donc tels que S(z) = —a.
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Si m possede un minimum global sur E, alors S(z) = —a et a € Im(S).
On reprend la premiere question pour montrer qu’alors, pour tout y € FE,

%yTSy > 0.

4. Si pour tout z de E non nul, Lorse > 0, alors la matrice S est inversible

et il existe un unique vecteur xg tel que S(zp) = —a. En ce point, m admet
un minimum global.

5. La matrice S est symétrique réelle, donc diagonalisable. Ses valeurs propres
A, o vérifient :

At p=2

A =1—a?

On a, pour tout = de E, 7Sz > 0 si et seulement si A > 0 et ¢ > 0. Comme
At =1 —a?, cela entraine que |a| < 1

e Si |a| # 1, on a pour tout = de E, 7 S2 > 0 et on conclut par la question
4.

e Sia=1,alors S = (} 1) et Im(S)Vect(}).

Choisissons a = (é) ¢ Im(S). Si z = (g), alors m(z) = u + %(u—i—v)?

11 suffit de prendre z = < ww) et m(z) =—w — —oo.

w—+400

1

e Sia=—1,alors S = < 1 _11> et Im(S):Vect(11>-

Choisissons a = <(1)) ¢ Im(S). Siz = <Z>, alors m(r) = u + ?

%(ufv) .

11 suffit de prendre z = (g) et m(z) =w — —oc.

w——00

Exercice 1.20.
On considéere R™ muni du produit scalaire canonique noté ( , ). Soit f €
C(R™,R) une fonction convexe. On rappelle que f est une fonction convexe
si:

VA z,y) € [0,1] xR" xR", f(Az 4+ (1 = N)y) < Af(z) + (1= A)f(y)
Soit f une fonction convexe.
On veut montrer que pour tout z € R™, Vf(x) est 'unique vecteur h € R"
tel que :

vyeR",  f(y) = flz)+(hy—z) (1)

puis en déduire des propriétés sur les extremums de f.

1. Soient z et y fixés dans R™ et soit ¢ 'application définie sur [0, 1] & valeurs
réelles par :
Vit flty+ (1 —t)z)
a) Montrer que 1) est convexe sur [0, 1].
b) En déduire que ¥ (1) — ¥(0) > ¢'(0) puis que h = Vf(z) vérifie la
propriété (1).
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2. Réciproquement, on suppose que h € R™ vérifie la propriété (1) pour un
certain x de R™. En utilisant la dérivée de f en x dans la direction u € R™,
montrer que :

VueRY, (Vf(x),u) > (hu)
En déduire que h = V f(x).
3. Montrer que V f(z) = 0 si et seulement si f présente un minimum global

en x.

4. On suppose que f posseéde un maximum global en un point xo € R™.
Montrer que f est constante sur R™.

Solution :
1. a) On a, pour tl,tg €[0,1] et A € ]0,1] :
(At + (1 — = f((At1 + (1= Nt2)y + (1 = M1 — (1 = Mita)z))
= f(M1+Q=Nt2)y+(A+1=A=At1 — (1= N)t2)x)
= Aty + (1 = t1)x) + (L= A)(t2y + (1 = t2)z))
SAf(y + (1 —t)az) + (1= A) f(tay + (1 — t2)2)

SAP(t) + (1= A)eh(t2)
Donc 7 est une fonction convexe sur [0, 1].
b) Le graphe d’une fonction convexe étant au-dessus de ses tangentes, on
a bien ¥ (1) — ¥(0) > ¢'(0), ce qui donne, par la régle de dérivation d’une
composée :

fy) = f(@) 2 (Vf(x),y — )
2. Soit t > 0 et u € R™. La relation précédente appliquée a y = =+ tu s’écrit :

f(x+tu) = f(2) = t(h,u)

f(x—l—tz) — f(=) > (h,u)
Il reste & faire tendre ¢ vers 0, pour obtenir

(Vf(x),u) = (h,u)

(Vf(x) =hu) 20
En appliquant cette relatlon avec —u, 11 vient (Vf(x) — h,u) = 0, pour tout
u € R", donc V f(x) =

ou

ou

3. Si Vf(x) =0, la relation démontrée dans la premiére question montre que
f présente en x un minimum global. La réciproque est vérifiée des que f est
de classe C1(R™,R).

4. Si f admet un maximum global en g, alors Vf(xo) = 0 et, pour tout
yeR":
f(xo) = f(y) = f(wo)

Donc f est une fonction constante.
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