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Les Mémentos de U'INSEEC

Depuis désormais plus de dix ans, 'INSEEC propose aux éleves des classes pré-
paratoires des conférences a travers la France sur les sujets d’Histoire et de
Culture Générale qu’appellent les programmes des concours d’entrée aux Ecoles
de Commerce. Confortés par les nombreux témoignages enthousiastes que ces
manifestations ont suscités chaque année, nous avons pris la décision d’aller
plus loin dans cette aide offerte aux étudiants pour compléter leur préparation.

Nous avons donc confié a Eric Cobast le soin d’animer une collection de
petits ouvrages méthodologiques destinés aux étudiants de premiere et de
seconde année.

Les « Mémentos de 'INSEEC » ont été concus et rédigés par des professeurs
des classes préparatoires particuliérement sensibilisés aux difficultés que ren-
contrent régulierement leurs étudiants. C’est au service de tous qu’ils appor-
tent a présent leur expérience. Lambition des « Mémentos » n’est évidemment
pas de se substituer d'une maniére ou d’'une autre aux cours annuels, mais de
proposer des outils, principalement sur le plan de la méthode et du lexique,
susceptibles d’accompagner la préparation des concours.

Le souci a été d’efficacité et d’utilité quant au choix du format. Il nous a été
dicté par l'intention de publier des textes maniables, d'un acces aisé et vers
lesquels il est commode de revenir souvent.

Nous avions choisi, ’'an passé, de débuter par une méthodologie de la disserta-
tion d’Histoire, de la dissertation de philosophie, de 'épreuve écrite d’anglais
et enfin de I'épreuve de contraction. A ces quatre premiers titres, il fallait
ajouter une présentation détaillée des entretiens qui suivent 'admissibilité et
un lexique propre au theéme retenu pour la C.S.H.

Cette année, le dispositif est complété par deux mémentos de mathémati-
ques (un formulaire et un recueil « d’astuces »), un mémento d’espagnol, un
mémento d’économie et enfin le lexique du theme de C.S.H. de ’année, I’Ac-
tion.

En vous souhaitant bonne réception et bon usage de ces mémentos, et avec
Passurance que cette année d’efforts trouvera sa juste récompense...

Catherine Lespine
Directrice Générale du Groupe INSEEC
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Ce formulaire ne remplace
€n aucun cas un cours.

Il peut seulement servir a combler rapidement une lacune portant sur une
formule rencontrée au détour d'un exercice.

Il ne faut pas croire que I'on a appris son cours lorsque I'on connait les formu-
les qu’il contient. Pour vérifier que 'on connait son cours, il faut d’'une part
voir si & partir du seul plan du cours on est capable de le réécrire intégra-
lement, puis vérifier que l'on sait faire les exercices d’applications directes
contenus dans les feuilles de TD ou dans les livres, sans oublier que le but est
de résoudre des problemes de maths de 4 heures.

Apprendre une formule par
coeur ne remplace jamais
le fait de ’avoir comprise.

Une formule apprise par coeur et non comprise sera impossible & retrouver le
jour du concours. Il faut essayer d’'une part de se convaincre que 'on a bien com-
pris cette formule en se souvenant des remarques du professeur, de 'endroit
du cours ou elle se situe, en essayant d’associer une image ou un dessin a cette
formule, mais il faut également pouvoir associer a cette formule quelques exer-
cices dans lesquels on I'a retrouvée afin de mieux percevoir son utilité.

Rappelons au passage quelques
liens de maths utiles en ECS :

Annales des écrits de la CCIP :
http://abdellah.bechata.free.fr/phec/scientifique.php

Annales des oraux d’ESCP :
http://www.escp.fr/fr/programmes/master/annales.html

Programme officiel :
http://www.prepa-hec.org/prepa/programmes/mathematiques.php
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1 Algebre

1.1 Algebre générale
1.1.1 Utilisation de 37, [ J, N et (Z)

Produit de sommes
Sin € N* et ai,...,an,b1,...,bn € R alors

n n n n n
(Ta)x(Xob) =20 Daiby= dabi+ > aiby
= =t ==t =1 el

it

n n
(Zai)zz Zag+2 Zaiaj: Z ;05

=1 i=1 1€i<jsn 4,5€M1,n]

Sommes classiques
Sia,beZaveca<b, z,y,¢ €R, et n € N*,

n
n(n+1)
. k= ——
2Ll
a + b " A * "
. k= 5 (b —a +1) ="(moyenne des extrémes)*(nombre de termes)
k=a
=~ n{n+1)(2n + 1) > 2L N\2 /n(n+1)\2
. =0T Y op e k= k) ={——
& g 2R (Z -0
b ” 1 — gb—e+l g£1 b qler indice 1 — qNb de termes gl
.qu: 1—q soit e qu: 1—gq
k=a b—a+1 sig=1 k=a Nb de termes sig=1

n—1
oz —y" = (Z _ y) Z zkyn—k)—l
k=0

Formule du bindéme de Newton

n

eVo,ycC @y = (Z) abynk
k=0

Lien coefficients/racines d’'un polyndéme

n n
. H(X—ak):X"—(Zai)X"_l+( E a.bvaj)X"_2+...—&-(—1)’C Z ailaiz...aikX"_k—}—
k=1 1

i= 1Ki<jsn ISip<ia< .. <ip<n

G I

k=1
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Union, intersection, complémentaire

Sin € N* et A, B,C, Ay, ..., Ap sont des parties d’un ensemble E, alors (en notant A = E\ A)
e (AUB)NC=(ANC)U(BNC) e (ANB)UC=(AUC)N(BUC)

O(LnJAk)ﬁB=LnJ(AkﬂB) .(ﬁAk)UB= ﬁ(AkUB)
k=1 k=1 k=1 k=1

e« AUB=ANB e« ANB=AUB
k3 n o n n _

'UAk:ﬂ & .mAk:U k
k=1 k=1 k=1 k=1

Formules avec (z)

n nl n(n—1)..(n—k+1) n
oVnEN,VkGHO,nﬂ,(k):k!(n_k)!= - oVneN,Vk>n+1,(k):O
n n n+1 « M fn—-1Y _ (n
-Vn,kEN,(k)+(k+1)=(k+1) 'Vk’"eN’E(k—l)_(k)
2 fnai ntp+1 >\ (n n
e Vn,p,k €N, i:O( & ):( k+1 ) oVneN,’;(k):2
L n m n+m > n)? 2n
semnren 3 () () - (757) seen 35 () - (%)
1.1.2 Trigonométrie
Formules au programme
x 0 g g g g sin{a + b) = sin(a) cos(b) + sin(b) cos(a)
sin(x) 0 % ? g 1 sin(a — b) = sin(a) cos(b) — sin(b) cos(a)
cos(x) 1 ? ? % 0 cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b)
tan(x) 0 5 1 V3 | indéfini cos(a — b) = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b)
sin(—z) =—sin(z) sin(g —z) =cos(z) sin(g +z) =cos(z) | sin(r—z) =sin(z) |sin(r+z)=—sin(z)
cos(—x) = cos(z) cos(%fx) =sin(z) cos(nga:) = —sin(x) |cos(m—xz) = —cos(zx) [cos(r+z) = —cos(x)
tan(—z)=—tan{(z) tan(g —z)= @ tan(g +z)=— tanl(z) tan(nm—x) = —tan(z)| tan(r+z) =tan(z)
2 sa a, 1 cos(2z) = 2cos?(z) — 1
cos™(@) +sin*(2) =1 | 1+ tan(z) = cos?(z) cos(2x) = 1 — 2sin?(z)
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Formules hors programme :

tan{a) + tan(b)
1 — tan(a) tan(b)

tan(a) — tan(b)
1 + tan(a) tan(b)

2tan{a)

t b) = b Sl
an(a +b) 1 + tan2{a)

tan(a — b) = tan(2a) =

sin{p) + sin(q) = 2sin (%) cos (I%) cos(p) + cos(g) = 2cos (l%) cos (L;q)

sin{p) — sin(g) = 2cos (L;q) sin (1%) cos(p) — cos(g) = —2sin (1%) sin (?)

. 2t 1—¢2 2t z
sin{z) = e cos(z) = e tan(z) = T ( avec t = tan (5) )

1.1.3 Complexes

i 4 10 &1 _ g—if

Formules d'Euler : | €% = cos(8) + i sin(8) | cos(6) = sin(f) = 2
- i

Racines n®mes :

2ikm

Pour n € N* et z = pet® € C\ {0}, les racines n®™** de z sont {'\’/ﬁe%Jr n [ ke[0,n—1]}

n—1
2ikw n _ 1 .
ewp=¢€ n owp = CUL=w_p=— ® wp=0(sl n22) ewpwy =wk
e o 2 > +
i —1414v/3 - 1
-j:ezs:%f oif=1 ej=j2=- ol14j+i%=0
1

Trinéme du second degré :

-b+
e Pour a € C*, b,ce C, (azz+bz+c:0) — (z: b2 6) ou & € C vérifie 62 = b? — 4ac
a
by2 b2 -4
o La forme canonique de az? + bz + ¢ est a[(z+ 2—) _Tac]
] a

. ( { 2124;;22:2 ) <= (zl et zg sont racines de X275X+P)

1.1.4 Polynomes

Produit de polynomes

n P ntp
(Zakxk)*(Zka’“)z chxk ol ¢ = Z aib;
k=0 k=0 k=0 i€ [0,7], j € [0,p]
iti=k

k
ou encore ¢ = aiby—; = Z azbj en posant a; =0et by =0pouri>netj>p
1=0 4,5 € [0..k]
i+i=k
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Degré et coefficient dominant

n P
Si ag, ..., 8n,b0,...,bp ER et si P = Z ap Xk et Q= Z bpX®
k=0 k=0

deg(P) = max {i € [0,n] / a; # 0} (si cela existe) coefdom(P) = ageq(p)y (si cela existe)
deg(0) = —oo (par convention) coefdom(0) =0

deg(P + Q) < max (deg(P), deg(Q) coefdom(P Q) = coefdom(P) x coefdom(Q)
deg(P+ Q) = ma:c§deg(P), deg(Q); si deg(P) # deg(Q)

deg(P Q) = deg(P) + deg(Q)

A=BQ+R
deg(R) < deg(B)

Division euclidienne : VA € R[X],VB € RX]\{0},3!1Q € R[X], IR € R[X]/ {

)
Formule de Taylor : ¥n € N, VP € Rn[X], Va € R, P(X) = Z P (“) (X —a)*
k=0

Racine d’ordre k :Si P e R[X] et a € Ret k €N,

(X —a)f|P P(X) = (X — a)*Q(X)
(X—:)k“fp)‘E’(HQER[X]/{Q(@;&O ! )

> (P(a) =P(a)=..=P* V(g)=0 et P®(a) £0 )
= (P(a) =0 et (a est racine d’ordre k—1 de P))

(a est racine d’ordre k de P) 4=> ( {

(a est racine d’ordre au moins k de P) ((X—a)k|P) (EQ € RX|/P(X) = (X—a)kQ(X))
(P(a) Pla)=..=Pk1D(g) = 0)

( =0 et (a est racine d’ordre au moins k-1 de P))

1.2 Algebre linéaire

(K désigne R ou C)
1.2.1 Espaces vectoriels et applications linéaires

Espaces vectoriels

A . e FCFE
F est un sous-espace vectoriel
( du K-espace vectoriel E ) elek

u pace vi eVu,v e FYAEK Mu+v€EF

F' NG est un sous-espace de E
F UG est un sous-espace de E<= F CGouGCF
F + G est un sous-espace vectoriel contenant F UG

Union et intersection
Si F et G sont deux sous-espaces de E, alors {

Applications linéaires : Si E, F sont deux K-espaces vectoriels,

(f : E — F est une application linéaire) — ( :K’g He( B , FOu+v) = Af(u) + f(v))

(f est un endornorphisme):}(f est une application linéaire d’un espace vectoriel dans lui—méme)

(f est un isomorphisme) <=>(f est une application linéaire bijective)
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(f est un automorphisme) (:)(f est un endomorphisme bijectif)

Si f,g € L(E), n
etsi fog=go f,alorsVn €N, (f +g)" = Z (Z) fegnk, ou O =Idet fFtl=fhorf

Famille de vecteurs N
Si E est un K-espace vectoriel et si w1, ..., un € B, alors Vect(ui, ...,un)z{ ZAkuk/Al, vy An € IK}
k=1
n
((u1, . tin) est libre) — (v,\l, wodn €K, st D Agug = 0 alors Ay = oo = Ap — o)
k=1

((ul, .Un) est génératrice) <~ (Vect(ul, ey Un) = E)

((ul, ...Un) est une base de E’) <— ((ul, ...Un) est libre et génératrice)

n
— (Vu €E,IN(AL, ) €K/ u= 1; )\kuk)

Théoréme du rang

Si E est un K-espace vectoriel de dimension finie et si F est un K-espace vectoriel et si f € L(E, F),
dim(Im(f)) + dim(Ker(f)) = dim('espace de départ)

1.2.2 Supplémentaires et projecteurs

Deux espaces supplémentaires

(F e G = E) <= (F et G sont deux sous-espaces supplémentaires de E)
— (F+G:Eet FnG={0})
= (VueE,H!(f,g) eFxG/u:f+g)

Si E est de dimension finie, alors

(FEBG’ = E)(:) (EB une base de F, et 3B’ une base de G telles que B, B’ soil une base de E)
<~ (VB base de F, et VB’ base de G alors B, B est une base de E)

o dim(F) + dim(G) = dim(E)
= (2 (au choix) des 3 propositions sont vraies : { « FN G = {0} )
e F+G=F

Plusieurs espaces supplémentaires

(F1 GFRd..0 Fn) = (Fl, .., Fn sont des sous-espaces vectoriels de £ en somme directe)
<= (VBl base de F1,...,VBy, base de Fy, alors B, ..., B, est libre)

<= (331 base de Fi,...,3By base de Fp, telles que B, ..., By soit libre)

(Fle}Fg@.“e)Fn:E) 4:>(V31 base de F1i,...,VBy base de Fy, alors By, ..., B, est une base de E)
<> 3B base de F1,...,3By base de Fy, / Bi,..., By est une base de E)

(Fl ORG..0 Fn) — (dim(F1 o+ Fy) = dim(Fy) + .. + dim(Fn))
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Si E est un K espace vectoriel, avec £ = F @ G et si on note z = f 4 g la décomposition de z,
E=F¢G — FE )
z=f+g +— f

Projecteurs - définition

(p € L(E) est le projecteur sur F dans la direction de G ) = (p : {

Projecteurs - propriétés
(p € L{E) est un projecteur) <~ (pop = p)

et alors on a :

(p est un projecteur sur Im(p) dans la direction de Ker(p)), donc (Im(p) & Ker(p) = E‘)

(p(z) = z) > (z € Im(p)) et Im(p) = {z € E/p(z) = z}
z =p(x) + (z — p(z)) est la décomposition de tout vecteur z selon Im(p) et Ker(p))

1.2.3 Calcul matriciel

Définition
Si feL(E,F)et B=e1,...,ep base de E et B' = f1,...., fr base de F
a1 ... a1p n
ctsi A= Matgp (f)=| : | € Map(K), alors W5 € [1,p], fle;) = Z aijfi
anl ... Onp =t
0,1,]'

sont donc les coordonnées de f(e;) dans la base B’ = f1,..., fn

An,j

Image et noyau

a1 ... Glp
Si A= : : € Mup p(K), alors
an1 ... Gnp
a1 a1,z at,p
e Im(A) = Vect (Colonnes de A) = Vect(| : s yeees ) ck®
an,1 Gn,2 Gn,p
21,121 + .- +a1,p2Zp =0
oKer(A):{(zl,..‘,zp)ele/ : } Cc kP

n, 121 + ... + an,pZTp =0
Produit matriciel

Si A= (As;) € Mnp(K) et B=(B;;) € Myp,q(K), alors
P
e C=(C;;)=AB € Mp 4(K) et 0 C; ; = Z A; 1 Brj
k=1
Transposée

Si A€ Mup(K), A € My n(K) et Vi € [1p], V5 € [1,n], (*A)s; = Aj;
e VA, B € M,(K), *(AB) = 'B ‘A
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Matrices symétriques et antisymétriques

n{n+ 1)

2

n{n—1)
2

¢ Su(K) = {A € Mp(K)/ 'A= A} et dim(Sp(K)) =
o Ay (K) = {4 € M, (K)/ A= —A} et dim(A,(K)) =

o Sp(K) @ An(K) = Mn(K)
Mo M- M

5 est la décomposition de M € M, (K) selon S, (K} et A, (K)

om=(

Matrices triangulaires supérieures

. (A = (@;,;) € Mn(K) est triangulaire supérieure) el (Vi,j € 1,n] aveci > j,onaa;; = 0)
. Tn (K), I'ensemble des matrices triangulaires supérieures, est stable par multiplications.

( clest-a-dire : V1,17 € T,F(K), T'1" € T,,7(K) )

9 1
o dim(7;} (K)) = w
Matrices inversibles
(A € My (K) est inversible)

3B e M, ]K) /AB = BA = In)

IB € My /A571n)<:>(336Mn<u<)/5A:1n)
est bijective)

les colonnes de A sont hbles)

(
( -
(a{x —  AX
(
=

les colonnes de A forment une base de K”)

Si A, B € My(K) sont inversibles, alors e (*A)™? = f(A"!) et o (AB) ! =B 1A}

-1
1 _
Sia,b.c,d €K, alors ( (Z 2) est inversible)<:> (adfbc # 0) et (b 2) = i—b ( db ac)
aa — 0Cc \—

1.2.4 Réduction des endomorphismes et matrices carrées

Eléments propres d'un endomorphisme

Si E est un K-espace vectoriel de dimension finie et si f € L(FE), alors
()\ € K est valeur propre de f) — (3 we EN{0}/ flu) = /\u)
— (f — Aldg est non injective

Ker(f — dg) # {0})

ol A est la matrice de f dans une basc de E)

=
> ( (A — Aln) est non inversible,
— (r (A= Ap) < dim(E) )

10
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(m € E est un vecteur propre de f) = (m #0et INE€K/f(x) = Ax)

— (ac #0et f(z) € Vect(z))

= (Vect(at) est une droite stable par f)
o (0 est valeur propre de f )<= (f est non inversible)

e Sp(f) = {valeurs propres de f}
e Lcs valeurs propres de f sont & chercher parmi les racines d’un polynoéme annulateur :

VP € K[X],VA € Sp(f), (P(f) = an)) — (P(/\) = o)

Eléments propres d'une matrice
Si A € Mp(K), alors

K* — K" )

()\ € K est valeur propre de A) < ()\ est une valeur propre de a : { X o AX

— (l’équa,tionAX:)\X admet une solution X € K" non nulle)

K* — K"
X — AX)

(X € K™ est vecteur propre de A) = (X est vecteur propre de a : {

Criteres de diagonalisabilité pour les endomorphismes

Soit f € L(E) ou E est un K-espace vectoriel de dimension finie.
On note VA € K, Ey = Ker(f — AId)
(f diagonalisable) < (il existe une base de E formée de vecteurs propres de f)
<> (il cxiste une base de I dans laquelle la matrice de f est diagonalc)

= (E est somme (directe) des espaces propres de f)

= ( X dim(B) =din(B))

A€Sp(f)
® S5i (f a n valeurs propres distinctes o n = dim(E)) alors (f diagonalisable)

e Si f n’a qu'une valeur propre, alors ( f diagonalisable ) — ( f est une homothétie )

Matrices de passage

Si B et B’ sont deux bases de E, et Pg,p la matrice de passage de B vers B, alors
Pp,p est la matrice des coordonnées des vecteurs de B’ dans la base B :
Pr.p = Matg(B') = Maty g(ldr)

Criteres de diagonalisabilité pour les matrices

(A € Mu(K) diagonalisable) PN (ap € GL(K)/P~LAP soit diagonale)

n . n
= (a: { Hi( - J}A(X est diagonalisable)

— (K" est somme (directe) des espaces propres de A)
= ( Z dim (Ker(A—\yp)) =n )
AESP(A)
Si une matrice est triangulaire supérieure, alors ses valeurs propressont ses coeflicients diagonaux.

11
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1.3 Algebre bilinéaire

1.3.1 Produit scalaire

Définition
(¢ . B x ' — R est un produit scalaire sur l'espace vectoriel réel ]z)
. ¢(u v) = @(v, u) symeétrique
e Vuvwe EVAER, w(u, v+)\w) =¢(u,v) + A plu,w) liné.ai.re a droite, donc bilinéaire
¢( u) > positive
o (p(u,u) = ()) = (u=0) définie

Orthogonalisation de Schmidt

Si eq, ..., ey, est une famille libre, alors
1 . 1

* fi= e firi=ei— > <et fu>fi o fix1 = ——fit1
Tleall © =1 [ fisall

définit f1, ..., fr comme une base orthonormée de Vect(e1, ..., en)

Inégalité de Cauchy-Schwarz

e Si <, > est un produit scalaire et || . || la norme associée, alors | < u,v > | < [|u]| [|v]|

o (I<wv>] =l

[v|| ) — (u et v sont liés)

Formules avec <, >

n P n n
* < Z Aily, Z fiv; > = Z Z Aty < ug,v5 >
i=1 j=1 =1 j=1
n n
e Si e, ..., e, est base orthonormée, alors x = Z <me; >e et ||z]]? = Z <, e >
=1 i=1
2 2 2 1 2 2 2
o bt ol = [l 4ol ? 42 <wo> e <wws=(futoll? [l - |ol?)
Projecteur orthogonal
® Si py est le projecteur orthogonal sur F' et si f1,..., f, est une base orthonormée de F', alors
P
Ve € E, prlz)= Y <xfi>f
i=1

evc F

* (ﬂzpp(x)) = ({ o ||z —v|| = min ||z — ul| )
uweF

Méthode des moindres carrés

Si A € Mp,p(R) avec n = p est une matrice de rang p et B € R™

( [|AX — BJ|? est minimum quand X parcourt R”) = (X = (’5AA)7l A B)

12
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Droite de régression linéaire

Si (x4, Yi)se|L,n] €St un nuage de points de R?, on pose :

1 n 1 n
o X =~ T oV == ;
7 =1 ! n ;yl
1 T 1on 5, =2
o V(X) = 2_X VY ==Y 92— 7
=1 n =1
1 & T
~ v XY
e cov(X,Y)=0oxy = — Ty — XY ®OXY = e
n ; V(X)) V(Y)
Siles (#i)g[1,) ne sont pas tous égaux, alors
n
: XY - =
® les réels ¢ et b minimisant S(a,b) = Z (y: —ax; — I))Z sont a = M et b=Y —aX

V(X)

i=1

. (pxy = 1) <— (les points sont alignés)

1.3.2 Endomorphismes symétriques

Théoreme spectral
(A est une matrice symétrique réelle><:><3P matrice orthogonale, 3D diagonale / D = tPAP)

Décomposition en somme de projecteurs orthogonaux

e Si X € R™ est un vecteur de norme 1,
alors *X X est la matrice dans la base canonique de R™ de la projection orthogonale sur Vect(X)

n
. (A symétrique réeue) — (axl, i Xn bom de B, 31, hn ER/JA= Y N ‘xlxz-)
2—1

et les (X,,;)ie[[lm]] forment une base orthonormée de vecteurs propres de A

Endomorphisme symétrique
e Si ¢ est un endomorphisme d’un espace euclidien E, alors

(gp est un endomorphisme symétrique)@ (Vu, vEE, <plu),v>=<upl) > )

<:>(la matrice de ¢ dans une b.o.n. est symétrique)

Forme quadratique
® Si ¢ est un endomorphisme symétrique, et si Vo € R™, g(z) = < p(a),z >,

. . partout 2 0 si ¢ a toutes ses valeurs propres >0
alors ¢ est une forme quadratique, { partout < 0 si ¢ a toutes ses valeurs propres <0

® Si A est une matrice symétrique réelle, et si VX € R?, ¢(X) = I XAX,

partout >0 si A a toutes ses valeurs propres >0

alors g est une forme quadratique, { partout < 0si A a toutes ses valeurs propres <0
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2 Analyse

2.1 Suites réelles

Suites arithmético-géométriques

b b
Sia,beRaveca#1,siVn€Nupt1 =aun +b, alors Vn € N, up, =a"<u0 — 1—) + I
—a —a

Suites récurrentes linéaires d’ordre 2

e Si (un)nen est une suite réelle et a,b € R et Vn €N, upy2 = atny1 + bun,
$iX2—aX—b..
... admet 2 racines g1, g2 € R distinctes, alors IA, p € R/Vn € N, up = A gl + g5
.. admet une racine double ¢ € R, alors 3\, p € R/Vrn €N, up = (A + pn)q"

... admet 2 racines pe®®, pe %% € C\R, alors A\, u € R/Vn € N, up = p" (A cos(nf) + psin(nd))

® Si (un)nen est une suite complexe et a,b € C et Vn €N, up 2 = atnt1 + bun,
SiX2—aX—b..
... admet 2 racines 21, 22 € C distinctes, alors IA, p € C/Vn € N, up = A2} + p 23

... admet une racine double z € R, alors IA, p € C/¥n €N, up = (A +pun) 2"

Négligeabilité, domination, équivalence de suites

® Si (Un)nen et (Un)nen sont deux suites réelles quelconques,

(un =0 (vn)) — (H(En)neN une suite qui tend vers 0,AN e N/Vn 2 N,up =€ vn)
n—+o0

(un

(un ~ vn) = (El()\n)nEN une suite qui tend vers 1,AN € N/Vn 2 N,up = Ay vn>

n—-+4+oo

O (vn)) — (El(bn)nEN une suite bornée, AN € N/Vn = N, un = by, vn)
n—to0

*S

(un)nen €t (vn)nen sont deux suites réelles telles que Vn € N, vy, # 0,

gzg)) — ( lim :0)

n—too vy

(o
(“n (Z_i'ig)) — ((z—:)nEN est bornée)
( _

Up ~ 'un)<:>( lim u—"—l)

n—-+oo n—+oo Up
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Définition
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N
Une série ( Up CONVE e) = (la suite ( u, ) conve e)
T1 Z n AY Tg ur Z T NeX nv Tg

nz0 n=0

Transformations utiles

. ( Z (Un41 — n) converge) <~ ( la suite {un)pen converge)

nz0

e Toute série numeérique est la différence de 2 séries i termes positifs :

vz € R,z = (x + |z|) — |z| = max(z, 0) — max(—z,0)
N

N N N
;un = Z;) (Un + [unl|) — Z;) |un| = z max{tn,0) — Z max(—uy,0)

n=0

Critére de comparaison des séries a termes positifs

eIN>0/Vn 2N, 0 up < vn

- E Un converge
. E Un COnverge 5%
nz0 z

¢IN>0/Vn 2N, 0< un < vn
= Zvn diverge

. E un, diverge =t
n>0 -

e u, = 0 (vn)
oo

. E vn, converge absolument n20
nz0

- Z Uy, converge absolument

Critere de comparaison des séries a termes positifs équivalents

eIN>0/Yn 2N, up 20

eu, ~ up
n—+oo nz0 nz0

Séries Riemann

e Vo € R, (7; nia converge) <~ (a > 1)

Ed ( Z Un €t Z Up ont méme nature)

15
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Séries géométriques

+o0

1

e Vg c R, ( Z q" converge) <= <|q| < 1> et alors Z gt =—

750 A=0 1-¢q

400 1

e Vg R, ( Z ng™1 converge) <~ (\q| < 1) et alors Z ng"~! = T

>y =1 (1-9)

—+oo
n—2 n—2 2

e Vg€ R, ( n{n — 1)g converge) <~ (|q| < 1) et alors Z n(n — 1)q =

nz2 n=2 (1 - q)

Séries exponentielles

o n
Vz e R, - =
(77 nE:o poy exp(z)
Formule du bindme négatif

+
eVzeR, Vr €N, ( Z (:) ™ converge)(:) (|m| < 1) et alors i (Z) 2" "= T o i)rﬂ

nz2r n=r

2.3 Etude globale d’'une fonction

Symeétries d’'une fonction
Si f:R — R, alors

o ( festpaire) <= (Vz €R, f(z) = f(—2)) o (festimpaire) < (Vz €R, f(—z) = — f(z))

. (Cf admet axe A : z = g comme axe de syrnétrie) = (Vz €ER, fla+z)= fla— z))

flata) tias) )

. (Cf admet (a,b) comme centre de symétrie) = (Vm ER, 3

Branches infinies

e Si Iin’}7 f(x) = £oo0, alors C; admet une asymptote verticale d’équation 2 = b.
z—

e Si lirix f(z) = b, alors C; admet une asymptote horizontale d’équation y = b.
T—LoO

e Calculer lim @
z—+

—+oo

e Si lim @ =dooet lim f(z) = +oo, C; admet une branche parabolique verticale.
z—+00 I z—+o0

eSi lim /@) =0 et lim f(z)= 4oo,Cs admet une branche parabolique horizontale.
z5+too z+Foo

e Si f=) =a€R
z—+oo

e Si HT f(x) — ax = +oo0, Cy admet une branche parabolique de direction D : y = ax
z—+o0

® Si lirf f(z) — ax = b, Cy admet une asymptote d’équation D : y = ax + b
T—>+00
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2.4 Fonctions numériques réelles:
calcul différentiel

Dérivées classiques
eacR a€cR} et neN"

1
f(x) z“ - vz e” In || a®
z
-1 1 1
7 a—1 x z
£'(x) az e oG € - In(a)a
—1)"? n! —1)yr—1 — 1)
£ (x) |ala—1)..(a—n+1)z> " (z"# cfx® | € ()z# (In(a))" a®
Validité|  R% ou R* ou R R* R, | R R R
f(x) sin(x) cos(x) tan(x) arctan(x)
' (x) cos(z) —sin(z) _r 1+tan?(x) L
cos2(x) 1+ 22
£ (x) | sin (x + %) cos (z + n_27r) compliqué... compliqué...
Validite R R 1- g g[ + 77 R
e Siu,v,u1,..., Un représentent des fonctions, alors sous réserve d’existence,
B Loy ol
o (uv) = u'v +uv’ . (E) = % o (uov) =2 x (v o)
v v
’ ’ 1\/ ul
1 r_% oY (_) -
o (In |ul) ” o (vu) NG (s oz
n n
ay/ ’ o a—1 4 ’ ! 1
e (v =av'u (0 €R) o(exp(u)) =u' exp(u) o (Huz) = Z (uz H uj)
=1 =1 jell,n]
J#i
Dérivée d’une bijection réciproque
e f est bijective de U'intervalle I sur Vintervalle J {-f_l est dérivable sur J
e f est dérivable sur J ’ 1
vy e (FY W = ooy
) F(FH W)

evVz eI, f'(z) #£0
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Formule de Leibniz

Sin € Netsi f,g sont de classe C™ sur un intervalle I, alors f g est de classe C™ sur I et

W)= 3 (M) 10 ()P (5
Ga™@ = 3 (7) 1P P

=0

Théoréme de Rolle
e f continue sur [a, b]
e f dérivable sur Ja,b] » = (Elc €la, b/ f'(c) = 0)
o f(a) = f(b)

Inégalité des accroissements finis

e f continue sur [a, b]
o f dérivable sur Ja, b[ = ( | F(0) — fla)| < Mb— a\)
3M >0/Vu€la,b], [f'(W)| <M

Théoreme de prolongement des fonctions de classe C!

Version 1 :
s f continue sur [a, b]
o / de classe C" sur]a,b] § = (f est de classe C! sur [a,b] et f'(a) = é)
e lim f'(z) =¢
r—a
Version 2 :
1y
® f de classe C* sur |a, ] — ( f se prolonge en une fonction de classe C! sur [a, b] )
e lim f/(z)=¢ et f'la)=¢
z—a
Convexité
Sif:1-—R,
. (f convexe sur T ) = (Vw,y eLvte[0,1], fF((1—-tz+ty) <(1—1t)f(z) +tf(y))
Si f est de classe C* sur I,
. (f convexe sur [ ) — (Cf est au-dessus de ses cordes)
<= (f’ est croissante sur I)
Si f est de classe C2 sur I,

. (Va: cl, f'(z) > 0) = (f est convexe)

Inégalités classiques de convexité

Pour tout réel z ou les expressions sont définies, on a :

e |sin(z)| < |z] eln(l+z) <z ee”—12z

18



Primitives usuelles
On note F une primitive de f.
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2.5 Fonctions numériques réelles:
calcul intégral

flz) sin(x) cos(x) tan(z) i z% (a # 1) In(z) e
a+1
F(z) | —cos(z) | sin(z) |—In (‘ cos(z)|) ()| In(|z|) z 1 zln(z) —z | ¥
e (a>0 1 1 1 1 1
1@ | o (021) | Tim Vi | Vit | s | snl@)
F(z) % Arctan(z) | Aresin(z) (x) | Arccos(z) (%) | tan(z) —@ (%)

Les primitives notées d’un (%) sont hors programme.

Intégration par parties

Si u, v sont deux fonctions de classe C1 sur le segment [a, b], alors

/b o' (8) v(t) dt = [u(t)v(t)]: - /bu(t) () dt

Changement de variable

 Si f est une fonction continue sur un segment [a, b] et si ¢ est une fonction de classe C* sur un
intervalle [, 8] tel que ¢( [, 8] ) C [a, b], alors

8 , w(B3)
[ ey e@d= " swdu
« pla)
e Si f est continue sur ]a,b[ avec —o0o < a < b € +o0 et si ¢ est une bijection de e, 3] sur

b 8
la, b], croissante de classe C?, alors les intégrales / Fw)du et / F(e(t)) €' (t) dt sont de méme
a [e3

nature et en cas de convergence sont égales.

Méthode des rectangles, (ou sommes de Riemann)

b—a "X k(b —a) b
® Si f:[a,b] — R est continue, alors lim —— Z f(a+ —) :/ F)dt
n—+toc N =0 n a
1 n—1 b 1
Si f:[0,1] — R est conti 1 li - ~) = ) dt
e Sif:[0,1] es conmue,aorsnﬁu}rlwnkz:;f(n) f®
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Equation différentielle
Si g est continue sur un intervalle I, alors I’équation différentielle d’inconnue f :

f'(z) = f(z)g(z) a pour solution les fonctions définies sur I par  — K exp(G(x))

ou G est une primitive de g et K € R.

Formule de Taylor avec reste intégral

e Sin € Net f est une fonction de classe C™* sur un intervalle I, et si a, € I, alors

{(n) T _n
1@ = 1@+ -0 @)+ @-a? T @ L [T g g

n

=Y @-o kf(k)(a) / (9c f(n+1)(t) dt
)

eSiaclethelRverifienta+hel
17 {n) ath _f\n
Qfg(a)_"_”‘_"_hnf (U)+/ (a+h-1) D (1 g
< a

fla+h)=fla)+hf'(a)+h , ,
n: n:

Inégalité de Taylor-Lagrange

e Sin € Net f est une fonction de classe C"+! sur un segment [a, b],
siIM >0/Vue [a,b], |[FT) (u)| < M, alors

n

fI®@| _ o b—amt]
£(b) - k;(b—a) | <M

Formule de Taylor-Young

e Sin € Net f est une fonction de classe C™ sur I et si a € I, alors

ny
e 110) IO L (e a)

r—a

fl@) = fla) + (@ —a) f/(a) + (x - o (2

Développements limités usuels

Au voisinage de 0, on a :

-1 -1)... — 1
14+ x)” 1+am+% 2. ..+a<a ) |<a nt )x"’+o(xn)
1
T2 l—z+22 -2+ .. 4+ (=D"2™ 4+ o(2™)
1 2 3 (o n
T l+z+a+z°+ ... +2" +o(x")
2 3 n
mil+a) |-+ 4 4ty oEm
2 3 n
2 3 n
In(l —z) —r—z——x—+4.4—x—+o(z”)
2 3 n
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22 23 2
exp(z) l+z+ =4+ +...+ — +olz™)
2 3! n!
23 b 2201 )

: _ + _1\P 2p+2
sin{x) z S + o +...+ (-1 1) +o(x )
22 2t 2P

- - —_ 1P 2p+1
cos(z) 1 5 + T +...+ (=1 )] +o(z )

Intégrales sur un intervalle quelconque
o f(B) ,~, 9(8)
e f(t) 20

b b
= ( / f&)dt et / g(t) d¢ ont meme nature)
Ja Ja

o 0 < f(t) < g(t) (au voisinage de a)

b
b = / t) dt converge
. / g(t) dt converge ( @ 1) & )

Ja
e 0 < f(t) < g(¢) (au voisinage de a)

b
. /b f(t)dt diverge = (/a g(t)dt diverge)

Intégrales classiques

1 +ac 1
o [ I(t)dt=—1 .VA>0,/ e**tdt:X

Jo
e Va € R, ( /ler% converge) > (a > 1) e Va € R, ( /b“dita)a converge) > (a < 1)
. a Ja -

Fonction I' d’Euler

o0
e Ve >0, ['(z) = / et dt evx >0.T(x+1)=2T(x)
e +oo 1
0V716N*,F(n+1)=/ Me~tdl = n! 01"(5) =7
Jo

2.6 Fonctions numériques de
plusieurs variables

Topologie

n 1
2\ = .
e On note pour @ = (z1,...,za) € R", [|z|] = ( E rf) la norme euclidienne d’un vecteur x.

i=
e La boule ouverte de centre ¢ € R™ et de rayon » > 0 est B{a,r) = {2 ¢ R" /|| — a|| < 1}

. (Q C R"™ est un ouvert de ]R”) — <Vz €Q,3r>0/B(z,r) C Q)
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. (F C R™ est un fermé de ]R") = (]R" \ F' est un ouvert de Q)

& Si 2 est un ouvert de R™ et f : 2 — R est continue alors {z € Q/ f(x)>0} est un ouvert de R™.
e Si F est un fermé de R™ et f: F— R est continue alors {z € F/ f(z)>0} est un fermé de R™.

Dérivées partielles et gradient (f: Q — R est une fonction définie sur un ouvert Q de R™)
flar, a1, ai +t.aq1, ., an)

o Si A(ay,..,an) € Qetic[1, nﬂ A) = lm :
17} 1%}
. Vi(4) = (dxflmx...,%m))ew

Dérivées directionnelles

ul
SiAeQU=| : E]R"etg:{

Un

I - R 1) H ~ A i
¢ FA+tU) ot I est un intervalle de R o11 ¢ est définie,

n

af
‘() = A =
g#)=<VfA+tU), U> 2 w; P

(A +tU)

e dérivée de f en A dans la direction U :

f(A+tU) — f(A)

: =< Vf(A), U>=¢'(0)

aU(A) —1

o dérivée seconde de f en A dans la direction U :

PF ZZ "o
W( ) =qa(U u?“]d () ( ) =4g"(0)

i=1

Développements limités

o Si f est de classe C! sur 2, et si A € , alors J¢: Q — R continue en 0 telle que ¢(0) = 0 et
FA+ H) = f(A)+ < VF(A), H > +||H|| «(H)

FA+ H) = f(A) + th . (A) + ||H||e(H), ot H = (A1, ..., hn)

o Si f est de classe C2 sur 2, et si A € 2, alors J¢: 2 — R continue en 0 telle que ¢(0) = 0 et

JCA+ H) = FAV+ < VIALH >+ qalH) + | HIP (H)
FLALH) = F(A)+ Xn:h 9 st Z Xn: hihy LAY LHIE e H), ot H = (i)
£ l(’).l'i 2 = i g 8331035'7 ) seen A

Hessienne et forme quadratique associée

Si f est de classe C? sur €, et si A € Q, alors

. VZf(A) ( ) ) € Sn(R) e q B &
= p n Al .
Ox;0z; 1,3€lLn] I — I (VAN

* aal Zzhhjamax 4

1
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Extremum local sur un ouvert : condition nécessaire pour une fonction de classe C*

g—i(m =0)

. (A € 2 est un point critique de f) = (V/(A) = 0) = (Vi € [1,n],

e f est de classe Clsur Q i .
== (A est un point critique de f)
e f admet un extremum local en A €

Extremum local sur un ouvert : condition suffisante pour une fonction de classe ¢2

o f est de classe CZ sur Q
e f admet un point critique en A € — (f admet un maximum (resp. min) local en A)
e VH € R™\ {0}, qa(H) < 0 (resp. >0)

e f est de classe Cc?sur Q
e f admet un point critique en A € Q2 :><f admet un maximum (resp. min) global en A)
e VBEQ,VHER™, gg(H) < O(resp. > 0)

Extremum local sur un ouvert : cas n =2

(méthodes et notations de Monge ) re *f (4)
Ox?
o QO — R 2 2 9%y
Sif: {(:c,y) — flay) est de classe C*° sur 2 un ouvert de R*, A€ et ¢ s= 8x6y(
o%f
t=—=(A)
By?

A est un extremum local :
(A est un point critique de f et rt — 2 > 0) = | ¢’est un maximum local si r < 0
c’est un minimum local si r > 0

. i . A int sell 1

(A est un point critique de f et rt — s < O) = es7t un point selle {ou col)
et n’est pas un extremum local

(A est un point critique de f et rt — s = 0) = (On ne peut rien conclure pour l’instant>

Extremums sous contrainte d’égalités linéaires

Soient g1, .., 9p € L(R™,R), b1,...,bp € R, [ une fonction de classe ¢t sur un ouvert

g1(X) =ty

C lensemble des X € R™ solutions du systéme :
gp(X) =bp

et H I’ensemble des solutions du systéme homogéne associé, alors

o HE = vect (Vgs, 1 <i<p) (Rq : les fonctions Vg; sont constantes sur R™)

. (A € C est un extremum local de la restriction de f & c) — (v flA) e HL)

o f est de classe C%sur Q
e Vf(A) e Mt

( la, restriction de f & C admet )
eVYBeC,VII€H, gg(II) < O(resp. > 0)

un maximum (resp. min) global sur C en 4
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3 Probabilités

3.1 Dénombrement

Parties d’'un ensemble

Si E désigne un ensemble de cardinal n € N,

o card (P(E)) =2"
. ca,rd{A C E/card(A) = k} = (Z) = k!(nni ST nn = 1).};!(n—k+1) (pour k € [0,n])

Suite d’éléments

Si E désigne un ensemble de cardinal n € N,
n!

. card({(al,..‘,ak)/al,.‘.,ak € E, distincts 2 a 2}) = Aﬁ = T

=n{n—1)..(n—k+1)

Cardinal d’'une union de 2 ou 3 parties

Si E désigne un ensemble fini et A,B,C C E,
card (AU B) = card(A) + card(B) — card(AN B)

card (AU B U C)=card(A) + card(B) + card(C)
—card(AN B) — card(ANC) — card(BN C)
+ecard(ANBNC)

Cardinal d’'une union de n parties : formule du crible (ou formule de Poincaré)

Si E désigne un ensemble fini et A, ..., An des partics de E, alors

n n
card(U Ag) = anrd(Ai)f Z card(A;NA;)+.. +(—1)k+ Z card(A;; N...NA; )+
i=1

b1 1€i<G<n 141 <. <ip<n
e (=) leard(A1 NN Ay)
n n
card ( U Ag) = Z (—1)k+t Z card(Aq; N...NAg,)
k=1 k=1

101 <. <igE<n

3.2 Probabilité : définitions et propriétés

Définition
A — [0,1]

Si €2 est un ensemble, si A C P(2) est une tribu sur €, et si P: { A — P(A)

o P(Y)=1
( P est une probabilité ) = { o ¥(A)en famille oo Lo

d’événements 2 & 2 disjoints P( U A,-) = ZO P(Ad)
i=0 i=
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Formules

Si A, B sont des événements, P(AU B) = P(A) + P(B) — P(An B)

Si A, B sont des événements incompatibles (ie disjoints), P(AU B) = P(A) + P(B)
P(A) = P(Q\ A)=1- P(A)

P(A\ B) = P(A)— P(ANB)

(A C B) = (”L’événement A implique I’événement B”) = (P(A) < P(B))

Propriété de limite monotone

+o00
Si (An)nen est une famille croissante d’événements, alors P( U An) =

lim (An)
n—+00
n=0
+oo
Si (An)nen est une famille décroissante d’événements, alors P( ﬂ An) = lirJrrl P(An)
n—-1+oo
n=0

+co n
p(Jan) =t r 0 4o
n=0 k=0

Si (An)nen cst unc famille quelconque d’événements, alors

+o0 n
P ) = ) a0
n=0 k=0

Evénements indépendants

On fixe (2, A, P) un espace probabilisé.
(A et B sont deux événements indépendants) “— (P(A NB)= P(A)P(B))

A et B sont deux événements indépendants) — (PB(A) = P(A)) (utilisable si P(B) # 0)

(

((Ai)ieﬂl,n]] est une famille d’événements indépendants)(:)(‘v’JC ﬂl,n]],P( ﬂ AJ-) = HP(A]-))
je J jeJ

(

(As)ien est une fam. infinie d’éve. indép.) — (VJ C Navec J finie, P( N Aj) = HP(Aj))
je J j€eJ

Formule du crible (ou formule de Poincaré)

Si Ay, ..., An sont des événements, alors

n n
P(lJ A =D PA)— Y PANAD)+.. + (=D 3" P(A, n..04;,) +
k=1 i=1 1€i<ji<n 1€i1 <. <ig<n

A (DI P(AL NN AR)

P Ak):XnJ (DR T P(A NN Ay
k=1 k

=1 1€ < <ip<n

Systéme complet d’événements

Si I est une partie de N et (A4;);e7 une famille d’événements,
((Ai)iel est un systéme complet d’événements) <= ((Ai)iel forme une partition de Q)
e JAi=0
~ i€l
eVi,jel, sii#jalors A;NA; =0
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3.3 Probabilités conditionnelles

On fixe (2, A, P) un espace probabilisé.

Définition A — 01
Si B cst un événement tel que P(B) # 0, alors Pg : P(ANB) est unc probabilite.
P(B)

Formule des probabilités composées

Si Ay, ..., An sont des événements avec P(A1 N...N Ap_1) # 0, alors
P(A1...An) = P(A1) x Pa,(A2) * Pa;nay(A3) ... x Pain..na,_, (An)

Formule des probabilités totales

Si (A;)ses est un systéme complet d’événements de probabilité tous # 0, et B un événement,

P(B) = ; P(BNA;) = ; P(A;) Pa,(B)

Formule de Bayes

Si (Ai)scr est un systéme complet d’événements de probabilité tous # 0,

si B est un événement de probabilité non nulle et si ig € I, alors
P(Asy) Pa,, (B)

PB(Aiu) =
> P(Ai)P4,(B)
i€l

3.4 Variables aléatoires réelles discretes

On notera "V.AR." pour "variable aléatoire réelle”

Définition
e 51 X : Q2 — Rest une V.A.R., alors
(X est une V.A.R. discréte) = (X(Q) est dénombrable)
<= (X(€) fini ou bien en bijection avec N)

Somme de variables aléatoires
e Si X et Y sont 2 variables aléatoires discrétes indépendantes, alors

¥z € (X + Y)(Q), P(X+Y=z)={ ZEE:X(Q) P((X:z)ﬁ(Y:z—x))
z—z €Y(Q)
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{ R — [0,1]

Fonction de répartition

Si X est une V.A.R., sa lonction de répartition est Fx :
z — P(X<1x)

e F'y est croissante sur R. e F'x est continue a droite en tout point de R
e lim Fx(z)=1 e lim Fx(z)=0
z—+00 z——00

eVa,beRavec a<b, Fx(b) — Fx(a) = P(X € [a,}])
e S1 X(Q) = {z1,...,2n} avec 1 < 22 < ... < Ty,
alors Vi € [2,n], P(X = x;) = Fx(2;) — Fx(zi—1) et P(X = 1) = Fx (1)

Indépendance de V.A.R.
e Si X et Y sont deux V.A.R. discrétes,
(X etY sont indépendantes><:>(Va € X(9),Vb € Y(Q), P(X=anY =b) :P(X:a)P(Y:b))

® Si X1,...,Xn sont des V.A.R. discrétes,
V1 € X1(Q)

(Xl, ey Xp, sODY indépendantes){:»( s P( ﬁ(XZ = zz)) :ﬁP(Xi = zz))
Van € Xn () =1 =1

Espérance : Définition
e Si X est une V.A.R. discréte :

Si X(Q) ={=z1,...,zn} alors E(X) = i zr P(X = xx)
k=1

+oo
Si X (1) = {x;, i € N*} alors BE(X) = Z zy P(X = xy), si la série converge absolument.
k=1

Theoremes de transfert

e Si X est une V.A.R. discréte avec X(2) = {z;,71 € I}, si g: R — R et si g(X) est une variable
aléatoire, alors sous réserve de convergence absoluce :

B(g(X) = Y g@i) P(X = 25)

el

e Si X et Y sont des variables aléatoires discrétes et si Z = g{X,Y’) est une variable aleatoire,
alors sous réserve de convergence absolue,

E(g(X,Y)) = > g(@,y) P(X =znY =y)
z€EX(Q), yeY ()
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3.5 Variables aléatoires réelles a densité

Définition d’'une densité o f est & valeurs dans R*

. e f est continue sur R privé d’un nombre fini de points
. (f :R+— Rest une dens1té) = s P P

+oo
. / F () dt converge et vaut 1
e Si X :Q — Rest une V.A.R., alors
X
(X admet fx pour densité) = (Vz €R, P(X €1x) =/ fx(@) dt)
— 00

= (F)’{ (2) = fx(x) pour tout réel x ol fx est continue)

Somme de variables aléatoires

e Si X et Y sont 2 variables aléatoires a densités ( fx et fy), indépendantes, alors

+o0
h(z) = / Ffx (t) fy (x — t) dt cst une densite de X +Y.
o

(Il faudrait en toute rigueur vérifier que fx ou fy est bornée pour que ce résultat soit vrai, mais
dans la pratique on ne vérifie jamais cette hypothése)

Indépendance de V.A.R.

e Si X et Y sont deux V.A.R. & densité,
(X et Y sont indépendantes) PR (Vm,y ER, P(X <zNY <y)=P(X <z)P(Y y))

e Si X1,...,Xn sont des V.A.R. & densité,

(Xl, ey Xy sONY indépendantes) — (V(ml, ey Xn) € R",P( ﬁ (X; £ mz)) =ﬁP(X¢ < zl))

i=1 i=1

Espérance : Définition

e Si X est une V.AR. & densité : oo
Si fx est une densité de X, alors E(X) = / t fx(t) dt si intégrale converge absolument.

—00

Theoreme de transfert

e Si X est une V.A.R. & densité fx,

si X (§2) est un intervalle I d’extrémités a et b (avec —o0 < a < b € +00),
si @ est continue sur I éventucllement privé d’un nombre fini de points,

(E(Lp(X)) existe et E{p(X)) = Lb o(t) fx (t) dt) = (/ab w(t) fx (t) dt converge absolument)

3.6 Moments d’une variable aléatoire réelle

Espérance : premieres propriétés
Si X et Y admettent des espérances, alors

sYACR, EQAX4Y) = ABX)+E(Y) (X ety indépendantes):>(E(XY) = E(X)E(Y))
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eVAER, E(A) =X

. {X 20Ps) v o (ps)

E(X)=0

. (x >0 (p.s.)) = (E(X) > o) . (X <Y (ps.)) — (E(X) < E(Y))

Variance, écart-type

Si X,Y, X1, ..., Xn sont des V.A.R. et sous réserve d’existence,

. V(X) :E( (XfE(X))Z) o V(X) = E(X?) — (E(X))?

o V(X) = E(X(X —1)) + B(X) — (B(X))* ¢ V(X) = E(X(X +1)) - B(X) — (B(X))*
o V(aX +b) =a®V(X) (pour a,b € R) . (V(x) = o) — (X est constante (p.s.))
o a(X) = /V(X) e o(aX +b) =lal 6(X) (pour a,beR)

. (X, Y indépendantes) = (V(X +Y)=V(X)+ V(Y))

. (Xl,.A.,Xn indépendantes) = (V(lz:; Xi) = lZ:; V(Xi))

Covariance
Si X,Y,Z,X1,..., X, sont des V.AR., si a,b € R, on a sous réserve d’existence :

o cov(X,Y) = E( (X - E(X)) (Y - E(Y)) ) o cou(X,Y) = E(XY) — E(X) E(Y)

. (X, Y indépendantes) = (cov(X, Y)= 0) o cov(aX +bY,Z) = acov(X, Z) + beov(Y, Z)

e V(X+Y) = V(X)+V(Y)+2cou(X,Y) . v( Xn: xi) = Xn: V(X:)+2 Y cov(Xi, X;)
=1 i=1 1<i<ign

Coefficient de corrélation linéaire

Si X,Y sont deux V.A.R. admettant chacune une variance non nulle,

_ cou(X,Y)
<Y = e )
. p(X,Y)‘ <1 . (‘p(X,Y)‘ - 1) — (Ela,beR/Y=aX+b p.S.)

Moments et moments centrés

Pourr € N,
o mr(X) = E(X") est, sous réserve d’existence, le moment d’ordre r de X.
o 1 (X) = E( (X — E(X))") est, sous réserve d’existence, le moment centré d’ordre r de X.

Variable aléatoire centrée réduite

Si X est une variable aléatoire admettant une espérance m et une variance o2 > 0,
la variable aléatoire centrée réduite associée a X est :

. X-EX) ey o
X* = m etona E(X*)=0et V(X*)=1
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Espérance conditionnelle

E(X]A) = (Espérance de X pour Py ) = Z z Pa(X =x)
2EX(Q)

Formule de I'espérance totale

Si (A;); € I est un SCE d’événements de probabilités tous non nulles, alors :

(X admet une espérance pour P)<:> (X admet une espérance pour chacune des PAi)

et alors E(X) = Z P(A;) E(X|4;)
i€l

3.7 Lois discrétes usuelles

Lo Notation |  X(£) P(X=k) E(X) V(X)
1 1 2-1
Loi uniforme L{([[l,n]]) [1, 7] — n ;_ r -
n
Loi de Bernoulli B(p) {0,1} §E§ z ég i 11) —p P p(l—p)
Loi binomiale B(n,p) [0,n] (Z) pk(l - p)"’k np np(l —p)
() (%)
k n—=k
Loi hypergéométrique | H(n, IV, p) (Ccf ggé;g]us) Nn np Hors Prgm
(5
k—1
1
Loi géométrique g(p) N* ( q ) p ) z 4
g=1-p P D
/\k
Loi de Poisson P(A) N e o A A

Loi uniforme

Modélise le résultat d'une expérience dont les résultats apparaissent avec la méme probabilité

o X(Q) = [a,6]
e SiabcZeta<b, alors (XHZ/{([a,b]])) 4:>{

b b— 12-1
o Si X — U([a,b]), alors E(X) = a;— et V(X) = %

o VE € [a,b], P(X = k)

1

= b—a+1
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Modélise le résultat d’une expérience dont le résultat n’a que 2 issues possibles.

Loi de Bernoulli

n
. (X — B(n,p)) — (HXI, ..., Xn V.AR. indépendantes, de loi B(p), telles que X = Z Xi)
=1
Loi binomiale
Modélisele nombre de succés au cours de n expériences indépendantes de probabilité de succés p.

(s

X2 < Blna.p) et X, Xy indépendantes) — (Xl + Xo — B(n1 + nQ,p))

Loi hypergéométrique

Modélise le nombre d’objets de type 1 piochés au cours de n tirages sans remise parmi N objets
dont une proportion p sculement est de type 1.
{ce qui fait Np objets de type 1 et N — Np objets de type 2)

o X(Q) = [maz(0,n— (N —Np)), min(Np,n)]
e Si X — H(n,N,p) et si X — B(n,p), alors (XN tend en loi vers X quand N tend vers +oo)

o V(X) = %(an)

Loi géométrique

Modélise la date du premier succés au cours d’une infinité d’expériences indépendantes de pro-
babilité de succes p.

e P(X =1)€]0,1]

X suit loi géométri
. ( suit une loi géomé rlque) = { oWk, £ € N, Pixs (X >k+£) = P(X > 0)

o P(X =1)€]0,1]
eVk,n €N, Pixsiy(X =k+n)=P(X =n)

Loi de Poisson
Modélise (intuitivement seulement) le nombre de voitures passant sous un pont pendant une
durée A, ou le nombre d’atomes d’uranium qui fissionnent pendant une durée A, par exemple.

( X1 — P{)

Xo . plagy O X1 X2 mdépendantes) — (xl 1 Xy s PO+ ,\2))

A
e Si X, — B(n, 7> et X — P(X), alors (Xn converge en loi vers X quand n tend vers +oo)
n
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3.8 Lois usuelles a densité

Loi Notation | X () Fx () E(X) | V(X)
! sit € [a,b 2
si a, bl (b—
Loi uniforme Zx[([a, b]) la, b] —a atb|b—a)
. 2 12
0sité¢la,b]
0 sit<O 1 1
Loi exponentielle g R* - =
Xe Msit =0 A A
0 sit <0
Loi v(v) Rt 1 Lot gt >0 v v
()
0 sit<0
Loi T (b, v) R* 1 grle—t/b by b2y
—5it >0
I'(v) oY
Loi le centrée réduite| A(0,1) R L -5 0 1
ol normale centrée réduite R e 2
Var
Loi | Nm.o?) | R L vy 2
oi normale m,o e 2072 m o
V2no?

Loi uniforme

o (x=u(0.1)) ) = (Y =a+(b-a)x —=u(lat]) )

o Si X — U([a,b]), alors Fx(t) =

Loi exponentielle

0 sit<a

1 sit>b

o (x—em) <:>(§ng(x>)

e Si X — £(A),alors vt € R, Fx(t) = {

% site la, b]

0 sit<O
1—e Msgitz0

e Caractérisation de la loi exponentielle par I’absence de mémoire :

(X suit une loi exponentielle)@ {

e X(Q) =RT

eVs t cRY, P(X >s+t|X >t)=P(X >s)
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LoivyetloiI’
. (X — 'y(z/)) = <bX — (b, z/)) { pour tout 1,6 > 0)

X1, Xo, ..., Xn, indépendantes
X1 — (1) n
—( X x-a(n)

[ =1
X — 'y(un)

X1, X2, ..., Xy, indépendantes
X7 — T'(b, 1/1) n
. = Z Xi (b Yo w)

Xp — F(b n)

@
Il
il

o (X > T») = (aX < T(ab) (sia>0) )
o (xoem) = (Xc—>1“(§,1))
Loi normale
. (X — N(0, 1)) — (UX +m— N(m,a2)) ( pour tout m € Ret o >0)
X1, X2, ..., X, indépendantes
o S N — | S (T Te)
: = =

Xp — N("hn”i)

12

cow == [ Ea evmeR g0 —1-0l)

3.9 Convergences et approximations

Inégalité de Markov
Si X est une V.A.R. admettant une espérance, alors pour tout € > 0,

P(IXIz¢€) < w

Inégalité de Bienaymé-Tchebychev
Si X est une V.A.R. admettant un moment d’ordre 2, alors pour tout € > 0,

P(ix - B > 0) < 0
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Convergence en probabilité

(X0 — X) = (ve> 0, HETOCP(\XH7X|>E):O)

Loi faible des grands nombres

Si (Xpn)nen est une suite de V.A.R. indépendantes,
admettant chacune la méme espérance m et la méme variance o2,

N — 1
alors pour tout € > 0, lim (\Xn —m| = e) =0,00 Xn, = — Z X;.
n =

n—4 oo

Approximations classiques

e Si Xy — H(n, N,p) et si X — B(n,p), alors (XN tend en loi vers X quand N tend vers +oo)

A
® S8i Xp — B(n, 7) et X — P(A), alors (Xn converge en loi vers X quand n tend vers +oo)
n

Théoreme de la limite centrée

Si (X;);en est une suite de variables i.i.d.,

ot
admettant une espérance m et une variance o2, et si Sp, = Z X; et si Xp, = —,
- i—1 n
Sn — E(S, Xp—m - .
alors S = (Sn) = ﬂ( i ) tend en loi vers la loi M(0, 1), c’est-a-dire :
V(Sn) o
2
nBT Pla < S <b) / \/7 exp ( ) di pour a < b deux réels quelconques.

#(b) — ¢(a)

3.10 Estimation

Biais d’'un estimateur

Si T}, est un cstimateur de g(0), alors sous réserve d’existence :
(biais de T%) = br,, (8) = E(T) — g(8)

Estimateur sans biais

(Un estimateur T, de g(f) est sans biais)(:» ( by, (0) =0 )

= (BT = (0) )

Risque quadratique d’un estimateur

Si Ty, est un estimateur de g(6), alors sous réserve d’existence :

(Risque quadratique de T,,) = rq,, () = E( (T - g(()))z ) =07 + V(Tn)
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Asymptotiquement sans biais

Une suite (Ty }5en d’estimateurs de g(0) est...

(asymptotiquement sans biais) = ( ET E(T,) = g(9) )

Suite convergente d’estimateurs

Une suite (T )nen d’estimateurs de g(6) est...

(convergente) — (T,L - g(6) ) — (Ve >0, nBTx P(|Ta—g(0)]| >¢) = 0)

Intervalle de confiance

([Un, V»] est un intervalle de conflance de g(#) au niveau de confiance 1 — a)

= (P(U” <yg(®) Vo) 21—a (pour tout 9))
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BCE - CONCOURS 2008

Les épreuves écrites

L'INSEEC utilise les épreuves de la BCE-CCIP selon la grille ci-dessous. Le choix des coefficients d'écrits (total: 30) est équilibré mais
privilégie néanmoins les langues, la culture générale et I'histoire - géographie politique du monde contemporain (voie scientifique),
|'analyse économique et historique (voie économique) ou I'économie (voie technologique). Cette décision est en parfaite cohérence
avec le projet pédagogique de I'INSEEC qui affiche une volonté claire d'internationalisation de son cursus (nombreux cours dispensés
en anglais) et qui, depuis sa création, est la seule Ecole de Management & avoir développé un Département “Conférences de
Méthodes et Culture Générale” tel qu'il existe dans les Instituts d'Etudes Politiques.

Op Option Co Option Coef Option

Choix des épreuves écrites Scientifique i Economique 5] Technologique Littéraire i
Epreuve HEC 2 Epreuve HEC 2 Epreuve HEC 2 Epreuve HEC 2
IENA 7 IENA 7 IENA 4 IENA 6
IENA 5 IENA 5 IENA 3 IENA 4
Epreuve ESC 5 Epreuve ESC 5 Epreuve ESC 4 -

- - - Epreuve ESSEC 5

- - - Epreuve ESSEC 5
Epreuve EDHEC 5  Epreuve EDHEC 4 Epreuve ESC 4 -
Epreuve ESC 6 - - -
- Epreuve ESC 7 - -
- - Epreuve ESC 5 -

- - - Epreuve ESCP-EAP 4

- - Epreuve ESC 8 -

Epreuve ESSEC 4

A I'issue des épreuves écrites, le jury d'admissibilité de I'INSEEC se réunit et arréte la liste des candidats admissibles. Ceux-ci sont
convoqués soit a Paris soit a Bordeaux en fonction de I'académie d'appartenance de leur classe préparatoire et d’une décision arrétée
par le jury d'admissibilité, dans le but d'équilibrer au mieux les calendriers de passage. Des dérogations sont possibles sur demande
du candidat. Les résultats d’admissibilité sont transmis aux candidats le jeudi 12 juin 2008.

Les épreuves orales

Les épreuves orales se déroulent sur une journée, soit a Paris soit a Bordeaux. Les jurys sont composés de maniére équilibrée de

professeurs de classes préparatoires, de cadres d’entreprises, d'enseignants ou d'Anciens Eléves de I'INSEEC.

Les épreuves orales de I'lNSEEC ont un double objectif:

o discerner |'aptitude du candidat a réussir et bénéficier pleinement des projets et programmes qui lui seront proposés: ouverture
internationale, goUt pour la communication et I'argumentaire, esprit d’entreprendre, sens de I'équipe...

e susciter une premiére rencontre entre le candidat et I'Ecole.

Entretien Entretien Langues Langues TOTAL
individuel collectif Vivantes 1 Vivantes 2

Coefficients INSEEC - Paris - Bordeaux

L'admission et Uinscription

L'inscription se fait par la procédure centralisée SIGEM 2008.
Quel que soit votre rang de classement (liste principale + liste complémentaire), c’est vous qui déciderez
d’intégrer soit PARIS, soit BORDEAUX.
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