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EXERCICE 1 : Théoréme des accroissements finis et suites récurrentes

On considere la fonction f définie sur R% par :

x+1 In(x) .
flz) = ——1% o siz#1

1 sixz=1

1. (a) Montrer que f est C! sur R%\{1} et que pour x > 0 et z # 1 :

, —2zIn(x) + 2% -1
f (x) = 2CCE$)—+1)2

(b) Utiliser un DL pour calculer lim f'(z).
o1
(c) A l'aide du théoréme du prolongement du caratére C'', montrer que f est O sur R%.
Préciser la valeur de f'(1).

2. On admet que Yx > 0, In(z) <z — 1, avec égalité si et seulement si v = 1.
Construire le tableau de variations de f. On précisera ses limites aux bornes de I’ensemble

de définition.
3. Montrer que : Vx > 1, f(z) < =.
4. Soit a > 1.
(a) Montrer que la suite (x,)pen définie par zg = a et Vn € N, z,11 = f(z,) est bien

définie et & valeurs dans |1, +o0.
Indication : utiliser le théoréeme de la suite récurrente donné dans le chapitre 8.

(b) Etablir qu'elle converge vers 1.

(¢c) Montrer que pour x au voisinage de 1, on a |f’(m)| <
En déduire qu’il existe un entier ng tel que :
1
Vn = ng, |Tpe1r — 1] < §|xn — 1]
Indication : utiliser linégalité des accroissements finis.

(d) En déduire que :

A . . _ 1
(e) En déduire que : x, et 1+o0(5).



