PCSI 1 - DEVOIR MAISON N°6 Année scolaire 2017-2018
A rendre le lundi 6 novembre 2017

EXERCICE 1 : Fonctions usuelles

On considére la fonction définie sur I'intervalle I = [0, 7| par :

sin(x)
/b —4cos(z)

1. (a) Vérifier que f est bien définie sur I, et montrer que pour deux réels positifs a et b :

fz) =

a—>b

Va-vb=—

(b) Montrer que Va € I, f(z) — sin(z) < 0.
Indication : ne pas utiliser de dérivée, mais utiliser l’identité de la question précédente.

(c¢) Par une étude de fonction, montrer que Yz €]0, 7], sin(z) < z
En déduire les solutions de I’équation f(x) = x sur I'intervalle 1.

2. Vérifier que :

2 x (cos(z) — 2) x <cos(m) - %)

el flo= (5-— 4005(33))3/2

Etudier ensuite les variations de f sur l'intervalle I et tracer I’allure de sa courbe repré-
sentative sans calculatrice.

T
On représentera les tangentes a la courbe aux points d’abscisses 0, 3 et .

On considére maintenant la fonction g définie sur I = [0, 7| par :

9(96) = arccos (%)

3. (a) Etudier les variations de la fonction

¢:1-1,1] — R
4 — 5t
t [
5 —4t
En déduire que si ¢t €] — 1, 1], alors ¢(t) €] — 1, 1].
(b) Montrer que g est dérivable sur l'intervalle |0; 7[ puis vérifier que :
-3

va €l0,x, ¢'(x) = 5 — dcos(x)

1
(¢) On admet que g est dérivable en 0 et 7 avec ¢'(0) = —3 et ¢’(w) = —=. Tracer l'allure

de la courbe de g, en s’aidant des tangentes aux points d’abscisses 0 et 7.
4. Soit x € [0, z].
3
(a) Montrer qu’il existe un unique z € {g,w} tel que f(z) = f(2).
(b) Calculer cos (g(x)) et sin (g(x)).



(¢) Montrer par un calcul que f(g(z)) = f(z) et en déduire que z = g(z).
5. Solent x € [0, %] et z = g(x).

(a) [*] Exprimer cos(z + z) et cos(z — z) comme une fraction rationnelle en cos(x) uni-
quement.

(b) [*] Dresser le tableau de variations des fonctions :

by : [o,q VR

: wgz[o,q 4 R

et 3
t — t+g(t) t — t—g(t)

En déduire le signe de cos (%) et cos (m ; Z>.

(¢) [*] Exprimer cos (x ;_ Z> et cos (?) en fonction de f(x).

7r
6. (a) [*] Prouver que la restriction de f a l'intervalle [0, g} est bijective a valeurs dans un
intervalle J & préciser. On note 6 sa fonction réciproque.

(b) [*] En utilisant la question 5., déterminer la fonction 6.



