PCSI 1 - DEVOIR MAISON N°7
A rendre le lundi 7 janvier 2019

EXERCICE 1 : Suites et matrices

On définit les matrices suivantes :
1/3 1
4=3 (1 3

On considére également la suite (up)n>0

VneN, upp1 =

1. Inverse de P.
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) (i)

définie par ug = 2 et :

Su, +1
Up + 3

Montrer que P est inversible et déterminer P~1.

2. Calcul de A™.
On pose B = P~ 'AP.

(a) Calculer B. En déduire B™ en fonction de n € N.

(b) Montrer que : Yn € N, A" =

(¢) En déduire I'expression de A™

PB"pP-L.

en fonction de n.

3. Convergence de la suite (uy)n>0-

(a) Montrer que : Vn € N, u, > 1

(b) Montrer que (up)n>0 est décroissante.

(c) Montrer que (up)n>0 converge vers 1.

4. Calcule de u,, puis de sa limite.
On considére les deux suites (an)n>0 €t (bp)n>0 définie par ag =2, by =1 et :

(a) Montrer que pour tout n € N

3 1 1 3
Vn € N, nt1 = §an + §bn et bpy1 = §an + §bn
an,
Sap > 0,0, >0et u, = —.
bn

(b) Pour n € N on pose X,, = <

X, puis en déduire que :

an,

b ) Donner lexpression de X, 11 en fonction de A et
n

YneN, X, =A"X,

(c¢) Donner alors 'expression de wu,, en fonction de n puis retrouver la valeur de sa limite.



EXERCICE 2 : Fonctions numériques

Partie I : Caractérisation des homothéties

On veut déterminer les fonctions g : R — R telles que :

(i) V(z,y) €R? gz +y) =g(z) +9(y)
(ii) g est continue sur R ie Vx € R, }im g(t) = g(x)
—x

On se donne g une solution du probléme.
1. Veérifier que g(0) = 0.

2. On pose a = g(1). Etablir que : ¥n € N, g(n) = a x n. Vérifier que cette formule est
encore valable pour n € 7Z.

3. Etablir que : Vr € Q, g(r) = a x r (utiliser le fait que r s’écrit r = g avec p € 7, q € N*)

4. Soit x € R. Justifier qu’il existe une suite (r,)nen de nombres rationnels qui converge
vers x et en déduire que g(z) = a X x.

5. En raisonnant par analyse-synthyése, donner alors toutes les solutions du probléme.

Partie II : Caractérisation des fonctions exponentielles

On veut déterminer les fonctions f : R — R telles que :

{(0 V(z,y) €R?, fz+y) = f(2)f(y)
(73)  f est continue sur R
On se donne f solution du probléme.
1. (a) Vérifier que f(0) =0 ou f(0) = 1.
(b) Etablir que : ou bien f est la fonction nulle sur R, ou bien f ne s’annule pas sur R.
(¢c) Montrer que si f n’est pas la fonction nulle alors Vo € R, f(x) > 0 et f(0) = 1.

2. On suppose dans cette question que f n’est pas la fonction nulle et on pose g = In(f).

(
(b) Etablir que : V(z,y) € R2, g(z +y) = g(z) + g(y).

a) Monter que g est définie et continue sur R.
(c) En déduire qu’il existe un réel b > 0 tel que : Vo € R, f(z) = b".

3. En raisonnant par analyse-synthése, donner alors toutes les solutions du probléme.



