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EXERCICE 1 : Produits infinis

On considére dans tout Iexercice une suite (uy,)pen+ de réels non nuls. On lui associe la suite
(PN)Nen- définie par :

N
\V/NGN*, PN:Hun:ulxu2x---xunx---xuN

n=1

On dira que le produit infini H uy, est convergent lorsque la suite (P, )nen+ admet une limite
n>1
+oo

finie non nulle, et cette limite sera notée H u,. Dans le cas contraire, on dira que le produit

n=1
diverge.

“+o0o
On peut aussi généraliser ces notions au produit infini | | Uy, et & sa limite | | U,

n>ng n=ng

Partie I : Premiers résultats

1. Condition nécessaire de convergence.

(a) Pour N > 2, déterminer uy en fonction de Py et Py_j.

En déduire que si le produit infini H uy, converge, alors lim wu, = 1.
$1 n—-4o0o
n_

1
(b) On pose pour tout n > 1, u, = 1+ —. Vérifier que, pour tout N € N* : Py = N + 1.
n

1
Le produit infini H (1 + —> est-il convergent 7
n

n>1
(c) La condition obtenue & la question 1.(a) est-elle suffisante ?

2. Un premier exemple de produit infini.
On pose pour tout n > 2, u, =1 — #

Noontl
Vérifier que, pour tout N > 2 : Py = H o
n=2 n—1
1 i 1
Le produit infini H (1 — —2> est-il convergent 7 Si oui donner la valeur de H <1 — —2>
n n
n>2 n=2
3. Un second exemple.
(a) Soit a un réel différent de prm, pour tout pEL.
a
On pose pour tout N € N* : Py = H cos <2n)
Montrer que Py X sin (LN) 2N sin(a
a = a
Le produit infini H cos (2—n) est-il convergent 7 Si oui donner la valeur de H cos (2—n)
n>1 n=1



1+ cos (&
(b) Veérifier que pour tout n > 1 : cos <%> =1/ % En déduire la formule

suivante :
2_VZ V2+v2 V24 V2+2
T2 2

X ...
T 2

Partie II : Liens entre produits infinis et séries.

4. Equivalence entre produits infinis et séries.
On suppose dans cette question (et seulement dans cette question) que lirf Uy = 1.
n——+0oo

(a) Monter qu’il existe un entier ng € N* tel que : Vn > ng, u, > 0.

N
(b) On pose, pour tout N > ng : Sy = Z In(uy,).

n=ng

Etablir que le produit infini H u, converge si et seulement si la série Z In(uy,)
n>ng n>no
+oo +o0
converge. Dans ce cas donner une formule reliant H Up, €t Z In(uy,).
n=ngo n=ng

5. Une condition nécessaire et suffisante de convergence dans un cas particulier.
On suppose dans cette question (et seulement dans cette question) que, pour tout n € N*,
Up = 1+ vy, ol (Vy)nen+ est une suite de réels positifs qui converge vers 0.

(a) Vérifier que : Vo > 0, In(1 + z) < z.

(b) En déduire que si la série Z v, converge, alors le produit infini H (14 vy,) converge.
n>1 n>1

(c) Réciproquement, montrer que si le produit infini H(l + v,,) converge, alors la série

n>1

E VU, Cconverge.
n>1

1
(d) Donner alors une nouvelle preuve de la divergence de la série Z —.
n

n>1
(e) Dans cette derniére question, on suppose que pour tout n € N*, u, = 1+ v,, ou
(Un)nen+ est une suite de réels de l'intervalle | — 1, 0] qui converge vers 0.
Montrer que le produit infini H(l + v,,) converge si et seulement si la série Zvn
n>1 n>1

converge.
Partie 111 : Exemples non triviaux.

On utilisera les résultats de convergence de produits infinis établis dans les parties I et II.

6. Exemple 1.
Soit & > 0. On pose pour tout n € N* : u,, = 1 4+ a").
(a) Dans le cas ou o > 1, dire si le produit infini H (1 —|—a(2n)) est convergent ou
n>1
divergent.

(b) On suppose a €]0,1[. Déterminer lim n2a(").
n—+oo

En utilisant la question 5., en déduire que le produit infini H <1 + a(2n)> est convergent.
n>1

(c) Toujours pour o €]0, 1], et pour N € N*, calculer (1 — a?)Py. En déduire la valeur de
+oo

H <1 + oz(Qn)>.

n=1



7. Exemple 2
Soit —1 <z < 1.

(a) Pour N > 1, vérifier que :

2N N N
n= 1 n:l n=1
et ensuite que :
2N N 1 N
II (=) x ]l == =11 +2")
n=N-+1 n=1 n=1

1
(b) Justifier la convergence des produits infinis H (1 —HU") et H T 21 et la formule :
-

n>1 n>1
+oo +oo 1
I[l(Hw"):}_[lW

8. Exemple 3.

1
(a) Justifier la convergence du produit infini };[1 ( 4n2>

(b) Vérifer que, pour tout N > 1 :

N 1 (2N)! x (2N + 1)!
11 (1 - @) T (NNix 2N

n=1

(c) En admettant la formule de Stirling N! N V21N x N¥ x eV en déduire que :

—+00

1o 1 2
[[(1-—)=2
4n? T

n=1



