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PROBLEME : Caractérisations des fonctions exponentielles

Le but de ce probléme est de donner deux caractérisations des fonctions du type t — e%

oll a est une constante réelle.

Partie I : Une premiére caractérisation des fonctions exponentielles

1. Soit (a,C) € R%. On pose Vt € R, y(t) = Ce™. Montrer que y est dérivable sur R et que :
VteR, y'(t)—ay(t)=0

2. Réciproquement on suppose que y : R — R est dérivable sur R et qu’il existe a € R tel
que :
VteR, y(t)—ay(t)=0
(a) On pose z(t) = y(t) x e~®. Montrer que z est constante sur R.
(b) En déduire qu’il existe un réel C tel que Vt € R, y(t) = Ce™.

Partie II : Caractérisation des fonctions linéaires

Soit g : R — R une application. On dira que g vérifie la relation (R) lorsque :
V(s,t) € R?, g(s+1t) = g(s) +g()
On cherche des hypothéses a ajouter pour que g soit du type t — at ou a € R (fonctions
linéaires).
1. Soit g une application vérifiant la relation (R).

(a) Montrer que ¢g(0) = 0.

(b) Soit t € R. Montrer par récurrence que Vn € N, g(nt) = ng(t).

(c) Montrer que g est impaire et que Vt € R, Vn € Z, g(nt) = ng(t).

(d) Soient z un réell et r un rationnel noté r = P ou p € Z et ¢ € N*. Montrer que

q

g (ét) = ég(t) puis que g(rt) = rg(t).

2. On suppose que g : R — R est une application vérifiant la relation (R) et qu’elle est
continue en 0 ie }ir% g(t) =¢g(0) =0.
—
On fixe un réel ¢ et on se donne (r,) une suite de nombre rationnels qui converge
vers t :Vn e N, r, € Q et lirf rn, = t. (On admettra ezistence de la suite (ry,).)
n—-+0o0

Montrer que lim g(t —r,) = 0 puis que lim g(r,) = g(t) et conclure que si on pose
n—+oo n—+oo

a = g(1) alors g(t) = at .



3. On suppose que g : R — R est une application vérifiant la relation (R) et qu’elle est
monotone.
On fixe un réel t et on se donne (r,) une suite croissante de nombre rationnels qui
converge vers t et (s,) une suite décroissante de nombre rationnels qui converge vers ¢.
On adoncVneN, r, <t <s,.
On admettra existence des suites (ry,) et (sp).
Montrer que si on pose a = g(1) alors g(t) = at .

4. Conclure que si g : R — R est une application :

gestdutypet—atotiaeR <= g verifie (R) et est continue en 0
<= g verifie (R) et est monotone

Partie III : Caractérisation des fonctions logarithmes

Soit h : R} — R une application. On dira que h vérifie la relation (L) lorsque :

(s, t) € (R%)?,  h(st) = h(s) + h(t)
On cherche des hypothéses a ajouter pour que h soit du type t — aln(t) ot a € R (fonctions
logarithmes).

1. Soit h : R% — R une application. On pose Vt € R, g(t) = h(et). Montrer que g est
définie sur R et que :

g vérifie (R) <= h vérifie (L)
2. En utilisant la partie II, conclure que si h : R} — R est une application alors :

h est du type t — aln(t) ona € R <= h verifie (L) et est continue en 1
<= h verifie (L) et est monotone

On rappelle que h continue en 1 signifie que %m% h(t) = h(1).
—

Partie IV : Une autre caractérisation des fonctions exponentielles

Soit f : R — R une application. On dira que f vérifie la relation (E) lorsque :

V(s,t) € R?,  f(s+1t) = f(s) x f(t)
On cherche des hypothéses a ajouter pour que f soit du type t — e® ot a € R (fonctions
exponentielles).
1. Soit f: R — R une application vérifiant la relation (E).
(a) Si f est constante montrer qu’elle vaut 0 ou 1.
(b) Si f s’annule un point ¢y de R, montrer que f est la fonction nulle.
(c¢) Si f ne s’annule pas sur R, montrer que Vt € R, f(¢) > 0.

2. Soit f: R — R une application & valeurs strictement positives.
On pose Vt € R, ¢g(t) = In (f(t)) Montrer que g est définie sur R et que :

g vérifie (R) <= f vérifie (E)
3. En utilisant la partie II, conclure que si f : R — R est une application différente de la
fonction nulle alors :

festdutypetr— e otla e R <= f verifie (E) et est continue en 0
<= f verifie (E) et est monotone



