PCSI1 - DEVOIR SURVEILLE N ° 2 Année scolaire 2020-2021
Samedi 17 octobre 2020

Durée du devoir : 30min + 3h30

Les calculatrices colléges sont autorisées. Les exercices sont indépendants,
on les traitera dans l'ordre souhaité. Il est vivement conseillé de gérer son
temps de maniére a tous les aborder. Le devoir de cours est a rendre sur une
copie séparée des exercices.

Devoir de cours : Durée max 30min.

Aucune démonstration n’est demandée. Toutes les variables utilisées doivent étre définies.
1. Donner la définition de f : F — F' surjective.
Enoncer la formule du binéme de Newton.

N

Enoncer les formules d’Euler.

=W

Enoncer le théoréme qui donne des conditions suffisantes pour que f~! existe et soit
dérivable sur un intervalle J.

5. Enoncer le théoréme qui donne une condition nécessaire pour que f ait un
extremum local en un point zy d’'un intervalle I.

Exercice 1 : Calculs de sommes.

Soient n et p deux entiers naturels, avec n > p. On pose :

Snp = i(—l)k <Z) K

k=0

L’objectif de cet exercice est d’é¢tudier quelques propriétés des sommes S, .

n
n
1. Dans cette question on étudie le cas p=0: .5, 9 = Z(—l)k <k>
k=0
(a) Montrer que pour tout entier naturel n non nul on a : S, g = 0.
(b) Et que vaut Spo?

2. Dans cette question on étudie le cas p=1 (et donc n > 1) : S, 1 = Z(—l)k (Z) k.
k=0
On pose : Vz € R, f(x)= Z(—l)k (Z) zk.

k=0
(a) En utilisant la formule du bindéme simplifier f(x).

(b) Donner deux expressions différentes de la dérivée f/(x) (une en utilisant la définition
de f(x) et une autre en utilisant la formule de la question précédente).
(c) Déduire de la question précédente la valeur de S 1, et celle de S, 1 pour tout entier
n > 1.
3. On revient au cas général ol n et p sont deux entiers naturels, avec n > p.
(a) En utilisant la formule du pion et la formule de Pascal, établir quesip € Net n > p+1:

Sn,erl = n(sn,p - Snfl,p)

(b) Etablir que :
VpeN, Vn>p, S,,=0



Exercice 2 : Ceci n’est pas le triangle de Pascal.

On considére le triangle numérique suivant, ot chaque nombre est obtenu en
additionnant les deux nombres de la ligne supérieure entre lesquels il est placé :

0 1 2 3 4 5
1 3 5 7 9
4 8 12 16
12 20 28
32 48
80

1. Calculer le nombre inscrit a la pointe (c’est-a-dire tout en bas) du triangle
d’ordre 7, c’est-a-dire du triangle dont la premiére ligne est :

0 1 2 3 4 5 6 7
On demande une réponse sans démonstration.

n
2. Pour n € N calculer la somme k n)
24
3. Soient ag, a1, as, ...des nombres complexes et soit n € N. On construit, selon le modéle
précédent, le triangle numérique d’ordre n, obtenu en mettant sur la premiére ligne les
nombres :
a aq a9 e Qp,
Pour i €[[0,n] et j €[0,n — i] on note 2 le j-iéme nombre de la i-iéme ligne du triangle

J
(0) (0) (1)

(en commencant les numérotations a 0). Ainsi ;' = ag, 7’ = a1, x5 = ag + a1, etc. ..

Le nombre inscrit & la pointe du triangle d’ordfre n est donc x((]n).

(a) Soient i € [0,n] et j € [0,n—i—1] . A T'aide de la formule de Pascal et d'un
changement d’indice montrer I’égalité :

i+l ny y
1+1 1 )
g ( 2 )akJrj = E (k) k45 + E <k> Ak+j+1
k=0 k=0 k=0

i+1) (i)

=; +x

@

(b) Soient i € [0,n] et j €[0,n — i — 1] . Démontrer que : x§ i1

(¢) Montrer alors par récurrence finie sur i € [0,n] que :
vjielon—i], =" (k) ks
k=0

(d) En déduire la valeur du nombre inscrit a la pointe du triangle d’ordre n de la premiére
question.



Exercice 3 : Calcul de cos (%)

L’objet de ce probléme est d’exprimer cos <%) a l'aide de radicaux.

1. On pose A = \/34—2\/_—|—8\/34—|—2\/_
(a) Montrer que v/34 — 2v/17 < 6 et /34 + 2y/17 > 6. En déduire que A > 0.
(b) Calculer A? et en déduire que A = 21/170 + 38\/ﬁ.

1—17

2. Trouver tous les couples (x,y) de réels ayant pour somme 1 et pour

1
produit vk
On trouve des racines carrées emboitées et les nombres 17 et 34 apparaissent.

3. On désigne dans cette question par a et h deux réels, et n un entier naturel non nul. On

pose :

= Z cos(a + kh) et Ty (a,h) = Z sin(a + kh)

qu’on pourra noter plus simplement S, et T),.

h
a) On suppose sin [ — | = 0. Calculer S,, et T;, en fonction de a et n.
2

h
(b) On suppose sin ) # 0. Calculer S, et T}, en fonction de a et n. On mettra le

(et

()
sin | —
2

s

4. Dans la suite du probléme, on pose | = 7 |

résultat sous la forme :

En outre, on pose :

x1 = cos(30) + cos(50) + cos(70) + cos(116)
x2 = cos(0)+ cos(96) + cos(136) + cos(1560)

(a) Comparer cos(f) et cos(166). Comparer de méme sin(6) et sin(166).
(b) Vérifier que z1 = cos(360) + cos(50) + cos(70) — cos(66) et en déduire x; > 0.
(c) Vérifier que (1 + x2) = S5(6,20). En déduire que z1 + x2 = 7
(d) Dans cette question, on cherche une expression simple du produit zjxzs.
i. Développer le produit zqxs.
ii. Simplifier cette expression en utilisant la formule de linéarisation d’un
produit de cosinus : cos(a) cos(b) = %(cos(a + b) + cos(a — b)).
iii. En utilisant que pour tout réel ¢ on a cos(m — t) = cos(t + ) = — cos(t), établir
que x1x9 = —2(x1 + 2).
iv. En déduire la valeur de z1xs.

(e) Déduire de ce qui préceéde des expressions de z1 et x4 a 1'aide de racines carrées.



(f) On pose a présent :

Y1 cos(36) + cos(50)
ya = cos(70) + cos(116)
ys = cos(f) + cos(130)
ys = cos(90) + cos(1560)
1
i. En s’inspirant des questions précédentes montrer que y1y2 = y3ys = 1

ii. En déduire des expressions des quatre nombres y1, yo, y3 et y4 a ’aide de racines
carrées, éventuellement superposées.

(g) Exprimer y; sous forme d’un produit de cosinus. En déduire que :

cos <117) - % (1—\/ﬁ+\/34—2\/1_7+\/68—|—12\/1_7+2(1—\/ﬁ)\/34—2\/1_7+ 16\/34—|—2\/ﬁ>



