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Exercice 1 : Dans l’espace vectoriel R*

Notation. Dans cet exercice, si F et G sont deux familles de vecteurs d’un méme espace vectoriel
on notera F UG la famille obtenue en les concaténant.

Soient u] = (1,-1,0,2), u = (2,1,3,1), F = (uf,u3) et F = Vect(F) = Vect(ui,us). Soit

G={(z,y,2,t) ERY; 2x +y—z+t=—2—y+2=0}

Montrer que G est un R-espace vectoriel et donner en une base notée G. Donner
dim(G).

G est-il un C-espace vectoriel 7

Soit @ € R* — G. Montrer que la famille de vecteurs G U () est libre.

Déterminer une base de F et donner la dimension de F.
Déterminer un systéme d’équations cartésiennes définissant F.

Les sous-espaces vectoriels F et G sont-ils supplémentaires dans R*? Donner la dimension
de F + G.
Posons G’ = (v1,03) avec 0] = (—1,0,—1,0) et v3 = (1,0,2, —1), et posons G’ = Vect(G') =
Vect (7, 03).
Montrer que F et G’ sont supplémentaires dans R* et que B = F UG’ est une base de R*.
Déterminer les coordonnées de wj = (1,1,0,1) et wh = (4,3,1,3) dans la base B
définie & la question précédente.
Dans cette question H , w5 et w} sont les vecteurs dont les cooordonnées dans la base
B sont respectivement (2,1,3,0)3, (0,—2,—1,3)5 et (4,1,2, —1)3. Déterminer leurs
coordonnées respectives dans la base canonique notée B, = (e_f, e_2>, e_3>, e_4>).



Exercice 2 : Une suite d’intégrales

1
1
Soit n € N et un:/ dz.
0 1+$n

Calculer ug, uy et us.

Montrer que (uy,) est strictement croissante.

Montrer que (u,) converge vers 1.
A Taide d’une IPP vérifier que pour tout n € N :

1 n In(2 1 1
/ Y o= n()__/ In(1+2")dx
0 0

T+ an n n
1
Montrer que : Vz € [0,1], In(1 + 2™) < 2". En déduire : / In(1+2z")de — 0.
0

n—-+o00
In(2 1
En déduire que u,, = 1-— n(2) +0 <—>
n n

n—-400

Exercice 3 : Une équation différentielle linéaire d’ordre 3

On considére les équations différentielles suivantes :

y@ —y =0 (E1)
Yy —y=0 (E»)
v +y +y=0 (E3)

On note E Pensemble des solutions de (E7) (ie les fonctions y : R — R trois fois dérivables
telles que 33 —y = 0), F 'ensemble des solutions de (E3) et G I’ensemble des solutions de (E3).

Montrer que E est un espace vectoriel.

(b)| Montrer que F C E et que G C E.

Résoudre (Es) et (E3).

(b)| Montrer que F et G sont des sous-espaces vectoriels de E et déterminer une base de
F et une base de G.

Soit y € E. On pose y1 ="+ +y et yo =2y —y — 3.

Montrer que y; € F et que y3 € G.
Montrer que : E=F & G.

—
H
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En déduire une base de E et la dimension de E.

A
&le

Résoudre (E7).



Exercice 4 : La constante d’Euler

Soit (an)nen+ la suite réelle définie par :

1 nl e
m=r [T
On définit aussi une suite (S, )pen+ par :
n
Sn = Z ag
k=1
On s’intéresse également & la suite (H,,)n,en+ définie par :
n
1
Hi=D %
k=1
Veérifier que pour tout n € N* :
Sp=H, —In(n+1)

k+1 t
Soit k € N*. En encadrant U'intégrale /k e montrer que :

En déduire que la suite (S),),en+ est majorée, puis qu’elle est convergente et que sa
limite v appartient a l'intervalle [0, 1].

En utilisant un changement de variable affine, vérifier que pour tout &£ € N* on a :

a2

puis montrer que pour tout entier £k > 2 on a :

1/1 1 1 1 1
i) << (-7
2\k k+1 2\k—1 &k
En déduire un encadrement de S, — S,, pour m et n des entiers vérifiant m > n > 1. Puis
montrer que pour tout entier n > 1 on a :

<~v-25,

2n+2 — 2

Conclure qu’on a le développement asymptotique suivant pour la suite (H,)pen :

= ln(n)—i—’y—l—i—i—o(%)

" no+too 2n

Pour tout n € N* on pose T,, = S, +

M2 Montrer que :

1

0< T, < ———
T = 2n(n+1)

Déterminer un entier n € N* pour lequel 7}, est une valeur approchée de v a 1072 prés.
Donner alors un encadrement de v a 1072 prés.



