BCPST1.1 - MATHEMATIQUES, FEUILLE DE TD N ° 4

Exercice 1 Soient (u,) et (v,) deux suites réelles.
1. On suppose que lim u,, = 400 et que (v,,) est bornée. Montrer que (u,, + v,) diverge vers +oc.
2. On suppose que limu, =0 et que (v,,) est bornée. Montrer que (u,v,) converge vers 0.
3. On suppose que lim u,, = +00. Montrer que (u,,) n’est pas bornée.

4. On suppose que (u,) et (v,) sont bornées. Montrer que (u, + v,) et (unv,) sont bornées.

Exercice 2 Etudier la monotonie des suites définies par :
1. unzzk oz —n (n>0);

2. u, = 72 (n>0);

3. up = ln(n) (n>1);

4-“n22k0k+1 (n>0).

Exercice 3 Etudier la convergence des suites :

1+(—-1 n n__on
Un = (n )*3 Un:ﬁ; wy, =n? —ncosn + 2;
_ 2"4n. _ 2 (1N . _ nt(=D", _ a” N
Sn = Ton 3 th, =1 (5) SIH(TL!), In—m7 y"*TL ol o € R.

Exercice 4 Etudier la convergence de la suite (S, )nen+ définie par : Vn € N*, S, = >/, ng,"ijw

E
Exercice 5 Etudier la convergence de u,, = =
Exercice 6 Montrer que, pour tout n € N, le nombre (34 +/5)" + (3 —/5)™ est un entier pair. En déduire

la convergence de (sin [(3 4+ V/5)"7] )n

Exercice 7 1. Montrer que pour tout entier n > 1, on a :

2 (VA= Vi) €S- <2(Vai—Va=1).

En déduire les limites lorsque n tend vers +o0o des suites (uy ), et (v,), de terme général : u, = 1+ % +

Un

1 —
~-—|—ﬁetvn—\/ﬁ.

Exercice 8 (v la constante d’Euler) On pose pour tout x €]0,4o00] :

o(x) = % +ln(z) —In(z+1) et ¢(x)= —11 +In(z) — In(z + 1).

1. Déterminer le sens de variation des fonctions ¢ et 1 et leur limite en +o0o. En déduire leur signe
sur ]0, 4+o0[.

2. Pour tout n > 2, onposeun:1+%+%+-~-+%—1n(n) etvnzun—%.
Etudier la convergence de ces deux suites.
Exercice 9 Etudier la suite (u,), définie par ug = 1 et u,11 = /1 + u2.
Exercice 10 Etudier la suite (u,,),, définie par ug € R et uy,41 = % (1 + u%)
Exercice 11 Etudier la suite (u,),, définie par ug € R et up,41 = %
Exercice 12 Etudier la suite (u,),, définie par uy € R et u,41 = e*n.
Exercice 13 On consideére la suite (uy,), définie par ug = 0 et u, 41 = 5;‘"” , pour tout n € N. Montrer

que u, > 1 pour n > 3, en déduire que les suites (uy,)n et v, = Z":f sont bien définies sur N.

Montrer que la suite (v,), est une suite géométrique. Donner v,,, puis u, en fonction de n et calculer
enfin lim u,,.




Exercice 14 On considére les suites (uy) et (vy,) définies par

vo > ug >0
2
u
VneN, upyr = unfvn
v
VneN, v,y = o

1. Montrer que (u,) et (vy,) sont bien définies et qu’elles sont strictement positives.
2. Montrer que (uy,) et (v,) sont convergentes.

3. Calculer leur limite respective.
4

. Calculer u,, et v, en fonction de n, ug et a = %2,
) o

Exercice 15 On considére la suite (u, ), définie par :
ug = 1
VneN, upy = %un + 1.

Ecrire u, en fonction de n, puis étudier le comportement asymptotique de la suite (u,), en +oo.

Exercice 16 Déterminer en fonction de n le terme u,, des suites réelles qui vérifient :
a) up = 1, u; = 2 et up41 = 2uy, + 3u,—1 pour tout n € N*,

b) ug =1, u1 =0 et upy2 = 4wy 1 — 4u, pour tout n € N.

c)up=1,u; =1 et uppa = upy1 — uy, pour tout n € N.

d) up =0 et upy2 — 2upt1 + Su, = 0 pour tout n.

e)u; =1, ug =1 et uy = up_1 + up—2 pour tout n > 3.

Exercice 17 Donner un équivalent simple et la limite éventuelle de chacune des suites (u,,) définies par :

Up =0’ 420 u, = /n+ (In(n))*2 +sin(n) u, =e" +n

S 1
Up = n+1+\/ﬁ Up = VN + —\/ﬁ unzsin(n_z )
n

1

n

sin (1—cos %)cos%

Up =

un = 1 1
en —1 en? —1

Exercice 18 1. Montrer que ’équation : 2™ + 2z — 1 =0, n > 1, d’inconnue =z > 0, admet une unique
solution, notée x,,.
2. Comparer x,, et T,41.
3. Montrer que (z,,) est majorée par 1.

4. Montrer qu’il est impossible que (z,,) converge vers une limite [ < 1.

5. Conclure que : lim,,_, 4 x, = 1.



