Chapitre 17

Espaces vectoriels de dimension finie

Dans tout ce chapitre K désigne R ou C.

1 Espaces vectoriels de dimension finie

1.1 Cardinal d’'une famille finie de vecteur

On rappelle qu'on appelle famille finie de vecteurs de E tout n-uplet de vecteurs de E, ou
neN.

Si & est une famille finie de vecteurs de E, il existe donc un unique entier naturel n € N et un
unique n-uplet (uj,..., u,) de vecteurs de E, tels que :

F = (@,.... i)
Lentier n est appelé cardinal de la famille 5.

A\ Contrairement aux ensembles, les élements d'une famille ne sont pas nécessairement
deux a deux distincts.
SiZ ={x,%,x}, alors Card(¥) = 1.

—_— — —

SiZ =(x,x,x),alors Card(¥) = 3.

Le cas n =0, correspond au cas de la famille vide & = @.

1.2 Bases et dimension

Définition 1 Espace vectoriel de dimension finie

Soit E un K-ev, ie un espace vectoriel sur K. On dit que E est de dimension finie lorsqu’il
admet une famille génératrice finie.

Dans le cas contraire, on dit que E est de dimension infinie.

Exemple: K" et K,[X] sont de dimension finie.

Exemple : Nous n’avons pas les outils pour le démontrer mais on peut tout de méme le si-
gnaler : K[X], KN et R® sont de dimension infinie.

Nous allons maintenant étudier 1’existence de bases dans un K-ev de dimension finie.
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CHAPITRE 17 : Espaces vectoriels de dimension finie

Remarquons tout d’abord que, dans tout K-ev E, il existe toujours une famille génératrice
qui est E lui-méme. Si E n’est pas réduit au vecteur nul, alors tout vecteur x de E différent du
vecteur nul donne (75) famille libre, et donc E admet toujours une famille libre. Par contre, il
n’est pas clair que E admet au moins une base. C’est I'objet du théoreme suivant.

A toutes fins utiles, rappelons que, par convention, @ est une base de { 0 ¢}, et donc { 0 ¢} est
un K-ev de dimension finie.

Théoreme 2 Existence de bases en dimension finie
Si E est de dimension finie, alors E admet au moins une base composée d’'un nombre fini de
vecteurs.

Enfaitsi®=(€1,€2,..., € ,) estune telle base deE, alors, pour tout L e K*, (1.¢ 1, € ,..., € )
en est une autre. Ceci prouve que E admet en une infinité de bases.

Ce n’est pas au programme mais intéressant a savoir : si E est de dimension infinie, alors E
admet aussi des bases (infinies), grace a I’axiome du choix.

Démonstration : On peut supposer sans perte de généralité que E n’est pas réduit a {B)[E}.
Puisque E est de dimension finie, E admet une famille génératrice finie qu'on note & =
(Til,...,?jp).

¢ Si & estlibre, alors & est un base finie de E et le résultat est démontré.

* Si Z estliée, alors un des vecteur est CL des autres. Par exemple, supposons que 7 p est CL
de (U 1,..., U p-1). Dans ce cas Z est encore une famille génératrice de E. On recommence
alors le raisonnement avec  : si elle est libre on a trouvé une base finie, sinon on peut
encore lui enlever un vecteur tout en gardant son caractere générateur. ..

Soit on tombe sur une famille génératrice et libre donc une base de E, soit, dans le pire des
cas, on tombe p — 1 fois sur une famille liée, ce qui donne une famille génératrice composée
d’un vecteur [Til) Puisque E n’est pas réduit a 6)[5, ce vecteur est non nul et forme donc une
famille libre. Ainsi on trouve encore une fois une base finie de E.

CQFD [

Corollaire 3 Extraction de base d’'une famille génératrice finie
SiE est de dimension finie et si & est une famille génératrice finie de E, alors on peut extraire
de & une base 2 finie de E.

Exemple: Donner une base de E = Vect [ (X—1)%, X?,-2X+1] etde E = Vect[(1,0); (1,1);(0,2)].

Lemme 4 Nombre de vecteurs d’'une famille libre et d’'une famille génératrice

Soit E un K-ev de dimension finie.

On suppose que £ est une famille libre de E et que ¥ est une famille génératrice finie de E.
Alors £ est finie et Card(%) < Card(%¥).
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1 Espaces vectoriels de dimension finie

Démonstration : Par I'absurde, supposons que Card(%) > Card(¥).

Onnote¥ =(vy,..., Vp)et£ =(uy,..., uqg). Remarquons que cela impose que p = Card(¥4)
et g = Card(Z).

Comme on a supposé que g > p, on peut noter :
— — — —
L=(Ur,., Up, Upsly..., Ug)

e Comme ¥ est génératrice de [, on a U, CLdes vecteurs de ¢ :
— p —
u1:Zai.vi ol (ay,...,ap) €K’
i=1

Au moins une des «; est non nul : sinon on aurait #; = 0 ce qui est absurde car UeLet
&£ estlibre.

Pour simplifier, supposons que a,, # 0. Alors :

l)pz— ul—Zai.vi
Xp i=1

donc v, e Vect(U1, V1, Va,..., U p-1).

—

D’autre part ¢ = (V1,..., Up-1, U
aussi. Comme v, est CL de (U,
génératrice de E.

) est génératrice de E, donc (U1, U1,..., Up-1, U p) lest

p — . —_ — —
Ul,..., Up-1), On obtient que 4, = (U1, V1,..., U p-1) est

On a donc remplacé U, par u; dans la famille génératrice .

« On recommence. Comme ¥ est génératrice de E, ona u, CLde (U1, V1,..., U p-1):
p-1
ugzﬁ.u1+Zai.vi olt (B1,a1,...,ap-1) €KP
i=1

et comme (U1, U>) est libre (sous-famille de £ qui est libre), on a au moins un des a; qui
est non nul.

Pour simplifier, supposons que a1 # 0. Alors:

1

ap_l

p—2
—_ —_ —_ —_
UVp-1= ug—ﬁl.ul—Zai.vi
i=1

donc T;p—l € Vect (7[1,7[2,7))1,...,7,9_2).

D’autre part %) = (U1, V1,..., U p-2, U p-1) est génératrice de E, donc la famille

Ui, Uz, Uty..., Upz, U p-1) lest aussi, et donc 9» = (U1, Uz, V1,..., U p—2) est génératrice
de E (puisque 7 p—1 est CL de ces vecteurs).

A ce stade, on a donc remplacé v, et U ,_; par U et U dans la famille génératrice 9.

« Au bout de p étapes, on remplace V1, ..., Up-1, Up par Ui, ..., Up-1, Up (ce qui est
possible car g > p), et on obtient que la famille ¢4, = (Til, T p) est génératrice de E.
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CHAPITRE 17 : Espaces vectoriels de dimension finie
Mais alors p+1 est CL de ¥, ce qui contredit le fait que £ est libre.

Par I'absurde, on a donc montré que Card(%£) < Card(¥).
CQFD [

Corollaire 5 Théoréme de la dimension finie
SiE est un IK-ev de dimension finie, alors toutes ses bases sont finies et de méme cardinal.

Ce théoréme permet de définir la notion de dimension.

Définition 6 Dimension
SiE estun K-ev de dimension finie, on appelle dimension de E le cardinal commun de toutes
ses bases. Ce nombre entier naturel non nul est noté dim(E).

On adopte la convention que { 0 ¢} est de dimension finie et que dim ({EE}) = 0. En général

on a donc dim(E) € N et dim(E) = 0 <> E = { 0 ¢}.

Exemple: K" est de dimension finie et dim (K") = n.
Exemple: K ,[X] est de dimension finie et dim (K, [X]) = n+ 1.
Exemple: ./, (K) est de dimension finie et dim (.4, (K)) = n?.

Exemple : C est de dimension finie en tant que C-ev et aussi en tant que R-ev. De plus,
dimc(C) =1 et dimg(C) = 2.

Définition 7 Droites et plans vectoriels
Soit E un K-ev.

1. On appelle droite vectorielle de E, tout sev [F de E vérifiant dim(F) = 1. Autrement dit ce
sontles sev F de [ tels que F = Vect(%) pour u €E, U # O.

2. On appelle plan vectoriel de E, tout sev F de E vérifiant dim(F) = 2. Autrement dit ce
sont les sev F de E tels que F = Vect(u, V) pour (#, V) € E?, avec U et U non coli-
néaires.

Exemple: Dans RN, G = {(uy) nen €RY/ VR €N, ups1 = 2u,} est une droite vectorielle.

Exemple : Pour (a,b) € R?, Fyp = {(un)nen € RN/ VR €N, tpso = auysy + buy} est un plan
vectoriel de RV (d’apres le cours sur les suites réelles récurrentes).
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1 Espaces vectoriels de dimension finie

1.3 Familles de vecteurs en dimension finie

Théoréme 8 Familles génératrices en dimension finie : extraction d’'une base

Soit E un K-ev de dimension finie et % une famille finie de vecteurs de E, génératrice de E.
Alors:

1. il existe une sous-famille 28 € % qui est une base de [;
2. Card(%#) =dim(E);

3. Card(¥) =dim(E) < & estune base de E < % est libre.
Autrement dit une famille génératrice minimale (ie de cardinal minimal) est libre.

/\ ATTENTION : ce résultat est faux en avec une famille infinie! On ne peut pas toujours
extraire une base d'une famille génératrice composée d’'une infinité de vecteurs.

Corollaire 9 Cas de Vect(%)
SiE est un K-ev et &% est une famille finie de vecteurs de E, alors :

1. Vect(Z) est de dimension finie et dim [ Vect(¥)] < Card(¥);
2. dim[Vect(¥)] = Card(¥) <= Z est une base de Vect(¥) < & estlibre.

DoncsiF = (Uy,..., Up), alors dim[Vect[T[l,...,T[p)] <p.

Théoréme 10 Familles libres en dimension finie : théoréme de la base incompleéte
Soit E un K-ev de dimension finie et & une famille libre de vecteurs de E. Alors :

1. il existe une sur-famille & < 28 qui est une base de [ ;
2. Card(%#) <dim(E);

3. Card(¥) = dim(E) < & estune base de E < & est génératrice de .
Autrement dit une famille génératrice minimale (ie de cardinal minimal) est libre.

Si %, est une base fixée de E, alors on peut compléter & en une base % de E, en prenant
certains vecteurs de la famille 28,.

Exemple: ((1,1);(1,—-1)) est une base de R?.

Exemple: Compléter (X%, X? + 1) en une base de K,[X].

Corollaire 11 Base d’'un(e) droite/plan vectoriel(le)
Soit E un K-ev. Alors :

1. siF est une droite vectorielle de E, tout vecteur u # _O)[E élément de [F est une base de F;

2. siF est un plan vectoriel de [E, tous vecteurs U et v non colinéaires et éléments de F
forment une base de [F.
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CHAPITRE 17 : Espaces vectoriels de dimension finie

2 Sous-espaces vectoriels en dimension finie

2.1 Inclusion et dimension

Théoréme 12 Sev d’un K-ev de dimension finie
Soit E un K-ev de dimension finie.
Alors tous ses sev [F sont aussi de dimension finie et vérifient : dim(F) < dim(E).

Démonstration : Soit F un sev de E.

« SiF = {0 g} alors F est de dimension finie et dim(F) = 0 < dim(E).
e SiFF # {6)[5}. Dans ce cas il existe 71 # 0 g, et donc (u1) libre dans F.

Si ce n'est pas une base de F alors on prend 1 € F tel que >, ¢ Vect(u1), et on obtient
(1, U ) famille libre dans F.

Ainsi de suite, siona (u1,..., U ) famille libre de F qui n’est pas une base de F alors on peut
trouver U .1 € F tel que U g1 € Vect(U1,..., Ux), eton obtient (U1, ..., Uk, U g+1) libre.

Au bout d'un nombre fini d’itérations :

- on obtient une base finie de [F, donc F est de dimension finie;

- ou dans le pire des cas on arrive a (7[1, 7 n) famille libre dans [ avec n = dim(E). Cette
famille est aussi libre dans E, et c’est donc une base de E et donc une base de F (ie qu'on est
dans le cas ou1 E = F). Dans ce cas aussi [ est de dimension finie.

CQFD U]

Définition 13 Hyperplan
Soient E un K-ev de dimension fine et [F un sev de E.
On dit que F est un hyperplan de E, lorsque dim(F) = dim(E) — 1.

Exemple: Dans K2, les hyperplans sont les droites vectorielles. Dans K3, les hyperplans sont
les plans vectoriels.

Théoréme 14 Inclusion-Dimension
Soient E un K-ev et F, G deux sev de E.

1. Si G est de dimension finie et F € G, alors F est de dimension finie et dim(F) < dim(G).

2. Si G est de dimension finie et F € G, alors :

F =G << dim(F) = dim(G)

/\ ATTENTION : il n’y a pas de réciproque pour le premier point! Si dim(F) < dim(G), on
ne peut absolument pas dire que F < G. Par exemple, considérer | = Vect (2”)n€N] etG =

Vect[(1,0,1);(1,1,0)].
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2 Sous-espaces vectoriels en dimension finie

2.2 Rang d’une famille de vecteurs

Le rang d'une famille de vecteurs est défini comme suit.

Définition 15 Rang d’une famille de vecteurs
SoientEunkK-evetZ = (uy,..., U p) une famille finie de vecteurs de E.
On appelle rang de % le nombre entier naturel défini par : rg(%#) = dim (Vect[g ]).

Le rang permet d’étudier 'espace engendré par les vecteurs.

Théoréeme 16 Propriétés du rang d’une famille de vecteurs
Soient EunK-evet # = (Uj,..., U ) une famille finie de vecteurs de E.

1. 1g(#) < min(Card(%¥),dim());

2. 18(%) = 0 < tous les vecteurs de & sont nuls
3. 18(¥) = Card(¥) < Z libre;

4. 1g(F) =dim(E) < & génératrice de E;

5. siCard(¥) =dim(E) =n:

18(F) = n <= & estune base de E

Pour simplifier les calculs, on dispose des formules suivantes.

Proposition 17 Regles de calcul du rang d’une famille de vecteurs
Soient E et F deuxK-evet F = (uy,..., T[p) une famille finie de vecteurs de F.

1. Sia;éO:rg(Til,...,Tip_l,TZp) :rg(Til,...,Tip_l,a.T[p).

2. 1g(Uryee, U po1, 0g) =18 (W1, .0, U poi).

p-1
3. Si (A1, dpm1) €K irg (Ut Upo1, Up) = TG UL,y Up—1, Up + Y, Mg Uk |-
k=1

4. Siup estCLdelafamille (uy,..., U p-1) s 18(U1, ..., Up—1, Up) =18 (U1, ..., Up-1).

On peut remarquer que ce sont les mémes propriétés que celles du Vect.

Pour calculer le rang d'une famille de vecteurs, il faut donc extraire de % une base de Vect(%)
(tout autre méthode n’est pas au programme).

Exemple: rg[(1,0,1);(1,1,0);(0,-1,1)] = 2.
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2.3 Somme de deux sous-espaces vectoriels

Définition 18 Somme de deux parties de E
On considere [, et [F, deux parties de E.
On appelle somme de [F; et [F,, notée [, +[F,, la partie de E suivante :

[F1+[F2:{75:ﬁ{+ﬁ§/ﬁ{€[Fletﬁ§€[F2}

On adonc X €F; +F; si et seulement si il existe (u1, uz) € Fy x F tel que X = u3 + us.

s 2 . o o, » —_ —_ pa— —_ —_
En général il n'y pas unicité des vecteurs u; et up tels que x = u; + up, comme le montre
’exemple suivant.

Exemple: Dans R3, onnote F; = {(x,,2) eR3/ x+y—z=0} etF» = {(x,y,2) €R3/ z=0}.
Alors (1,1,1) =(0,1,1) +(1,0,0) = (1,0,1) + (0,1, 0).

€F, €l €lF; €f

On ales cas particuliers suivants.

Proposition 19 OnaE+E=F, E+{0z} = {0z} +E =E et {0z} + {0z} = {0£}.

Théoréeme 20 Propriétés d’'une somme de deux sev
On suppose que [F; et [, sont des sev de E. Alors :

1. F; +F, estunsevdel, contenantF; etF»;

2. c'estleplus petitsevde E contenant[F; et [F», c’est-a-dire que si G est un sev de E vérifant
FicGetetlF, €G, alorsF +F, €G.

Théoréme 21 Famille génératrice d'une somme de deux sev
Soient F; et F, deux sev de E. On suppose qu'on a & une famille génératrice de F, et ¢ une
famille génératrice de [,. Alors & U ¥ est une famille génératrice de Fy + [ :

Vect(%) + Vect(¥) = Vect(F U¥Y)

Exemple: Dans R3 :
Vect[(1,0,1);(0,1,1)] + Vect[(1,0,0); (0,1,0)] = Vect[(1,0,1); (0,1,1); (1,0,0); (0,1,0)]

/\ ATTENTION : ce résultat est faux avec des familles libres, comme le montre le contre-
exemple suivant.

Exemple: 7 = ((1,0,1);(0,1,1)) et ¢ = ((1,0,0); (0,1,0)) sont libres (car composées de deux
=u1 =u2 :u3 :u4
vecteurs non colinéaires), mais & U¥ = (uj, uy, us, us) ne l'est plus car :

U -y =(1,-1,0) = uz — uy
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Pour avoir de meilleures propriétés, on a besoin d’'une notion plus forte : la notion de somme
directe.

Définition 22 Somme directe de deux sev

Soient [F; et F, deux sev de E.

On dit que [, et F, sont en somme directe, ou que la somme F; +F, est directe, lorsque
FinFy = {OE}.

Dans ce cas [F; +F, estnotée [F; G [F».

Si la somme est directe, on a unicité de la décomposition d'un vecteur en somme d’un vec-
teur de [F; et d'un vecteur de F» : c’est en méme une caractérisation.

Théoréme 23 Premiére caractérisation d'une somme directe
Soient [F; et F» deux sev de E. Alors :
[F, et F» sont en somme dlrecte si, et seulement si, tout vecteur x € F; +F, s'écrit de maniére

unique X = f1 + fz avec f1 el et fz elF,.

On peut restreindre la condition de 'unicité de la décomposition au vecteur nul.

Corollaire 24 Somme directe et décomposition du vecteur nul
Soient [F; et F» deux sev de E. Alors :
F; etF» sont en somme directe si, et seulement si :

pu—

V(fi,L)eF1xFs, fito=0=fi= 5= 0

—

ie que la seule décomposition de 0 dans Fi+Fyest 0 = 0+0.

Si la somme est directe, 'union d’'une famille libre de [F; et d'une famille libre de F, donne
une famille libre.

Théoréme 25 Famille libre d’'une somme directe
Soient F; et F, deux sev de E, en somme directe. Alors I'union d'une famille libre de F; et
d’'une famille libre de F, donne une famille libre de [F; + F».

On en déduit la seconde caractérisation des sommes directes.

Corollaire 26 Seconde caractérisation d’'une somme directe

Soient [F; et F, deux sev de E. Alors :

F; et F» sont en somme directe si, et seulement si, 'union d’'une base de F; et d'une base de
F» donne une base de [F; + [F».

Ce résultat est alors vrai pour toutes les bases de [F; et [F».
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On verra, tout au long de 'année, qu'il est fréquent dans les résultats d’algebre linéaire,
qu’'une propriété vraie sur un cas particulier, s'étende automatiquement au cas général (ici :
si la propriété est vraie pour une base de [F; et [, elle est alors vraie pour toutes les bases de
i etFs).

Définition 27 Sous-espaces vectoriels supplémentaires
Soient [F; et F, deux sev de E.
On dit qu’ils sont supplémentaires dans E lorsque F; @ F, = E.

/\ ATTENTION : ne pas confondre avec la notion de complémentaire (qui ne donne pas un
sev) !

Théoréeme 28 Caractérisations des sous-espaces vectoriels supplémentaires
Soient [F; et [F, deux sev de E. On a équivalence de :

1. F; et F, sont supplémentairesdans E:E=F; ®Fy;

2. Fi+F,=EetF;nF, ={0z};

3. I'union d'une base de [F; et d'une base de F, donne une base de E;

4. tout vecteur e € [E se décompose de maniére unique sous la forme ¢ = ﬁ + E, avec
ﬁ) el et fz) €Fs.

Dans ce cas 'union de n'importe quelle base de [, avec n'importe quelle base de F, donne
une base de E; on dit qu'on a une base de E adaptée a la somme directe E =F; & F,.

On peut retenir qu’en coupant une base de E en deux sous-familles 98, et ., alors %, et %,
engendrent deux sous-espaces supplémentaires de E (d’apres le point 3.).

Exemple : R* = Vect [(1,0)] & Vect[(0,1)], donc F; = Vect [(1,0)] et F, = Vect [(0,1)] sont sup-
plémentaires dans R?.

Rédaction : Dans la majorité des cas, on utilise le point 4. pour montrer que [, et F, sont
supplémentaires dans E.

On a donc deux choses a démontrer : lexistence et l'unicité de la
décomposition de tout vecteur de E. I est plus facile commencer
par  vérifier  l'unicité de la décomposition (si elle existe),  puis de  vérifier
'existence d’au moins une décomposition (en en donnant un exemple).

On rédige cette démonstration par analyse-synthese :
e On montre que [F; et F, sont deux sevde E. On adonc F; +[F, < E.

 On se donne ¢ € E fixé quelconque.
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o ANALYSE : on suppose qu'on a trouvé au moins une décomposition de de ¢ :
G = fi+ foavec fi €Fy et fo € Fa.

— On veut montrer que cette décomposition est unique; pour cela on cherche a calculer
i et f en fonction de @ .

A ce stade, on a montré que [F; et F» sont en somme directe ; donc F; @ F» < E.

e SYNTHESE :

— On veut montrer que e aau moins une décomposition ; pour cela on utilise les formules
obtenues dans la partie analyse.

On définit donc ]_”1) et E en fonction de ¢, a partir des formules obtenues dans la partie
analyse. Il reste a vérifier que ceci donne bien une décomposition de ¢ dans F; @ Fs,
c’es_t)—é-dire tro_)is points : -

() fieFy; () peFetli) A+fa="e.

On alors montré que E < F, &F;; et donc par double-inclusion: E=F; & F,.

La synthése n’est qu'une simple vérification, mais elle est indispensable dans le raisonne-
ment, il ne faut donc pas la négliger! Considérer par exemple E = RV, F1 = {(a,)nen/ V1 €
N, @y = an+1 + ans2} €t Fo = {(bp)nen/ VN €N, bpiy + bpiz = 0} : la somme est directe mais
différente de E!

2.4 Somme k = 2 sous-espaces vectoriels

Soit k € N tel que k = 2.

Définition 29 Somme de k parties de E
On considere k parties de E notés [y, Fo, ..., Fg.

p
OnappellesommedeFy, Fy, ..., Fp, notéeFy +Fa+---+F), = Z Fx,la partie de E suivante :
k=1

k
—_ —_

Fi+F+- +Fk= Z[Fj:{?: 1+ 2+~-~+ilz/ﬁfe[ﬁ etu, efFyet ... eti,ée[Fk}
j=1
k
e . .. . _— —
Onadonc X €Fy+F,+---+Fr = )_F; sietseulementsiil existe (uj,..., ug) € Fy x--- xFy
j=1

k
telque X = ) u;.
j=1

De méme que dans le cas k = 2, il n'y a en général pas unicité des vecteurs uy, ..., iy tels que
k
—_ —_
X =) uj.
j=1
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Théoréeme 30 Propriétés d’'une somme de k sev
On suppose que Fy, Fo, ..., Fr sont des sev de E. Alors :

k
L. Fy+F2+---+F, = Z F; estun sev de E, contenantles [F;, pour i € [1, k] ;

j=1
2. C’est le plus petit sev de E contenant les [;, pour i € [1, k], c’est-a-dire que si G est un
sevde[E vérifantF; CGet... etFp G, alorsFy+Fy+ -+ F €G.

On peut aussi définir la notion de k sous-espaces en somme directe.

Définition 31 Somme directe de k sous-espaces vectoriels

Soient [y, ..., F; des sevde E.
k

On dit que [y, ..., F; sont en somme directe lorsque pour tout X € Fy +Fp+---+Fr = ) _Fj,
s

il existe de maniére unique (i1, ..., ug) €Fy x --- xF telque X = )_ u;.
j=1

k
Danscecas[Fl+[F2+---+[Fkestnotée[Fl@[Fz@"'@[Fk:@[Fj
Jj=1

Pour k = 2 on retrouve bien la notion de deux sev en somme directe (grace au théoreme 23).

On a les caractérisations suivantes.

Théoréme 32 Caractérisations des sommes directes de k sev
Soient [y, ..., Fi des sev de E. On a équivalence de :

1. Fy, ..., F; sont en somme directe;

2. Pour tout (]_01),...,]?,;) el x---x[Fp,ﬁ+---+E:6 = ﬁ:...:f; :6;
3. I'union d’'une base de 1, d'une base de [, ..., et d'une base de F;, donne une base de
[}:1+H:2+"'+Fk.

Ce dernier point est alors vrai pour toutes les bases de Fy, Fo, ..., F.

On en déduit le corollaire suivant.

k
Corollaire 33 Critere pour queE = PF;
j=1
Soient [y, ..., F; des sev de E.

k
Alors E = @[F j si, et seulement si, 'union d’'une base de F;, d'une base de [, ..., et d'une
j=1
base de F;, donne une base de E.
Ce est alors vrai pour toutes les bases de [y, F», ..., Fj : on dit alors que la base de E obtenue

par union de ces bases est une base adaptée a la somme directe.
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2.5 Sommes et sommes directes en dimension finie

Si®=(ui.. up)etF =(V1,...,vq) sont deux familles de vecteurs d'un méme espace
vectoriel E :
BUE=(U1,..., Up, V1,..., Ug)

On a donc la formule : Card(98 U €¢) = Card(48) + Card(6).
/\ Attention de ne pas confondre avec la formule d’inclusion/exclusion sur les ensembles :

Card(B U C) = Card(B) + Card(C) — Card(Bn C)

On commence par les premieéres formules simples sur la dimension d'une somme de sev.

Théoreme 34 Sommes de sev et dimension
Soient E un [K-ev, et F et G deux sev de E de dimension finie.

1. F+Gestun sevde[E de dimension finie et : dim(F + G) < dim(F) + dim(G) ;

2. siF et G sont en somme directe, alors F @ G est un sev de E de dimension finie et :
dim(F & G) = dim(F) + dim(G).

Un résultat fondamental : I'existence de supplémentaires de dimension finie.

Théoréeme 35 Existence d’'un supplémentaire en dimension finie
Soit E un K-ev de dimension finie. Alors tout sev F de E admet des supplémentaires G dans E
(ieE=F&®G), etils vérifient dim(G) = dim(E) — dim(F).

/\ ATTENTION : il n’y pas unicité d’'un supplémentaire mais seulement de sa dimension.

Ce n’est pas au programme d ECS premiere année : le résultat est encore vrai en dimension
infinie.

De ces deux théoremes on déduit une formule générale sur la dimension d'une somme de
Sev.

Théoréme 36 Formule de Grassmann
Soient E un [K-ev, et F et G deux sev de E de dimension finie. On a :

dim(F + G) = dim(F) + dim(G) — dim(F N G)

Démonstration : On sait que F est de dimension finie et que FNG estun sevde F. FNG a donc
des supplémentaires dans .

Soit H un supplémentaire de FNnG dans F : F = (FNG) @ H. On a donc dim(H) = dim(F) —
dim(F N G).
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Montrons que F+G=H®G:

11 est clalr que H+G < F+G pulsqueIH]C[F Rec1proquement si f e F et g €G, on peut écrire
f— G+ D avecd eFnGet b e H. Onobtlentf+g— b+a+g€[H]+Gpu13que a+geG;
e puisque HEF, GNH=GNFNH={0}.

On en déduit que :

dim(F + G) = dim(H) + dim(G) = dim(F) — dim(F N G) + dim(G)

CQFD [J

Autre résultat important, la dimension finie donne une nouvelle caractérisation des sev sup-
plémentaires.

Théoréeme 37 Caractérisation des sev supplémentaires
Soient Eun K-ev de dimension finie, et F, G deux sev de E. On a équivalence des propositions :

1. F et G sont supplémentairesdansE:E=F®G;
2. F+G=EetFnG={03};

3. I'union d’'une base de [ et d'une base de G donne une base de E (c’est alors vrai pour
toutes les bases) ;

4. tout vecteur ¢ € [ se décompose de maniere unique sous la forme e = 7‘) +g, avec
f cFetg €G;

5. E=F+Getdim(E) = dim(F) + dim(G) ;

6. FNG={0¢} etdim(E) = dim(F) + dim(G).

Exemple : Dans R®, on considere F = Vect[(1,1,1)] et G = {(x,y,@) € R3/ x+y+z =0} =
Vect[(1,0,—1);(0,1,-1)].
Ona dim(F) + dim(G) =3 et FNG = { 0 s}

Dans le cas d'une somme directe de k sev de E, on a la formule suivante.

Théoréme 38 Dimension d’'une somme directe de k sev de E
Soient [y, ..., F; des sevde E en somme directe. On a :

k k
dim(@[Fj) =Y dim(F))
j=1

j=1
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3 Exercices

Familles libres, génératrices, bases, dimension

Exercice 1 Les familles suivantes sont-elles des bases de R3 2

#1=(0,1,2,01,2,0),2,0,1))
F=(1,1,0,2,0,1),6,1,1,0,0,2)

Exercice 2 On considere le sous-espace vectoriel E de R* défini par
E = Vect((1,-1,3,-3), (2,-2,4,-4),3,-3,7,-7), (1, ~1,1,-1)

1. Donner une base et la dimension de E.

2. Déterminer un systéme d’équations cartésiennes de E.

3. Etablirque E c [, ou [F est défini par [F = Vect ((1,0, 1,-1),(0,1,2,-2),(1,0,0,0), (0,0,-1, 1)).

4. On pose G = Vect ((1,0,0, 1, (1,2,0,0)). Vérifier que EN G = {0}.

Exercice 3 On note R® I'ensemble des fonctions numériques définies sur R. On pose :
E={fe€ IRR/ Vx€eR, f(x)=acos(x)+ bsin(x) + c ot (a, b, ¢) € R?’}

Montrer que E est un R-espace vectoriel de dimension finie et donner une base et sa dimen-
sion.

Exercice 4 Pour a > 0, on note F, I’ensemble des fonctions de la forme :
x— P(x)e* +Q(x)e”**

ou P et Q sont des polynomes de degrés inférieurs ou égauxa 1.

1. Montrer que [, est un R-espace vectoriel.

2. Déterminer une base %8 de F, et en déduire sa dimension.

Exercice 5 (Exemples de bases de polynémes) 1. Soient P; = X?>+1, P, = X2+ X+1
et P3 = X? + X. Montrer que (P, P;, P3) est une base de K, [X].

2. Soit n € N. Pour tout k € [0, 1], on pose Py = (X + 1)1 — X*¥*1_ Montrer que (Py,..., P,)
est une base de K, [ X].

3. Montrer que F = {P = aX*+(a+b) X/ (a, b) € R*} estun sev de E et donner en une base.

4. Soit n € N. Pour tout k € [0, n], on pose Py = Xk (X +1)"*. Montrer que (Py,..., Py) est
une base de I, [ X].

Exercice 6 1. Montrer que les K-ev T, (K), T, (K), (K et «Z,(K) sont de dimension
finie et déterminer leur dimension.

n
2. Si A= ((a;j)1=i,j=n € Hn(K) onnote Tr(A) = ) ax.
k=1

On pose aussi H = {A € ., (K)/ Tr(A) = 0}. Montrer que H est un sev de .4, () et
déterminer sa dimension.
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Rang d’'une famille de vecteurs

Exercice 7 Soient (u3,..., u,) famille de vecteurs de E K-ev, et p € [1, n].
Montrer que :
rg(ui,...,un) <1g(w1,...,up) +n—p

Sommes directes et sous-espaces supplémentaires ‘

n
Exercice 8 Soient[E = {(xl,...,xn) e K™ Z xk:O} etF={A,A,...,); LelK}.
k=1

1. Montrer que E et [F sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires de K”.

2. Déterminer une base de E et de F.

Exercice 9 On note E = K[X] le K-ev des polynomes a coefficients réels.

1. Soit Q € K[X]. Montrer que G = {P e/ QIP} est un sev de E et déterminer en un sup-
plémentaire (penser a la division euclidienne).

2. Pour a et b réels distincts, on pose E, = {P € E/ (X — a)|P} et E, = {P € E/ (X — b)|P}.
Vérifier que [E, et Ej, sont des sev de E puis que E = E, +[E;, (pour cela trouver (A, u) € K2
telsque A(X —a) + u(X - b) =1).

La somme est-elle directe ?

Exercice 10 On consideére le K-ev .4, (IK) des matrices carrées d’ordre n.

On rappelle que .#,(K) désigne 'ensemble des matrices carrées symétriques d’ordre n, et
que </, (K) désigne I’ensemble des matrices carrées antisymétriques d’ordre n.

Montrer que %5, (K) et <7, (I<) sont des sev supplémentaires de ./, (K).

Exercice 11 Soit I un intervalle de R centré en 0. On note R! I’ensemble des fonctions nu-
meériques définies sur /. On pose :

o ={feR'/ fpairesur I} et B={feR'/fimpairesur I}
Montrer que </ et 9 sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires de R'.

Exercice 12 On note R® 'ensemble des fonctions numériques.
Soient [E = {f € [R{R/ fo) =1 (g) = f(n)} et F = Vect (x — cos(x), x — sin(x)).

1. Montrer que R®, E et F sont des R-espaces vectoriels.
2. Vérifier que R® = E®F.

Exercice 13 Déterminer un supplémentaire dans R3 de F = Vect ((0, 1,1),(1,0, 2)).

Exercice 14 On se donne un entier naturel n = 3, on note E le R-espace vectoriel R, [X].
Montrer que

F={PeR,[X]/ X3P} etG=Vect[ X(X-1),(X-1)(X-2), X(X-2)] sont des sev supplémen-
taires de E.

Exercice 15 On note E 'ensemble des (u,,) € R telles que : V71 € N, 4,43 = Upyo + Upy1 +
2u,, F 'ensemble des (a,) € RN telles que : Vn € N, a,,1 = 2a, et G 'ensemble des (b,) € RN
tellesque:VneN, bpi2=—byi1—by.
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Vérifier que E, F et G sont des R-espaces vectoriels.
Déterminer une base et la dimension de [ et de G.

Déterminer dim(E) et en déduire que : E =F & G. Donner alors une base de E.

- W e

Soit (un) nen la suite définie par ug =1, u; =0, up =2et: VneN, uyi3 = Upio + Upy +
2Uy,.
Déterminer |'expression de u, en fonction de n.

Exercice 16 Soient E un K-ev de dimension finie, D une droite vectorielle et H un hyper-
plan.
Si D ¢ H, alors D et H sont supplémentaires dans E.
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