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Introduction

Ce manuscrit regroupe des notes de cours de mathématiques pour une classe d’ECS pre-
miere année. J’ai écris ces notes lors de mes enseignements au lycée Fermat pendant les
années 2010- 2.

Ce document n’est absolument pas figé et va beaucoup évoluer. N’'hésitez pas a m’envoyer
toutes vos remarques et critiques ou a me signaler d’éventuelles erreurs a 'adresse "ar-
naud.begyn@prepas.org".

Vous pouvez utiliser ce cours a toutes fins utiles, a condition de signaler son auteur et son
origine. Les mises a jour sont disponibles sur le site http ://mathcpge.org/.
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Chapitre 1

Notions élémentaires de logique et de
théorie des ensembles

1 Notation

Traditionnellement, les objets mathématiques (nombres, fonctions...) sont notés avec une
lettre de 'alphabet pouvant étre minuscule, majuscule, capitale etc... Lorsqu’on se donne
une liste de n objets on utilise un indice : x;, X2, ..., X;. On peut aussi utiliser un indice
supérieur, placé entre parenthéses pour ne pas le confondre avec la puissance : xV, x| ...,
x". Lorsque 'on considére un tableau de nombres, on a recourt au double-indigage : x;;
désigne I'élément situé a I'intersection de la ligne i et de la colonne j.

Pour varier les notations, on utilise aussil’aplhabet grec, dont nous rappelons ci-dessous les
minuscules et majuscules. Il est vivement recommander de bien le connaitre (sous peine de
faire sourire son examinateur a ’oral).

Minuscule | Majuscule | Nom Minuscule | Majuscule Nom
a A Alpha v N Nu
p B Béta ¢ = Xi
Y r Gamma o O Omicron
0 A Delta /4 I Pi
€ E Epsilon P p Rho
¢ V4 Dzéta o z Sigma
n H Eta T T Tau
0 C) Théta v Y Upsilon
L I Iota ) () Phi
K K Kappa X X Chi
A A Lambda v b4 Psi
7 M Mu W Q Omega

On utilisera aussi les abréviations suivantes :
- cqfd = ce qu'’il fallait démontrer :

- ie =id est = C’est-a-dire;;

- p/r=parrapporta;

15



CHAPITRE 1 : Logique - Théorie des ensembles

- resp. = respectivement.

Ce cours de mathématiques est organisé selon une série de définitions, signalées par un
cadre vert, par une série de théorémes signalés par un cadre rouge, le tout illustré par des
exemples et des exercices, ces derniers étant signalés par un cadre gris. Certains chapitres
comportent des explications sur la maniére de rédiger. Celles-ci sont signalés par un cadre
jaune.

Le mot théoréme est réservé a des résultats mathématiques jugés importants. Dans le cas
d'un théoréme “facile“, on utilise le mot proposition. Parfois, on reformule certains théo-
remes dans des cas simples, directement utilisables en pratiques : on parle alors de corol-
laires. Enfin certaines démonstrations plus ardues que les autres nécessiteront de démon-
trer des petites propositions intermédiares appelées lemmes.

2 Logique

Un prédicat est un énoncé mathématique qui est soit juste, soit faux. On dit qu'un prédicat
ne peut prendre que deux valeurs logiques : Vou F (i.e. Vrai ou Faux).

Par convention, lorsqu’on énonce une prédicat, on sous-entend toujours qu’il est vrai.
Exemple: « La fonction f est croissante sur 'intervalle I. »
Soient A et B deux prédicats. On définit les opérations suivantes.

o Négation : La négation de A est notée non(A) ou A. Elle est définie par la table de vérité
suivante :

non(A)

F
|4

< >

On a bien évidemment non(non(A)) = A = A (I'égalité signifie que les deux prédicats ont
meéme table de vérité).

» «Et»: Le prédicat A et B est défini par :

AetB

< mo< >
m S < |w
N <

On a bien évidemment A et B= B et A.

e «Ou»:Le prédicat Aou B est défini par:

A | B| AouB
Vi©iVv |74
F |V |74
V|F |74
F | F F
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2 Logique

On a bien évidemment Aou B =B ou A.

Remarquons qu’il s’agit d'un « ou » inclusif, c’est-a-dire que les deux prédicats peuvent étre
vrais en méme temps (contrairement au « ou » exclusif).

Proposition 1 Lois de Morgan

Les prédicats suivants ont méme table de vérité.
— «non(AetB)»et«non(A) ounon(B)»

— «non(AouB)»et«non(A)etnon(B) »

 Implication : Le prédicat A = B est défini par :

A|B|A=B
ViV |4
F |V |4
V| F F
F | F |74

En pratique, on ne considere que les premiere et troisieme lignes de cette table de vérité,
c’est-a-dire que I'on traduit le prédicat A— B par : si A est vrai alors B est vrai, ou encore
pour que A soit vrai il faut que B soit vrai, pour que B soit vrai il suffit que A soit vrai. On dit
que A est une condition suffisante pour B et que B est une condition nécessaire pour A.

Exemple : On pose A = «Le chien court sous la pluie » et B = « Le chien est mouillé ». Il est
clair que A= B. Par contre on a pas B = A (le chien est peut-étre tombé dans la piscine!).
Dans ce cas, on dit que la réciproque de I'implication A = B est fausse. On peut donc dire
que « pour que le chien court sous la pluie, il faut qu’il soit mouillé », « pour que le chien soit
mouillé, il suffit qu’il court sous la pluie ».

Rédaction : Pour montrer que A = B, on procede de la facon suivante. On suppose que la
prédicat A est vrai; on doit alors montrer que B est vrai.

Pour montrer qu'une implication est vraie on utilise parfois le raisonnement par contrapo-
sée. Pour prouver que A = B est vrai, on montre que non(B) = non(A) est vrai, c’est-a-
dire : si B est fausse alors A est fausse. En effet, on peut vérifier que ces deux prédicats ont la
méme table de vérité.

Exemple : Montrer que les prédicats A = B et non(A) ou B ont méme table de vérité. En
déduire que les prédicats A= B et non(B) = non(A) ont méme table de vérité (raisonne-
ment par contraposée).

o Equivalence : Le prédicat A < B est défini par :

A|B|A<=B
VIV |74
F |V F
V|F F
F | F |4
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CHAPITRE 1 : Logique - Théorie des ensembles

En pratique, on ne considere que la premieére ligne de cette table de vérité, c’est-a-dire que
I'on traduit la proposition A <= B par : A est vrai si et seulement si = (ssi) B est vrai, ou
encore pour que A soit vrai il faut et il suffit que B soit vrai. On dit que A (resp. B) est une
condition nécessaire et suffisante pour B (resp. pour A).

Pour montrer qu'une équivalence est vraie on raisonne tres souvent par double-implication :
on montre que A = B est vrai puis que B = Al’est aussi. En effet, on peut vérifier que les
prédicats A<= B et « A—> B et B— A» ontla méme table de vérité.

Exemple : Montrer que le prédicat A < B, et le prédicat (A = B) et (B = A) ont méme
table de vérité.

Rédaction : Pour montrer que A <= B, on procéde donc par double-implication.
On suppose que la prédicat A est vrai; on doit alors montrer que B est vrai. On en déduit
que A = B est vrai.

On suppose que la prédicat B est vrai; on doit alors montrer que A est vrai. On en déduit
que B = Aest vrai.

On peut alors conclure que A < B est vrai.

» Raisonnement par 'absurde : Pour montrer qu'un prédicat A est vraie, on peut choisir de
raisonner par I'absurde : on suppose que A est faux, et on essaye d’aboutir a une contradic-
tion évidente du type2 <1 ou0 < x <0 etc...

Exemple: Soit x > 0. Démontrer par 'absurde que 2x > x.

» Raisonnement par récurrence : Soit P(n) un prédicat qui dépend d’un entier n € N. On
veut démontrer qu'il existe un entier rng fixé tel que P(n) est vraie pour tout n = ny. On dis-
pose pour cela de différents résultats.

Théoréme 2 Récurrence simple

On suppose que :

(i) Initialisation : il existe ny € N tel que P(ng) est vrai;

(i) Hérédité : pour n = ng fixé quelconque, P(n) vrai = P(n+1) vrai.
Alors on sait que P(n) est vrai pour tout n = ny.

_ nn+1)

Exemple:Pourn=1,1+2+3+---+n 5

Théoréeme 3 Récurrence a deux pas

On suppose que :

(i) Initialisation a deux pas : il existe ny € N tel que P(ng) et P(ng + 1) sont vrais;

(ii) Hérédité a deux pas: pour n = nyg fixé quelconque, P(n) et P(n+1) vrais = P(n+2) vrai.
Alors on sait que P(n) est vrai pour tout n = ny.

Exemple: On pose Fy = F; =1 etpour n =0, F;;» = F,;+ F;41. Montrer que pour n =0, F;,, = 0.
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3 Ensembles

Théoréme 4 Récurrence forte

On suppose que :

(i) Initialisation : il existe ng € N tel que P(ng) est vrai;

(ii) Hérédité forte : pour n = ny fixé quelconque, P(ng), P(ng+ 1), P(ng+2), ..., P(n) vrais
— P(n+1) vrai.

Alors on sait que P(n) est vrai pour tout n = ny.

2

Exemple: On pose u; =3 etpourn=1, uy4 = —(u1 +uUr+---+ un) Montrer que pour n =1,
n

U, =3n.

3 Ensembles

3.1 Définitions

Définition 5 Ensembles
Un ensemble E est une collection d’objets appelés éléments. On note x € E lorsque x est
élément de E, et x ¢ E dans le cas contraire.

Exemple : Un ensemble peut donc étre défini en énumérant la liste de ses éléments (entre
accolades) :

- {a} = ensemble formé d'un unique élément a = singleton

- E=ensemble des couleurs d'un jeu de 32 cartes = {coeur, carreau, tréfle, pique} (4 éléments)
- N = ensemble des entiers naturels = {0, 1,2,3,...} (infinité d’éléments)

Soit P(x) une prédicat dépendant de x élément de E.

Définition 6 Quantificateurs

1. Lorsque P(x) est vrai pour tous les éléments x de E, on le note :
VxeE, P(x)

Le symbole V est appelé quantificateur « quel que soit ».

2. Lorsque P(x) est vrai pour au moins un élément x de E, on le note :
dxe E/ P(x) ou dx e E; P(x)

Le symbole 3 est appelé quantificateur «il existe ».

3. Lorsque P(x) est vrai pour un unique élément x de E, on le note :
dlx e E/ P(x) ou dlx € E; P(x)

Le symbole 3! est appelé quantificateur «il existe un unique ».
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CHAPITRE 1 : Logique - Théorie des ensembles

Rédaction :

1. Pour montrer que « Vx € E, P(x) », on procede de la maniere suivante : on se donne
x € E fixé quelconque et le but est laors de montrer que P(x) est vrai pour ce x.

2. Pour montrer que « 3x € E/ P(x) », on procéde de la maniere suivante : on doit trouver
x € E tel que P(x) soit vrai, par exemple en résolvant une équation d’'inconnue x et en
prouvant que cette équation a au moins une solution.

3. Pour montrer que « 3lx € E/ P(x) », on procede de la maniere suivante : on doit trouver
un unique x € E tel que P(x) soit vrai, par exemple en résolvant une équation d’incon-
nue x et en prouvant que cette équation a une unique solution.

Il faut connaitre la négation de ces quantificateurs.

Proposition 7 Légalité signifiant que les prédicats ont méme table de vérité :
1. non(Vx€E, P(x)) =3x¢€ E; non(P(x)).
2. non(3x€ E; P(x)) = Vx € E, non(P(x)).

Nous allons maintenant voir comment comparer deux ensembles.

Définition 8 Inclusion
Soient E et F deux ensembles. On dit que E est inclus dans F et on le note Ec F ou E C F,
lorsque tout élément de E est aussi élément de F, i.e. lorsque :

VxeE, xeF

ou encore :
xeE=xeF

On dit aussi que E est un sous-ensemble de F, ou que E est une partie de F.

Dans le cas contraire,onnote E¢Z Fetona:3dx€ E/ x¢ F.

/\ ATTENTION : dans I’ensemble R des nombres réels, on peut toujours comparer deux
nombres x et y: ona x < y et x = y. On dit que la relation d’ordre < est totale. Mais ce
n'est pas le cas pour les ensembles : si A et B sont deux ensemble quelconques, on peut
avoir AZ Bet BZ A.

Exemple: Dans R, si A=Z et B=R" =[0,+o00l, alors AZ Bet BZ A.

Exemple: Sur 'exemple suivant,ona: AZ Bet B £ A.

A B
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3 Ensembles

Rédaction : Pour montrer que E < F on se donne x € E fixé quelconque, et on démontre que
x€eF.

Proposition 9 SiE, F, G sont trois ensembles :
(i) ona ECE;
(ii)siEc FetFc< Galors EcG.

Définition 10 Egalité
Soient E et F deux ensembles.
Onditque E=Florsque EC Fet FC E,i.e.lorsque: xe E<= x€F.

Si E € F mais F £ E alors on dit que E est strictement inclus dans F, et on le note E C F.

Rédaction : Pour montrer que E = F on procéde donc par double-inclusion.

On se donne x € E fixé quelconque; on doit alors montrer que x € F. On en déduit que
ECF.

On se donne x € F fixé quelconque; on doit alors montrer que x € E. On en déduit que
FcE.

On peut alors conclure que E = F.

On définit un ensemble particulier qui ne possede pas d’élément.

Définition 11 Ensemble vide
On appelle ensemble vide, noté @, I'’ensemble qui ne posséde pas d’élément. Il est inclus
dans tout autre ensemble ; il ne possede qu’'un sous-ensemble : lui-méme.

Trés souvent on définit un sous-ensemble en imposant que ses éléments vérifient une cer-
taine propriété.

Définition 12 Sous-ensemble défini par une propriété
Soient E un ensemble et P(x) une propriété dépendant de x élément de E. L'ensemble des
éléments de E vérifiant la propriété P(x) est noté:

{xe E/ P(x)} ouencore {x€ E; P(x)}

C’est un sous-ensemble de E.

Exemple: A= {x €R/x*—-3x+2 =1} est une partie de R.

Définition 13 Ensemble des parties
Si E est un ensemble, on note & (E) I'ensemble par les parties de E.
On a donc pour F un ensemble quelconque :

FCE < FeZ(E)
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CHAPITRE 1 : Logique - Théorie des ensembles

On a toujours @ € Z(E) et E € P(E).
Exemple: Si E est un singleton : E = {a}, alors 2(E) = {®, E}.

Terminons ce paragraphe par un paradoxe simple et célebre, appelé paradoxe de Russel :
il n’existe pas d’ensemble de tous les ensembles. Ce paradoxe est plus facile a comprendre
sous la forme du paradoxe du barbier : il n’existe pas de barbier qui raserait tous les hommes
qui ne se rasent pas eux-mémes (et seulement ceux-1a). En effet, qui raserait ce barbier ?

3.2 Opérations sur les ensembles

Définition 14 Soient A et B deux parties d'un ensemble E. On définit :
(i) 'intersection de A et B, notée An B, par :

XEANB < x€e Aetx€eB

(ii) 'union de A et B, notée AU B, par:

XEAUB < x€ AouxeB

Les figures suivantes représentent I'union et I'intersection de deux ensembles A et B.

Proposition 15 Regles de calcul.

Si A, B et C sont trois parties d'un ensemble E :

1) ANBS A AUB;

2) Associativité : (AnB)NnC=An(BnC)et(AuB)uC=AuU(BUC);
3I)ANA=AUA=A ANd=@et AUP=A;

4) Commutativité: AnB=BnNnAetAUB=BUA,;

5) Distributivité de N par rapportau: An(BuC)=(AnB)uU(ANnC),
Distributivité de U par rapportan: Au(BnC)=(AuB)n(AUB).

La propriété d’associativité de I'union permet de se dispenser des parentheses et d'utiliser la
notation AU B U C pour 'union de trois ensembles : en effet, cette notation désigne indiffé-
remment (AU B) U C ou AU (BU (), et ces deux quantités sont égales donc cela ne pose pas
de probléme de confusion.

La méme remarque est valable pour I'intersection : on peut utiliser la notation An BN C.
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/\ Par contre, dans une expression mélangeant union et intersection, on ne peut pas se dis-
penser des parentheses.

Par exemple la notation AU Bn C n’a aucun sens! En effet, elle peut désigner (AU B)n C ou
AU (BnC), et comme ces deux quantités sont différentes, on ne sait plus de quo on parle!

Les figures suivantes représentent 'union et I'intersection de trois ensembles A, B et C.

@«

Les propriétés de distributivité sont aussi trés importantes : elle sont a rapprocher de la dis-
tributivité de la multiplication par rapport a I'’addition des nombres. Les figures suivantes
permettent de visualiser les formules An(BUC) = (AnB)U(ANC) et AU(BNC)=(AUB)N

(AUB).
A B A B
! E C "~I.. i C i

Définition 16 On dit que deux parties A et B d'un ensemble E sont disjointes ou incompa-
tibles lorsque AN B = @.

/\ ATTENTION'! Ne pas confondre A et B disjoints : AnB = @, et A et B distincts : A # B.
Deux ensembles disjoints sont distincts (ou vides), mais deux ensembles distincts ne sont en
général pas disjoints.

Les figures suivantes représentent deux ensembles distincts mais non disjoints, et deux en-
sembles disjoints (donc distincts).

A B
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Définition 17 Complémentaire.

Soit A une partie d'un ensemble E. Le complémentaire de A dans E, noté C A, est défini par :

CeA={xeE/x¢ A}

Lorsqu’il n'y a pas d’ambiguité sur E, Cz A est noté plus simplement A.

Les figures suivantes représentent une partie A et son complémentaire (I'ensemble E est

représenté par un carré).

Proposition 18 Regles de calcul.
Si A est une partie de E :
DA=A;

2)p=EetE=0; _

3 AUA=EetAnA=¢.

Exemple: Si Aet B partiesde E: ANB=¢ < AZB.

Théoréme 19 Lois de Morgan
Si A, B partiesde E :

1) ANB=AUB;

2) AUB=ANB.

Les deux figures suivantes permettent de visualiser les lois de Morgan.

»
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3 Ensembles

Définition 20 Différence
Si A, Bpartiesde E: A—B=AnB={xe A/ x¢ B}. Onle note aussi A\B.

La figure suivante représente A\B.

3.3 Produits cartésiens et familles d’éléments

Définition 21 Produit cartésien
Soient E et F deux ensembles. On note E x F I'’ensemble des couples (x, y) tel que x € E et
yeF:

ExF={(x,y)/ xeEetyeF}

E x F est appelé produit cartésien de E et de F.

Plus généralement, si Ey, E», ..., E, sont n ensembles, on note Ej x E, x --- x E, 'ensemble
des n-uplets (xy,...,x,) telsque x; € E1, X2 € Es, ..., X, € Ej,.

SiE;=E,=---=E, =E,alors E; x E> x--- x E;,, est noté E".

Exemple: R® =R xR xR={(x,y,2)/ xR, yeRetz € R}.

Définition 22 Famille d’éléments de E

Soient I un ensemble (appelé ensemble d’indices), et E un autre ensemble. On dit que
(xi)ies est une famille d’éléments de E indexée par I lorsque, pour chaque i € I, x; est un
élément de E.

Par exemple pour I = [1,n], (xj)ie; = (x1,...,X,) est un n-uplet, et pour I = N,
(x7)ier = (X5) nen €St Une suite.

Exemple: (1/X) >0 est une famille d’éléments de R, indexée par R*.

Définition 23 Famille de parties de E
On dit que (A;);es est une famille de parties de E, lorsque pour i € I, A; est une partie de E.

Dans ce cas (A;) jes est une famille d’éléments de 22(E), au sens de la définition donnée pré-
cédemment.
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1
1,1+—
n

Exemple: ( ) est une famille de parties de R, indexée par N*.
neN*

Définition 24 Si (A;);c; est une famille de parties de E, on définit 'union des A; pouri € I,
notée |_J A;, par:
iel
xel|JA; <= Fiellxe A
iel
De méme on définit leur intersection ﬂ A;:
iel

xe[)Ai < Viel, xeA;

iel

Exemple: | J

neN*

=[L2[ et )

neN*

1 1
1,1+— 1,1+—| ={1}.
n n

Proposition 25 Regles de calcul.
Si B est une partie de E et (A;) ;e est une famille de parties de E, alors :

1) Distributivité de N par rapporta u: || Ai) nB=|J(AinB),

iel iel

et de U par rapportan:
iel iel

ﬂAi)UB:ﬂ(AiUB).

2) Lois de Morgan : | J A; = () A; et [ A; = J A

iel iel iel iel

Définition 26 Si (A;);c; famille de parties de E, on dit que les A; sont deux a deux disjoints
lorsque :
Vi,jel, i#j = AinAj=9

/\ ATTENTION : les accolades définissent des ensembles et les parentheses des familles.
Pour les ensembles, les répétitions ne sont pas prises en compte, contrairement aux familles :
{a, a, b} ={a, b} mais (a,a, b) # (a,b).

Pour les ensembles I'ordre n’est pas pris en compte, contrairement aux familles : {a, b} =
{b, a} mais (a, b) # (b, a).
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4 Applications

4.1 Définitions

Définition 27 Application.
Soient E et F deux ensembles. Une application définie sur E a valeur dans F :

f: E— F
x— f(x)

est une "relation" qui a chaque x € E associe un unique élément y € F, noté f(x).
Onlenote f: E—F.
f(x) est appelé image de x, et si y = f(x) alors x est appelé antécédent de y.

Vocabulaire :

e f:E— Fselit" f estune application de E vers F" ou encore " f est une application définie
sur E a valeurs dans F".

e x— f(x) selit "a x est associé son image f(x)".

Lorsque f n’est pas définie sur E tout entier, on dit que f est une fonction, mais les confu-
sions de vocabulaire entre applications et fonctions sont tolérées cette année.

/\ On suppose donc dans tout ce chapitre que les applications sont définies sur E tout entier.
On ne donnera donc pas I’ensemble de définition de f, puisque ce sera a chaque fois E tout
entier.

Siachaque x € E'la "relation" associe plusieurs éléments de F, on ne parle pas d’application
mais de correspondance de E vers F (mais ce n'est pas du tout au programme).

Exemple: On associe a x € R sa valeur absolue : c’est une application de R vers R.
Exemple: On associe a n € N ses diviseurs positifs : c’est une correspondance de N vers N.

Exemple: f :R?> — R définie par f(x, y) = x*> + xy est une application.

Définition 28 Graphe d’'une application
Le graphe de f est le sous-ensemble de E x F donné par :

G={(x,f(x) €ExFl/xeE}

Notation : On note % (E, F) ou FF 'ensemble de toutes les applications définies sur E a va-
leurs dans F.

Une application peut étre représentée par un diagramme :
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A B

=

e o o e

Sur le diagramme précédent on voit qu'un élément de 'ensemble d’arrivée peut n’avoir au-
cun antécédent, ou en avoir plusieurs.

/\ Important : lorsque f: E— F, ie f va de E vers F, on suppose en particulier que :

VxeE, f(x)eF

Définition 29 Egalité de deux applications.
Soient f: E — F et g: E' — F’ sont deux applications. On dit que f et g sont égales, et on
lenote f=g,lorsque E=E', F=F'et:

VxeE, f[f(x)=gx)

En particulier, si E= E' et F = F' alors f # g siet seulementsi:3x€ E; f(x) # g(x).

/\ Par exemple, on considére que les applications sin : R — R et sin : R — [—1,1] sont
différentes.

Définition 30 Applications constantes.
Soient E et F deux ensembles. Une application f : E — F est dite constante lorsqu’il existe
ac Ftel que:

VxeE, f(x)=a

On dit alors que f est constante égale a a.

Définition 31 Application identité.
Si E est un ensemble on définit 'application :

idEZ E— E
x— idg(x)=x

Nous verrons plus loin qu’elle joue le role d’élément neutre pour la loi de composition.
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Définition 32 Restriction
Soit f : E— F une application.
1) Si E; € E alors on appelle restriction de f a Ej, notée fig,, 'application :

f|E1: E1—> F
x—  fie,(x)=fXx)

Onadonc: Vxe€ Ey, fig (x) = f(x).

2) Soient Ey € Eet Fy < Ftelque: Vxe€ Ey, f(x) € F.
On appelle restriction de f a E; au départ et a F; al'arrivée, notée fllgll, I’application :

flllil: E1—> Fl
x—  fip® =)

Ona:VxeE, fig,(x) = f(x).

Exemple: sin: R — R peut étre restreinte a [0, 7[ au départeta [0, 1] al’arrivée. La restriction

4o i 011
est alors notée sml[om.

Définition 33 Prolongement

Soit f: E— F une application.

1) Si E < E», alors on appelle prolongement de f a E, toute application g : E, — F telle que
ge=fietelleque:Vx€E, g(x) = f(x).

2) Si E € E; et F € F,, alors on appelle prolongement de f a E, au départ et F, a I'arrivée,
toute application g: E; — F> telle que gllg = fietelleque: Vx€eE, g(x) = f(x).

4.2 Loide composition

Définition 34 Composée d’applications.
Soient deux applications f: E — F et g: F' — G telle que F < F'. On définit I'application
composée go f: E— Gpar:

VxeE, (gof)x)=g(fx)

On ale diagramme::
F-£-¢G

fTA:f

E

/\ ATTENTION : ne pas écrire g(x) o f(x) ala place de go f(x)!
En effet la notation g(x) o f(x) n’a pas de sens, et tout calcul quil’emploi est donc irrémédia-
blement faux/
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Proposition 35 Soit f: E— F une application.On a foidg = f etidpo f = f.

Proposition 36 On se donne trois applications E L, FL6-2H
On a la propriété d’associativité: ho(go f) = (hog)o f.

On peut donc sans ambiguité utiliser la notation 20 go f (les parenthéses sont omises).
Onaalorspour x€ E: hogo f(x) = h(g(f(x))].

4.3 Injection, surjection, bijection

Définition 37 Soit f: E— F une application.
On dit que f est injective sur E (ou que f est une injection) lorsque :

V(x1,x2) € E?,  f(x1) = f(x2) = X1 =X
Oou encore par contraposée .
V(xy,x0) € B2, x1#x = fx) # f(x2)

Deux points distincts ont donc toujours des images distinctes.
De maniere équivalente ont peut dire que les points de F ont au plus un antécédent par f.

Rédaction : Pour montrer que f est injective sur E on fixe x; et x» éléments de E tels que
f(x1) = f(x2). On doit alors montrer que x; = x».

Pour montrer que f n’est pas injective sur E on cherche deux éléments distincts x; et x
dans E tels que f(x;1) = f(x2).

Exemple: f :R — R définie par f(x) = x* n'est pas injective sur R, et g : R* — R définie par
g(x) = x? est injective sur R*.

Définition 38 Soit f: E— F une application.
On dit que f est surjective de E sur F (ou que f est une surjection) lorsque :

VyeF 3dxeEly=f(x)

De maniere équivalente on peut dire que les points de F ont tous au moins un antécédent
dans E.

Rédaction : Pour montrer que f est surjective de E sur F on fixe y élément de F. On doit
alors trouver au moins un x élément de E tel que f(x) = y.

Pour montrer que f n’est pas surjective de E sur F on cherche y élément de F qui n’a pas
antécédent par f dans E, ie tel que f(x) # y pour tout x € E.
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Exemple : f : R — R définie par f(x) = x*> n'est pas surjective de R sur R, et g : R — R*
définie par g(x) = x° est surjective de R sur R*.

/\ Attention a la subtilité suivante : si x € E on peut toujours poser y = f(x) et on définit
yeF.

Par contre si y € F, on ne peut pas en général définir x € E en posant y = f(x). En effet
ceci suppose que y a un antécédent par f. Si f est surjective, il est possible de définir x en
posant y = f(x), mais il est plus clair de dire « on note x un antécédent de y par I'application
surjective f ».

Définition 39 Soit f: E— F une application. On dit que f est bijective de E sur F (ou que
f estune bijection) lorsque f est a la fois injective et surjective :

VyeF AxeE/y=f(x)

Un point de F a donc toujours un unique antécédent dans E.

Rédaction :

1. Pour monter que f est bijective de E sur F on fixe y élément de F. On doit alors trouver
un unique x élément de E tel que f(x) = y.

2. On peut aussi procéder en deux temps en montrant que f est injective, puis surjective.

Le diagramme suivant illustre ces notions d’injection/surjection/bijection.

SURJECTION INJECTION I BIJECTION
f
X—

X=D¢

/\ Attention, en général une application n’est ni injective, ni surjective. Considérer par exemple
f :R— R définie par f(x) = x*.

Exemple: f :R — R* définie par f(x) = x> n’est pas bijective de Rsur R*, g : R* — R définie
par g(x) = x> n’est pas non plus bijective de R* sur R, mais & : Rt — R* définie par h(x) = x*
est bijective de R* sur R*.

Proposition 40 Soient deux applications E L j el

(i) Si f estinjective sur E et g injective sur F, alors go f estinjective sur E.

(ii) Si f est surjective de E sur F et g surjective de F sur G, alors go f est surjective de E sur
G.

(iii) Si f est bijective de E sur F et g bijective de F sur G, alors go f est bijective de E sur G.

Le diagramme suivant donne un exemple montrant qu'on peut avoir go f et g surjectives,
mais f non surjective.
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X—f >y—2 .7
1 2 0P\

[ \
20 L S Y, )
30 R
a R \ /
N /

Définition 41 Inversibilité pour la loi de composition.

Soit f: E— F une application. On dit qu’elle est inversible pour la loi de composition lors-
qu'’il existe une application g: F — E telleque go f =idp et fo g =idp.

Une telle fonction g est appelée application réciproque de f.

Proposition 42 Unicité de 'inverse pour la loi de composition.
Soit f: E— F inversible pour la loi de composition.
Alors elle admet une unique application réciproque : on la note .

Si elle existe, I'application réciproque de f: E — F a donc les propriétés suivantes :
ofL:F—E

e flof=idpet fof '=idp

ePourxeEetyeF: f(x)=y <= x=f"1(y)

A\ Lorsque f est a valeurs dans R* (ou dans C*), ne pas confondre f~! avec l'inverse de f
pour la multiplication!

1
Pour cette raison, I'inverse de f pour la multiplication est souvent notée ?

Théoréeme 43 Théoreme de la bijection réciproque.

Soit f: E— F une application. On a équivalence de :

(i) f estbijective de E sur F;

(ii) f estinversible pour laloi de composition.

Lapplication f~! est donc bijective de F sur E, on I'appelle aussi la bijection réciproque de
f-

De plus, (f1) " = f.

Sur un diagramme, l'inverse f correspond a inverser le sens des fleches.

f

-

f_l
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On dispose donc de trois méthodes pour montrer qu'une application f est bijective :
1. Montrer que f est injective et surjective.

2. Pour y € F, résoudre I'équation y = f(x) d'inconnue x € E.
Si on obtient une unique solution, on montre que f est bijective. De plus, I'expression
obtenue donne la fonction f~1: x = f~1(y).
3. On cherche une fonction g: F — Etelleque: fog=idretgo f =idg.
Si on trouve une telle fonction, on montre que f est bijective. De plus f~! = g.
Remarquez que les deux dernieres méthodes donne aussi la fonction réciproque de f, en
plus de la bijectivité.

Exemple: f:xeR" — e* € [1,+oo est bijective de réciproque
fl:yell,+ool— /In(y) € R* (utiliser 2.).

Exemple: idg est bijective et idg1 =idg (utiliser 3.).

/\ On peut avoir fo g =idr et go f #idg. Dans ce cas f n’est pas une bijection. Considérer
g:R* — Ret f:R— R" définies par g(x) = v/x et f(x) = x>. On peut aussi visualiser cette
propriété sur le diagramme suivant :

Dans le cas d’'une fonction définie sur un intervalle de R et a valeurs dans R, on a aussi une
quatriéeme méthode pour démontrer la bijectivité qui repose sur le théoréme suivant.

Théoréme 44 Théoréme de la bijection monotone

Soit f: I — R. On suppose que:

(i) I estunintervalledeR;

(ii) f estcontinuesur I;

(iii) f eststrictement monotone sur I.

Alors f induit une bijection de I sur un intervalle J, a déterminer avec le tableau de varia-
tions.

Exemple: Pour n € N*, la fonction f: x € R} — x”" € R induit une bijection de R} sur R}.

Définition 45 Fonction racine n-iéme

La bijection réciproque de la fonction f : x € R} — x” € R} est appelée fonction racine n-
ieme notée -

Pour xet ydansR},ona: x" =y < x= {/y.
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A\ {/ West définie que sur R}. Par exemple v/—1 n'est pas défini, bien que (-1)3=-1...

Proposition 46 Bijection réciproque d’'une composée.

Soient E - F 5. G bijectives. Alors go f est bijective et (go f) ™ = flog™L.

Lordre a été inversé, mais cela parait logique intuitivement : pour inverser f composée par
g, il faut inverser g puis ensuite f.

f—l g—l

«— NV)\ «—

Dl Vit
D 2

4.4 Fonctions caractéristiques

Définition 47 Soit A une partie d'un ensemble E. On appelle fonction caractéristique de A
I'application :
la: E— {0,1}
lsixe A
x— 1alx)= {

Osix¢g A

Exemple: La fonction 14 est constante égale a 0, et la fonction 1 est constante égale a 1.

Proposition 48 Regles de calcul.
Soient A, B parties de E.

1. Ona: ACB<=VxekE 14(x) <1px),
et: A=B <<= Vx€eE, 14(x)=15(x);

2. Vx€E, 1Z(x):1—lA(x);
3. VX€E, 1anp(x) =14a(x) x 1p(x);
4. Vx€E, 1aup(x) =14(x)+ 1p(x) = L4(x) x 1p(x).

Exemple: Redémontrer les lois de Morgan a l'aide des fonctions caractéristiques.
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4.5 Images directe et réciproque

Définition 49 Soit f: E— F une application.
1. Si AC E, on appelle image directe de A par f '’ensemble :

f(A) ={f(x)/ x € A} = ensemble des y € F qui ont un antécédent par f dans A

Ona f(A) cF.
Deplus,siye F:ye f(A) <= dxe Al y= f(x)

2. Si B< F, on appelle image réciproque de B par f I'ensemble :
f'(B)={x€ E/ f(x) € B} = ensemble des x € E qui ont leur image dans B

Ona f~!(B)cE.
De plus,sixe E: x€ f~1(B) < f(x) € B.

Ona f(@)=get f1(p)=0.

Exemple: Vérifier que A< f~1(f(A)) etque f(f1(B)) < B.

Proposition 50 Si f: E — F est une application, alors f induit une surjection de E sur

F(E).

De plus, f est surjective de E sur F si et seulementsi f(E) = F.

f induit une surjection signifie que c’est une restriction de f qui est surjective : ici ||Ef( ),

Définition 51 Partie stable
Soient f : E — E une application et A < E. On dit que A est stable par f lorsque f(A) € A, ie
VxeA, f(x) e A.

Exemple : Pour I'application x — x2, les parties suivantes sont-elles stables : A = R*, B =
[0,2], C=1[2,+00[?
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5 Exercices

Exercice 1 Ecrire avec les quantificateurs et les connecteurs appropriés les propositions
mathématiques suivantes :

1. 1l existe un rationnel compris entre v/3 et /5.
2. Il n’'existe pas d’entier naturel supérieur ou égal a tous les autres.

3. Silasomme de deux entiers naturels est nulle, alors ces deux entiers naturels sont nuls.
Exercice 2 Montrer que pour tout n € N, si n? est pair, alors n est pair.

Exercice 3 Les propositions suivantes sont-elles vraies ? Sinon donner leur négation :
1. JA€R/VneN, Vn< A
2. VxeR", 3neN*/ 1 <x

3. VxeR IneN*/ L <x
Exercice 4 Soit E un ensemble. Pour toutes parties A et B de E, on pose :
AAB = (AUB)\(ANnB).

1. Montrer que : AAB = (A\B) U (B\A).
2. Soient A, B et C trois parties de E vérifiant : AAB = AAC. Montrer que : B = C.
Si AUB = AuC peut-ondireque B=C?
Exercice 5
1. Déterminer £ (E) pour E ={a, b, c,d}; a, b, c, d étant distincts deux a deux.

2. Déterminer Z(E) et & (2(E)) pour un ensemble a deux éléments.

Exercice 6 Soient E un ensemble et A, B et C trois parties de E.

1. Montrerque:ZcB <~ AUB=E.

. AuB=AuUC
2. Demontrerque.{AnB:AnC < B=C.
. AUB=ANnC
3. Demontrerque.{AnB:AUc < A=B=C.

Exercice 7

1. Montrer que pour tout entier n € N*, ona: n! =21,

2. On définit une suiteréelle (u,) pen par: up = uy =3 etVneN, upi2 = U1 +2Up,. Etablir
que:
VneN, u,=2""1+-1"

Exercice 8 On consideére I'application f définie par:

f: R — R
x — sin(x)+2x
1. Est-ce que l'application f est injective ? surjective ? bijective ?

2. Montrer quel’équation f(x) = 2 admet une unique solution réelle, et que cette solution
est strictement positive.

ECSL1.1, Lycée Fermat Toulouse. http://mathcpge.org/ 36



5 Exercices

Exercice 9 On consideére 'application :

f: R — R*
x — x?
1. Est-elle injective sur R? surjective de R sur R* ?
2. Montrer que fig+ est bijective de R* sur R et déterminer son application réciproque
-1
fi
3. De méme montrer que fig- est bijective de R~ sur R* et déterminer son application
réciproque fig!.

4. f est-elle injective sur N ? bijective de N sur N? de Z sur N?

Exercice 10 Soient E, F deux ensembles et f: E — F et g: F — E deux applications.

1. Montrer que si go f = Idp, alors g est surjective et f est injective.

2. On suppose que go f = Idg, et que 'une des deux applications f ou g est bijective.
Montrer que I'autre est aussi bijective.

3. Monter que si go f et f o g sont bijectives, alors f et g sont bijectives.

Exercice 11 Soient f: E — F et g: E — G deux applications. On consideére I'application

suivante :
h: E — FxG

x — (f0),gW)
1. Montrer que si f ou g est injective alors & 'est aussi. La réciproque est-elle vraie ?
2. Montrer que si h est surjective, alors f et g le sont aussi. La réciproque est-elle vraie ?

Dans la recherche de contre-exemples, on pourra considérer les fonctions f : x € R — x? € R*
etg:xeR— (x—1)?eR*.

Exercice 12 Soient E, F deux ensembles et f : E — F une application. On consideére A; et
A, deux parties de E et B; et By deux parties de F.

1. Montrer que :
fA1UA) = f(AU f(A2) et f(A1NAr) < f(AD)N f(Ar).
2. Montrer que :

FrBnuUf (B et
FrBynf(By.

f 1 (ByUBy)
f 1 (BinBy)

Exercice 13 Soient E un ensemble non vide et f: 22(E) — R™ telle que
V(A B) e Z#(E), ANB=¢ — f(AUB) = f(A)+ f(B)

Démontrer les propriétés suivantes :
L. f(®)=0
2. V(A,B) e Z(E)?, f(AUB)=f(A)+ f(B)—f(ANB)
3. V(A,B)e Z(E)>, AcB = f(A)< f(B)
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Exercice 14 Soient E, F deux ensembles et f : E — F une application. On considére A une
partie de E et B une partie de F.

a) Montrer que f (f~1(B)) c Betque f~! (f(4) > A.

b) On suppose f surjective. Montrer que f (f~1(B)) = B.

¢) On suppose f injective. Montrer que f~1 (f(A)) = A.

d) On suppose f bijective. Vérifier que I'image réciproque de B par f est égale a I'image de
B par l'application réciproque f~!. [Cest heureux car les deux ensembles sont notés de la méme
maniere!|

Exercice 15 Soit E un ensemble non vide. Soit & une partie non vide de 2?(E).On dit que

(@) VX, Y)eZF?, XnYeF
Festunfiltresur Esi:{ (b)) VXeF VYeP(E): XcY=>YeF
() DeF

1. Que peut-on dire d'une famille non vide % de 22(E) ne vérifiant que les axiomes (a) et (b) ?
2. P(E) est-il un filtre sur E ? A quelle condition 22 (E) — {@} est-il un filtre sur E ?

3. Montrer que si & est un filtre sur E, alors E € &.

4. Soit A une partie non vide de E. Montrer que &4 = {X € 22(E); Ac X} est un filtre sur E.

ECS1.1, Lycée Fermat Toulouse. http://mathcpge.org/ 38



Chapitre 2

Dénombrement et calculs de sommes

1 Ensemble de nombres usuels

» Ensemble des entiers naturels: N = {0, 1, 2,...}. On définit des intervalles d’entiers : si (1, p) €
N? tel que n < p, onnote [n, p] ={keN/n<k < p}.

e Ensemble des entiers relatifs: 7 =1{...,-2,-1,0,1,2,...}.
. P .
» Ensemble des nombres rationnels: Q = E / peZ,qeN*;.

e Ensemble des nombres réels : R (contient strictement I’ensemble D des décimaux). Les
intervalles sont noté avec des crochets simples [a, D[ etc...

« Ensemble des nombres complexes : C = {a+ ib/ (a, b) € R?}.

IIs vérifient la chaine d’'inclusions :NC ZC Q C R C C.

La propriété d’intégrité de la multiplication est fondamentale dans la résolution d’équation:
si a et b sont deux nombres alors ab=0 <= a=00u b =0.
On en déduit que si ac = bc alors a=0ou b = c.

2 Ensembles finis - Dénombrement

2.1 Ensembles finis

Définition 1 Soit E un ensemble non vide. On dit qu'il est fini lorsqu’il existe un entier na-
turel n et une bijection ¢ : E — [1, nn]. Le choix de n est alors unique : on ’appelle le cardinal
de E, noté Card(E), #E ou encore |E]|.
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On adopte aussi la convention suivante : @ est un ensemble fini de cardinal égal a 0.

Si E est fini de cardinal n # 0 alors on peut numéroter ses élémentsde 1 an: E = {x1, X2,..., Xn}.

Proposition 2 Un exemple important
Si (n, p) e N? tel que 7 < p, alors [n, p] est un ensemble fini et #[n, p] = p—n + 1.
En particulier \[c0,n] = n+1 et #[1, n] = n.

Théoréeme 3 Ensembles finis en bijection
Soient E et F deux ensembles. On suppose que :
(i) E estfini;

(ii) il existe une bijectiony : E — F.

Alors F est fini et #E = #F.

Théoréme 4 Parties d’'un ensemble fini
Soit E un ensemble fini.

1. Toute partie A de E est finie et vérifie #A < #E.
2. SACE:A=E < #A=#E.

/\ ATTENTION : en général si #A < #E, on ne peut pas dire que A € E. Et bien sur si #A = #E,
on ne peut pas dire que A= E.

Théoréeme 5 Propriétés des applications entre ensembles finis / Principe des tiroirs
Soient E et F deux ensembles finis et f : E — F une application.

1. Si f estinjective alors #E < #F.
2. Si f est surjective alors #E = #F.
3. Si#E =#F alors:

[ estinjective < f est surjective <= f est bijective

Schubfachprinzip de Dirichlet : « Si n chaussettes occupent m tiroirs, et si n > m, alors au
moins un tiroir doit contenir strictement plus d'une chaussette. Une autre formulation se-
rait que m tiroirs ne peuvent contenir strictement plus de m chaussettes avec une seule
chaussette par tiroir ; ajouter une autre chaussette obligera a réutiliser 'un des tiroirs ».

Définition 6 Ensembles infinis
Si E n’est pas fini, on dit qu'il est infini. Son cardinal est dit transfini.

A\ Les cardinaux transfinis ne sont pas tous égaux!
Par exemple on peut montrer que #N < #R.
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Définition 7 Ensembles dénombrables
On dit que E est dénombrable lorsqu’il est en bijection avec N (dans ce cas E est infini).
On dit que E est au plus dénombrable lorsque E est fini ou dénombrable.

Intuitivement le fait pour un ensemble d’étre dénombrable signifie qu’'on peut compter/énumérer
ses éléments.

Exemple: N ,Z et Q sont dénombrables. R et C ne le sont pas.

2.2 Dénombrement des ensembles finis

Théoréeme 8 Dénombrement des parties d'un ensemble fini
Si E est fini alors 22(E) I'est aussi et #22(E) = 2*F.

Démonstration: On note n = E. On donne trois pistes de démonstrations.

e Pour toute partie A de E, chaque x € E vérifie x € A ou x ¢ A. Donc au total 2" choix.
» On peut raisonner par récurrence sur 7.

e On peut mettre 2?(E) en bijection avec {0, 1}¥ via les fonctions indicatrices.

CQFD [

Théoréeme 9 Principe des bergers

1. Si A et B sont deux ensembles finis et disjoints alors AU B est fini et #(AU B) = # A+ #B.

2. Si Ay, ..., A, sont des ensembles finis et deux a deux disjoints : #(A; U Ay U---U Ap) =
#AL+H#HA+ - +#A,,.

«Quand les bergers veulent compter leurs moutons, ils comptent leurs pattes et divisent par
quatre ».

Démonstration : Supposons ¢ : A— [1,n] et v : B— [1, p] sont bijectives.
Alors f: AUB — [1,n+ p] définie par f(x) = @(x) sixe Aet f(x) =n+y(x) six € Bestune
bijection.

CQFD [

Corollaire 10 Cardinal d’une différence
Si A et B sont deux ensembles finis : #(B\A) = #B —#(AN B).

Corollaire 11 Cardinal d’'une union
Si A et B sont deux ensembles finis et disjoints alors An B et AU B sont finis et :

#(AUB) =#A+#B—-#(ANB)
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Ces formules se retrouvent facilement a I'aide d’'un diagramme :

J

Corollaire 12 Cardinal du complémentaire
Si E est fini et A est une partie de E alors : #A = #E — #A.

Théoréeme 13 Cardinal d’un produit cartésien
Si E et F sont finis alors E x F est fini et #(E x F) = (#E).(#F) (le point désigne la multiplication
des nombres).

Démonstration : Il suffit de trouver une bijection de [1, n] x [1, p] sur [1, np].
Par exemple I'application (x, y) — x + n(y — 1).

CQFD U]

2.3 Dénombrement des applications entre ensembles finis

Théoréme 14 Si E et F sont deux ensembles finis alors FE est fini et #FE = (#F)*E.

Exemple: Si n = #E alors #({0, 1}F) = 2.

Définition 15 On appelle p-liste d’éléments d'un ensemble F tout p-uplet d’éléments de
F.

Théoréeme 16 Dénombrement des p-listes
Le nombre de p-listes d’éléments de F est égal a (#F)”.

On va maintenant dénombrer les applications injectives. Pour cela, commencons par définir
la notion de factorielle d'un entier naturel.

Définition 17 Factorielle
SineN*,onposen!=1x2x3x---xn.
On adopte aussi la convention 0! = 1. Ainsi n! est définie pour tout n € N.

Parexemple 1!=1,2!=2,3!=6,4!=24,5!=120....
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Définition 18 Arrangements

Si F est un ensemble fini tel #F = n et p un entier naturel non nul tel que p < n, on appelle
arrangement de p éléments de F tout p-uplet d’éléments de F dont les composantes sont
deux a deux distinctes.

Théoréme 19 Dénombrement des arrangements
Le nombre d’arrangements de p éléments parmi n est égal a :

A”—{ nx(n—l)x(n—Z)x---x(n—p+1):(nf—!p)! sin=p
W=

0 sin<p

avec n=#Fetp=#E.

Exemple: AL=0et A3=7x6x5.

Théoréeme 20 Dénombrement des applications injectives
Soient E et F deux ensembles finis.

(#F)! C o N
= AzlEj applications injectives sur E a valeurs dans

1. Si#E <#F,ilyaau total —————
(#F —#E)!

F.

2. Si#E > #F, il y n’a aucune application injective sur E a valeurs dans F.

Corollaire 21 Dénombrement des bijections
Si #E = #F alors le nombre de bijections de E sur F est égal a (#E)!.
Si #E # #F alors il n’existe pas de bijection de #E sur #F.

Définition 22 Permutations
On appelle permutation de E toute bijection de E sur E.

Théoréeme 23 Dénombrement des permutations
Si E est fini de cardinal n, le nombre de permutations de E est égal a n!.

Le dénombrement des surjections est plus compliqué et n’est pas au programme. Nous le
ferons en TD.
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2.4 Coefficients binomiaux

Définition 24 Coefficients bindomiaux

Soient (1, p) € N? tel que p € [0, n]. On pose "

B n! B AZ
p

Cpln-p) - pl
(n) se lit « p parmi n ». La notation C!, n’est plus utilisée aujourd’hui.
p

Si(n,p) e 7% et que 'une des deux conditions n = 0 ou p € [0, n] n'est pas vérifiée on adopte

. n
la convention ( =0.
p

Nous allons voir que ces nombres interviennent dans de trés nombreuses formules.

Théoréme 25 Nombre de parties a p éléments
Soit E un ensemble fini de cardinal n. Pour tout p € [0, n], le nombre de parties de E a p

n
éléments est égal a ( )
p

Définition 26 Combinaisons
Si E est un ensemble fini et p € N, on appelle combinaison de p éléments de E toute partie
de E dont le cardinal est égal a p.

Théoréeme 27 Dénombrement des combinaisons
Si E est fini de cardinal n et p € N, le nombre de combinaisons a p éléments de E est égal a

¥

(la formule est vraie méme si n < p).

Proposition 28 Regles de calcul
Soient neNet p € [0, n].

L . n nin—-1
1. Factorisation:si p #0, =— .
p p\p-1

2. Addition ou formule de Pascal : (n) + ( " ) = (n - 1).
p

p+1 p+1
3. Symétrie: el "
. 1 n-pl

o R A B e
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En pratique on peut calculer les (Z) al'aide de leur définition avec des factorielles :

n\| n! _n><(n—1)><---><(n—p+1)
p| plin-p! "~ p!

=20x19x3=1140.

20) 20x19x18
3] 3x2x1

Exemple: (

Pour de petites valeurs de n la formule de factorisation permet de construite le triangle de
Pascal. Dans un tableau dont les lignes et les colonnes sont numérotées a partir de 0, on

place la valeur de (Z a l'intersection de la ligne n et la colonne p. La formule de Pascal

donne que la somme de deux coefficients consécutifs sur la méme ligne (colonnes p et p+1),
donne le coefficient situé sur la ligne suivante,colonne p + 1. Au départ on part d'un tableau
avec des 1 sur la colonne 0 et sur la diagonale.

1 1
11 11
1 1 1 2 1
Exemple: 1 1 donne 1 3 3 1
1 1 1 4 6 4 1
1 1 1 5 10 10 5 1
1 1 1 6 15 20 15 6 1

6
et on en déduit (3) =20.

Proposition 29 Les coefficients bindmiaux sont des nombres entiers naturels

Pour tout (n, p) € Z2,

n
e N.
p

2.5 Techniques de dénombrement

Pour bien dénombrer les éléments d'un ensemble fini E il faut :

- ne compter que les éléments de E;

- ne pas en oublier;

- ne pas compter plusieurs fois le méme élément, ou penser a rectifier le résultat final.

Si on dénombre des objets en les décrivant par étapes successives (pour une carte : on choi-
sit sa couleur puis sa hauteur), il faut a la fin multiplier les résultats.

Si on dénombre par disjonction des cas, il faut a la fin additionner les résultats (c’est le
lemme des bergers).

. si on choisit p éléments dans un ensemble a n éléments, avec répétition auto-
risée, l'ordre des tirages étant pris en compte, alors on a n” possibilités au total.

Exemple: Nombre de coloriages possibles d'une carte des 27 pays de 'UE, avec 4 couleurs =
427,
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Exemple: Nombre de tirages successifs avec remise de p boules dans une urne de n boules
=nP.

| Arrangements : |si on choisit p éléments dans un ensemble a n éléments, sans répétition,

l'ordre des tirages étant pris en compte, alors on a A}, possibilités au total.

Exemple: Nombre de coloriages possibles d'une carte des 27 pays de I'UE, avec 40 couleurs,
de telle sorte que chaque pays ait une couleur différente de celle des autres = A%.

Exemple: Nombre de tirages successifs sans remise de p boules dans une urne de n boules
= AP,

Combinaisons:

sion choisit p éléments dans un ensemble a 7 éléments, sans répétition,

. pd . n . *1: rd
Pordre des tirages n’étant pas pris en compte, alors on a ( ) possibilités au total.
o . - 45
Exemple: Nombre d’équipes de football possibles dans une classe de 45 éleves = (1 1).

Exemple: Nombre de tirages simultanées de p boules dans une urne de n boules = (n)

A\ Le cas du choix de p éléments dans un ensemble a n éléments, avec répétition, 'ordre
des tirages n’étant pas pris en compte, n’est pas au programme.

. ‘ Permutations : | si on permute n éléments, alors on a n! possibilités au total.

Exemple: Nombre de facons de ranger 10 manteaux dans une penderie = 10!.

A\ Lorsqu’on permute les éléments, certains peuvent revenir a leur position intiale! (on
parle de points fixes).

Situations plus complexes :

* On dispose d'une urne de n boules dont n; sont noires et n, sont blanches. On tire p
boules dans cette urne. Le nombre de tirages différents donnant p; blanches et p, noires
(p1 + p2 = p) qu'on peut obtenir est :

nyy|n2 . _ . )
— siles boules sont tirées simultanément ;
p1]\p2
——
Choix des boules
— AZ} AZ; X P si les boules sont tirées successivement et sans
—— P1
Choix des boules ) )
Choix des tirages
remise;
— nf lnf 2 X p si les boules sont tirées successivement et avec
—— p1
Choix des boules R
Choix des tirages
remise.
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* Ondispose d'une urne de n boules dont n; sont noires, n, sont blanches et n3 sont rouges.
On tire p boules dans cette urne. Le nombre de tirages différents donnant p; noire, p-
blanches et ps rouges (p; + p2 + ps = p) qu’on peut obtenir est :

mi[n2\(n
— ™™ siles boules sont tirées simultanément ;
pP1J\P2)\P3

SRS ———
Choix des boules

—  ARTARZ AR x PAPTPI] siles boules sont tirées successivement et sans
—_—— p1 p2
Choix des boules ~ ~——~—
Choix des tirages

remise;

~—F1 . sz .
-— nfl ngz ngs X ( P ) (p P ) si les boules sont tirées successivement et avec
—_— p1 p2

Choix des boules

—_—
Choix des tirages
remise.

* Etc... Ces formules se généralisent facilement.

3 Calculs de sommes et de produits

3.1 Sommes

Définition 30 Symbole =

n
Soient ay, a,, ..., a, des nombres complexes. On pose : Z ai=ap+a +--+ ay.

k=0
n

Si p € [0, n], on pose aussi: Z aig = ap+ ap1 +---+ ay.
k=p
Plus généralement si (a;);e; est une famille finie de nombres complexes (ie I est fini), on
pose : Z a; = somme de tous les nombres de la famille (a;);c;.
iel
Dans le cas ou I = @, on adopte la convention : Z a; =0.
iel

Proposition 31 Regles de calcul
Soient (a;) ey et (b;)je; deux familles finies de nombres complexes.

1. Factorisation. SidAe C: Z(/l xa;) =Ax Z a;.

iel iel
2. Linéarité. Z(ai +b;) = Z a; + Z b;.
iel iel iel
3. Sommation par paquet.Si/=LulbavecLnL=galors ) _a;= Y a;+ )_ a;.
iel iel i€l
n q n q-1 n

4. Relation de Chasles.Sil=[p,nletgel: ) ar= ) ar+ Y ar= Y, ag+) di.

k=p k=q

k=p k=p k=q+1
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5. Changements d’indice. L'indice de la somme est une variable muette :

n

n n
Y ai=) a;j=) ajouencore ) ap=)y aj=) a.
J=p i=p

iel Jjel kel k=p

De plus on peut décaler les indices. Si on fixe g€ Z, etsion pose k' = k+q:

n n+q
2. A= ), g
k=p k'=p+q

D’autre part on peut aussi inverser I'ordre des termes de la somme, en posant k' =

n-—k:

n n—-p
Z ayg = Z ap—k
k=p k'=0

3.2 Sommes usuelles a connaitre

» Sommes télescopiques. Pour toute famille (ax)p<r<n+1 de nombres complexes :
n

> (are1 = ax) = ans1 — ap.

k=p

n
» Sommes a terme général constant. Pour toutae C: Z a=(n—p+1)a= (nbde termes) x

k=p
a.
L & nn+1
 Sommes arithmétiques.Ona: ) k=) k=1+2+---+n= ( )_
k=0 k:l 2
- : n(n+1)@2n+1
e Somme d’Euler.Ona: Y k*=) k*=12+2%+---+n*= ( ) )-
k=0 k=1 6
Lok ) n+l sig=1
 Sommes géométriques.Ona: ) g =1+qg+qg°+--+q" =2 111 | )
k=0 T-q sig#1

3.3 Formule du bindme de Newton

C’est la formule la plus importante! Commencons par rappeler la convention suivante : si

z € C on pose z° = 1. En particulier 0° = 1.

Théoréeme 32 Formule du binéme
Si a et b sont deux nombres complexes :

n n
VrneN, (a+b)"=) (7)akb”_k =) (Z)bka”_k = (Z)aob”+ (T)albn_l ot (n)a”bo
c n

k=0 k=0
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Exemple: Grace au triangle de Pascal on calcule les (Z)

—
W N -
S W -

= =

—

donne:

(a+Db)?=a?+2ab+1?,

(a+b)3 =a’+3a’b+3ab?+b°,

et (a+b)*=a*+4a’b+6a*b* +4ab’ + b*.

Corollaire 33 Cas particuliers a connaitre

n"n " [n 1sin=0
Pour tout n e N: Z(]):Z”etZ(])(—l)k:O”:{
5 o\ k

k=0 Osin=1

1l 1l +1)@2n+1
Exemple: Soit n € N. Calculer ) [(k+ 1)% - ks] et en déduire que Y k* = nin+1)@n ).

k=0 k=0 6

3.4 Sommes doubles

Si (x) 1=i=n estun «tableau» de nombres a n lignes et p colonnes on note :
1=sjs<p

Z x;j = somme de tous les nombres du tableau
1<i<n

1<sj<p

Visualisons le tableau :

X11 X12 ... xlj xlp
X21 X22 ... .X2j .X2p
Xi1 Xi2 ... xi]' xip
.an .an cee an o an

Nous avons encadré la ligne i et la colonne j. Notons S; la somme partielle des nombres de
n

p

lalignei: S; = Z x;j; et notons T; la somme des nombres de la colonne T; : T; = Z Xij-
j=1 i=1

Il est clair que la somme des sommes partielles obtenues pour chaque ligne (resp. chaque

colonne) donne la somme de tous les nombres du tableau. On en déduit le théoreme suivant

sur les sommes doubles.
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Théoréme 34 Théoréme de Fubini
Ona:

M=
»

Il
M~
:N

>, Xij =

l<isn
1<j<p

~
Il
—
~
Il
—

Il
M~
3
’ 1l
M~
—
M=
&
~

Il
—

~
Il
—
~
Il
—
'~
Il
—

et plus généralement :

2oxij = Y Si=) | xij

i€l iel iel \jeJ
i€l
= Y Ti=) | Xxij
jeJ jeJ \iel

Dans un calcul, on peut donc permuter deux signes X consécutifs.

Examinons maintenant le cas plus complexe d’'un tableau triangulaire (x; ;) 1<j<» a 1 lignes et
J7=]
j<i<n

n colonnes. On note :

Z x;j = somme de tous les nombres de ce tableau

Visualisonsle :

X11

X21  X22

le ng x]'j

Xi1 Xi2 ... xi]- oo X

Xn1 Xn2 ... xnj oo Xpni oo Xpn

Encore une fois, nous avons encadré la ligne i et la colonne j. Si S; est la somme partielle

]

des nombres de la ligne i : S; = Z xij; si Tj est la somme des nombres de la colonne j :
Jj=1
n
T;= Z X;j. Avec méme raisonnement que ci-dessus on obtient le théoréme suivant.
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Théoréme 35 Théoréme de Fubini
Ona:

™
&
~

I

Ion

¢

I
M=
&
~

I
g
3

I

g
g
=

Nous allons maintenant voir une formule pour calculer le produit de deux sommes.

/\ Malheureusement (Z ai) x (Z bi) £ a; x b;!

iel iel iel
Le théoréeme suivant donne la bonne formule. Remarquons que le résultat est une somme
double.

Théoréme 36 Produit de deux sommes
Si (a;)ier et (bj) jey sont deux familles finies de nombres complexes, on a :

oo )-slgeo) 2l

iel jeJ iel \jeJ jeJ \iel

3.5 Généralisation des formules de dénombrement

Certaines formules de dénombrement se généralisent grace aux symboles X.

Théoréme 37 Principe des bergers
Si E estun ensemble fini et (A;) jc; est une famille finie de parties de E, deux a deux disjointes,
alors:

#

U4

iel

:Z#Ai

iel

Dans le cas de parties qui ne sont pas deux a deux disjointes on a le résultat suivant.

Théoréeme 38 Formule du crible de Poincaré / Principe d’inclusion-exclusion
Si Ay, ..., A, sont des parties d'un ensemble fini E :

#

n
U Ak
k=1

= Z(—l)k—l( ) #AyNA,Nn--NA;)
k=1

1<i)<ip<-<ip<n
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Exemple: Pour n =2 on retrouve la formule : #(AU B) = #A+#B - #(AN B).
Pourn=3ona:#(AUBUB) =#A+#B+#C —#(ANnB)—-#(ANnC)—#(BnNnC)+#(AnBNCQC).
Pourn=4:#(AUBUCUD) =#A+#B+#C+#D—-#(ANB)—-#(ANC)-#(ANnD)—-#(BnNC) —
#BND)-#(CND)+#(ANBNC)+#(ANBND)+#(ANCND)+#(BNCND)-#(AnBNnCnND).
Etc... Remarquez 'alternance de signe entre les groupements de termes.

Dans ces cas particuliers, on peut retrouver les formules avec un diagramme. Par exemple
danslecasn=3:

Il y a un cas particulier « simple » ol1 I'on sait calculer la somme de droite dans la formule
du crible : si #(A;, N Aj, N---N A;) est une constante a qui ne dépend que de k (et pas du

choix des valeurs de (iy, i2,..., ix). En remarquant que la somme Z comporte (Z)

1<i)<ip<-<ip<n
termes on obtient :

n
Z #(Ai1 NA;,N---N A,-k) = nombre de termes x aj = (k)ak
1<i)<ip<-<ip<n
etdonc:
n n n
#H U A=Y (_1)’“‘1(k)ak
k=1 k=1

Exemple: On appelle dérangement de [1, n] toute permutation qui ne laisse fixe aucun élé-
ment, ie telle que aucun élément ne reprend sa position initiale. On note d, le nombre de
ces dérangements. Il est clair que d,, < n!. La formule du crible donne la formule exacte :

n (—l)k
=0 K
3.6 Produits
Définition 39 Symbole I1
n
Soient ay, a,, ..., a, des nombres complexes. On pose : H ap=ag % a; X -+ X ay.

k=0
Plus généralement si (a;);e; est une famille finie de nombres complexes (ie I est fini), on
pose : H a; = produit de tous les nombres de la famille (a;) ;.
iel
Dans le cas ou I = @, on adopte la convention : H a; =1.
iel
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Proposition 40 Regles de calcul
Soient (a;) ey et (b;)je; deux familles finies de nombres complexes.

1. Factorisation.SiAe C: [J(Ax a;) = A" x ] a;.

iel iel
2. H(Cll‘ x b;) = (H ai) X (H b,‘).
iel iel iel
3. Etc...

La seule formule a connaitre est la suivante.

Proposition 41 II et factorielle

n
SineN* ona: [[ k=nl
k=1

Les symboles X et [T sont liés 'un a I'autre par les fonctions In et exp. On a en effet les formule
suivantes.

Théoréme 42 Liens entre X et I1

1. Sia,b>0,onaln(axb) =In(a) +In(b), et si (a,b) € R?, on a e®*? = e% x e?,

2. Plus généralement, si (a;) ;c; famille finie de nombre réels : exp (Z al-) = H et
iel iel

et siles (a;)je; sont strictement positifs : In (H ai) = Z In(a;).
iel iel
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4 Exercices

Exercice 1 Combien de numéros de téléphone peut-on attribuer en France, sachant que::
« Lindicatif de région est 01, 02, 03, 04 ou 05.

* Les deux chiffres suivant doivent étre distincts.

» De nouveaux numéros "internet" sont disponibles, commencant tous par 08.

Exercice 2 Un étudiant en ECS veut colorier ses notes de cours en attribuant la méme cou-
leur pour chaque matiere : histoire, géographie, culture générale, mathématiques, informa-
tique, LV1 et LV2. Il dispose de 10 couleurs différentes.

1.
2.

Combieny a-t-il de coloriages possibles ?

Combien y a-t-il de coloriages, de sorte que chaque matiere ait une couleur différente
des autres ?

. On choisit autant de couleurs différentes qu’il y a de matieres. Combien y a t-il de

coloriages possibles en utilisant seulement ces couleurs ? De sorte que chaque matiere
ait une couleur différente des autres ?

. Combieny a-t-il de coloriages, de sorte qu’au moins deux matieres aientla méme cou-

leur?

. Combien y a-t-il de coloriages, de sorte qu’exactement deux matieres aient la méme

couleur?

Exercice 3 Dans une urne, on place n boules blanches et une noire. On tire simultanément
k boules.

1.
2.
3.

Combien y-a-t-il de tirages sans boule noire.
Combien y-a-t-il de tirages avec au moins une boule noire ?

Combien y-a-t-il de tirages possibles en tout 2 Quelle propriété du cours venez-vous de
démontrer ?

Exercice 4 Ondispose d'une urne avec 8 boules blanches, 7 boules noires et 5 boules vertes.

1.

3.

Quel est le nombre de tirages simultanés de 5 boules donnant 2 blanches, 1 noire et 2
vertes ?

. Quel nombre de tirages successifs et sans remise de 5 boules donnant 2 blanches, 1

noire et 2 vertes ? 2 blanches, 1 noire et 2 vertes dans cet ordre?

Mémes questions avec des tirages successifs et avec remise de 5 boules dans I'urne.

Exercice 5 Soit E un ensemble de cardinal 7.

Ll

. Combien y-a-t-il de parties de E formées de k éléments ?

Combien y-a-t-il de k-uplets d’éléments de E?
Combien y-a-t-il de k-uplets d’éléments deux a deux distincts de E ?

Combien y-a-t-il de k-uplets d’éléments deux a deux distincts de E, tel que le premier
élément est le plus petit et le dernier élément est le plus grand ?

Combien y-a-t-il de k-uplets d’éléments de E ordonnés dans I'ordre strictement crois-
sant?

Exercice 6
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4 Exercices

1. Combien d’anagrammes peut-on former avec les lettres du mot ECS ? du mot FINANCE ?
du mot ANAGRAMME ?

2. Combien y a-t-il de mots composés de 5 lettres? de 5 lettres distinctes ? de 5 lettres
distinctes dans |’ordre alphabétique ? de 5 lettres et de sorte qu'’il soit un palindrome ?

Exercice 7 Soit (1, p) € N. On note S/ le nombre de surjections d'un ensemble 4 p éléments
sur un ensemble a n éléments.

1. Calculer S3, S} et S;.

2. Plus généralement calculer S?, S} et S7.

Exercice 8 Dans une classe il y a autant de filles que de garcons. Tous les éléves étudient
au moins une langue. Parmi eux: 10 étudient 'espagnol, 15 étudient I’allemand, 20 étudient
I'anglais, 7 étudient I'espagnol et 'allemand, 8 étudient I'allemand et 'anglais, 9 étudient
I'anglais et 'espagnol. Quel est 'effectif de la classe ?

Exercice 9 Un joueur de poker recoit une "main" de 5 cartes d'un jeu de 32 cartes (sans
joker). Donner le nombre total de mains différentes que le joueur peut obtenir. Quel est le
nombre de mains contenant :

1. une seule paire ? 2. deux paires ? 3.un brelan?
4.un carré? 5.un full? 6. une couleur?
7.une pairederoi?  8.au moins un coeur?

Exercice 10 Calculer les sommes suivantes, pour tout entier n € N (éventuellement non
nul) :

ook

S f50 (Ei+(E) £Ewen £x0 Mo fleen f15
' | i=1j=1 is1j=1 k=1 k=0 1 k1

Exercice 11 Calculer les sommes et produits suivant, pour tout entier n € N (éventuelle-
ment non nul) :

n (n n-1 1(n n n n 1 n n n n 1 n
’ 7 ) k ’ P ’ k2 ’ l (1 _))
k;(k) ,;)3k(k) z (k) kzzokﬂ(k) z (k) i) Lt k(k+ D’

Exercice 12 Soient n et p deux entiers naturels tels que n = p. Calculer la somme :

£

Exercice 13 Soit n € N*. Calculer les sommes :

n n ]‘
225 2 ) if
j=1li=j ! l=j<isn
Exercice 14 Soit n € N. On considére les sommes

3 " n B L k7 B n B n
—I;) I B"_kzzo( 1) (k) Sn= 2 (zk), Tp= 3. (2k+1).

0<2k<n 0<2k+1<n

1. Calculer A, et B, en fonction de n.
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2. En déduire S, et T, en fonction de n.

) . " [2n
3. Déterminer ) )
i=o\2k

Exercice 15 Soit (n, p) € N. On note SZ le nombre de surjections d'un ensemble a p élé-
ments sur un ensemble a n éléments.

1. On pose E = [1, p] et F = [1,n]. On note S(E, F) '’ensemble des surjections de E dans
F. Donner une relation simple entre S(E, F) et les ensembles
Ap=1{f:E— F/ kn’apas d’antécédent par f},ou k € F.

2. En déduire, en utilisant la formule du crible de Poincaré que :
L n
Sh=Y 1" kP
k=0 k

Exercice 16

1. On considére deux suites de nombres réels (f},) nen €t (8n) nen Vérifiant: VoeN, f, =

[l

Montrer la relation réciproque suivante :

YneN, g,=) (—1)"_k(Z)fk
k=0

2. On appelle dérangement de n éléments une permutation ou les n éléments changent
de place, et on note d(n) le nombre de dérangements de n éléments.

n

Vérifier que : n! = Z (Z) d(n — k). En déduire la valeur de d,, en fonction de n.
k=0
Exercice 17 Soit E un ensemble de cardinal 7.

1. Combien y-a-t-il de couples (A, B) de parties de E tels que AnB =@ ?telsque AUB =
E?

2. Combien y-a-t-il de triplets (4, B, C) de parties de E telsque AUBUC =E?
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Chapitre 3

Nombres complexes

1 Propriétés des nombres complexes

1.1 Construction rapide de C

Dans R, I'équation x? = —1 n’a pas de solution. On va donc construire un ensemble C, conte-
nant R, et dans lequel cette équation a des solutions.

On se place dans R? munit des opérations :

(a1, b1) + (az, be) = (a1 + az, by + by + b) et (ay, by) x (az, be) = (ayaz — b1 b2, a1 bs + ax by)

De plus on identifie a € R avec (a,0) € R? : a = (a,0). Alors si i = (0,1), on a i = (=1,0) = —1.
On a donc donné une solution a I'équation x?> = —1 et on peut poser :

C={z=(a,b)/ (a b) eR?}

De plus on remarque que si (a, b) € R?, a+ib = (a,0)+(0,1) x (b,0) = (a,0) + (0, b) = (a, b),
donc:

C={z=a+ib/(a b) e R*}
On aR < C et on peut démontrer que les regles de calcul sont les mémes que dans R. Les élé-
ments de C sont appelés nombres complexes, ceux de C\R sont appelés nombres complexes
purs, et ceux de iR = {ib/ b € R} nombres complexes imaginaires purs.

On a les identités remarquables, pour z;, zp € C :
(21 + 22)2 = z"f + z% +2z120 et (z1— zz)2 = zf + z% —22122;

z"f—zg =(z1+2)) x(z1—22) et z"f+z§ =(z1+izp) x (21— i20);

n
n\ k_n-k
(Z1+2)" =) (k)zl P
k=0
&k oniok
- =(a—2) (e + 2 P+ P 2y P ) = (- 20) ) 2izy T
k=0

1.2 Notions de base

Définition 1 Parties réelles et imaginaires

Siz=a+ibeCavec (a,b) € R?, alors le choix des réels a et b est unique. a est appelé partie
réelle de z, notée Ze(z), et b est appelée partie imaginaire de z, notée .$m(z).

On adonc Ze(z) eR, $m(z) e Ret z = Re(z) + i Im(z)
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CHAPITRE 3 : Nombres complexes

Proposition 2 Regles de calcul
Soient z;, 2, ..., 2, € C.

1. %e(zl + Zg) = %e(zl) + %G(ZQ) et ﬂm(zl + Zg) = ﬂm(zl) + ﬂm(zz)
Plus généralement : ?/Ze( Y zk) =) Re(zy) et Jm(z zk) =Y Im(z).
k=1 k=1 k=1 k=1
Ke(z1) = Re(z)
Im(z1) = Im(zp)
3. SIAeER: Re(Axz1)=AxRe(z;) et ImAxz)=Ax.Im(z).
4, %e(zl Zz) = %e(zl) %e(zz) — Jm(zl) Jm(zz)
et ﬂm(zl Zg) = @6(21) ﬂm(zz) + %e(zz) Jm(zl).
5. zZER<—= 9m(z) =0 et z€iR << Ze(z)=0.
1) Re(z) (1) B Im(z)

6. Siz#0: %e(; Te(2)2 + Im(2)2 et T Re(2)? + Im(2)?

2. z1:z2<:>{

Z

/\ Par contre Ze(z; x zo) # Xe(z1) x Re(zy), Im(z1 x z2) # Im(z1) x Im(zp)
etsil e C\R, Ze(A x z) Z A x Re(z), Im(A x z2) # A x $m(z).

Définition 3 Conjugué
Si z € C, on définit le conjugué de z : z = Ze(z) — i Im(z).
On a donc: Ze(z) = Ze(z) et Im(z) = — Im(z).

Proposition 4 Regles de calcul
Soient z;, 2o, ..., 2, € C.

1. Z_lz Z1-
1 _ 1 _
2. Re(zy) = E(Zl +2z1) et Im(z;) = ?(Zl —21).
l

3. Z1€R@Z1:Z_1 et Zl€iR@Z1:—Zl.

4. Z1+2p=21+2) ,Z1X2p =21 X2y et (—):

22
n n n
Plus généralement ) _zx=> zr et |[]zc=]]z.
k=1 k=1 _k:l k=1
Deplus:sileR, Az; = AzietsineN, z!' =7z;".

5. zx21=Re(z1)* + Im(z;)? e R*.

Définition 5 Module
Pour z € C, on pose | z| = \/Re(2)? + Im(2)? = V zz.
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Proposition 6 Regles de calcul
Soient z;, 2, ..., 2, € C.

1. Dans R, valeur absolue et module coincident.

2. | Im(z)|<1z1) et |ZRe(z1)| <zl

3. |z =lal=1-zl.

4. |z711=0et|z1|=0 < z; =0.
De plus: z; = |z1| < z; € R*.

5. |z1 x 22| = |z1| x |z2| doncsiAdeRY, Az = Alz;l.
Pour tout ne€N: |z"| = |z|".

21

Z2

_lal

6. Sizy #0:

|z2|

/\ Attention : en général |z; + zp| # |z1| + | z2|. Par contre il faut connaitre le calcul suivant :
21+ 22° = (21 + 22) x (71 + 22) = 21 Z1 + 21 %2 + 2122 + 2% = |21 |* + | 22)* + 2 Re(21Z3)

On aussi ’encadrement suivant.

Théoréeme 7 Inégalité triangulaire
Siz),zp€eC,ona:
ll211 = 22| < |21 + 22| < |21] + | 22|

n n
Yz < ) lakl.
k=1 k=1

Plus généralementsi z;, 22, ..., 2, € C:

1.3 Rappels de trigonométrie

Proposition 8 Propriétés de symétrie

1.VxeR, sin(x + 27) = sin(x) et cos(x + 27) = cos(x)
VkeZ, sin(x+2km)=sin(x) et cos(x+2knm) = cos(x)

2.VxeR, sin(—x) = —sin(x) et cos(—x) = cos(x)

Proposition 9 Valeurs remarquables

X 0| /6 /4 nl3 | ml2
sin(x) |0 1/2 | vV2/2|vV3/2] 1
cos(x) | 1|vV3/2|v2/2| 1/2 | 0
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Pour retrouver ces valeurs ont peut se rappeler que :

2 2 V3 3 4
=1/2, —=4/= et 1=4/-.
4 2 4 4

0_\/6 1_\/T V2
Va2 V4o o2

Proposition 10 Formules de bases

1.VxeR,  sin’(x)+cos?(x) =1

b4 b4
2.VxeR, sin (x + E) =cos(x) et cos (x + E) = —sin(x)
3.VxeR, sin(x+m) =—sin(x) et cos(x+m) =—cos(x)

sin(wr —x) =sin(x) et cos(m—x)=—cos(x)

4.5in(x) =0 «<— x=0[n] <— 3dkeZlx=kn

T b4
cos(x) =0 < x:E[n] — ElkEZ/XZE-i-ICT[

Toutes ces formules se retrouvent aisément a I’aide du cercle trigonométrique!!

1.VxeR,

2.VxeR,

Proposition 11 Formules fondamentales

cos(a+ b) = cos(a) x cos(b) —sin(a) x sin(b)
cos(a—b) = cos(a) x cos(b) +sin(a) x sin(b)
sin(a + b) = sin(a) x cos(b) + sin(b) x cos(a)
sin(a — b) = sin(a) x cos(b) —sin(b) x cos(a)
cos(2x) = cosz(x) — sinz(x) = ZCOSZ()C) -1=1- ZSinz(x)

sin(2x) = 2sin(x) x cos(x)

1+ cos(2x 1—-cos(2x
donc cos®(x) = T() et sin®(x) = %

Ces formules se retrouvent a I'aide de I'exponentielle complexe.

Elles se démontrent géométriquement. Par exemple la formule d’addition pour le sinus se
démontre al’aide des figures suivantes, ou les triangles sont tous d’hypothénuse de longueur

égalea 1.

sin(A) cos(B)

sin(A4+B)

cos(4) sin(B)
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Proposition 12 Formules de transformation

1.V (a,b) € R?, cos(a) x cos(b) = %(cos(cﬁ b) + cos(a— b))
sin(a) x sin(b) = %(cos(a— b) —cos(a+ b))

1
sin(a) x cos(b) = E(sin(a+ b) +sin(a - b))

P;q)COS(P_CI)

2.Y(p,q) eR?,  cos(p)+cos(q) =2COS(

2
— oun(PTa\ . (P4
cos(p) —cos(q) = 251n( > )sm( 5 )
. . ... (Ptq p—4q
sin(p) +sin(q) = 2s1n( 2 )cos( 2 )
. . _ ptqy . (P—q
sin(p) —sin(q) = ZCOS( 2 )sm( 2 )
= — p*tq
On passe de 1. a 2. al'aide des formules p=a+h {97 v2q
q =a— b b = —
Proposition 13 Fonctions tangentes et cotangentes
m m
I.Qtan:ﬂ%\{z+k7r/k€z}:{xeﬂ@/x;éz (1}
Deotan =R\{kn [ ke z} = {xeR/x#0m}
sin(x) cos(x)
2.VX € Dian, tan(x) = et VX € Deotan, cOtan(x) = —
cos(x) sin(x)
six#0 z], cotan(x) = :—tan(x+z)
2 tan(x) 2

X 0| n/6 | n/d |\ n/3 | /2
tan(x) | 0 1/vV3| 1 V3 | +o0

4.VxeR VkeZ, tan(x + kx) =tan(x) et tan(—x)=—tan(x)
tan(a) + tan(b) _

1 —tan(a) x tan(b)’
tan(a) —tan(b)

1 +tan(a) x tan(b) ;
2tan(a)

1 —tan?(a)

5.Sia,b,a+ b€ Dian: tan(a+b) =

sia,b,a— b€ Da,: tan(a—Db) =
sia,2a € Dian: tan(2a) =

0
6.Si0 #m[2n] etsit=tan (E) , on a les formules de I’angle moitié :

) 1-1° ¢ tan@) = 2"
, cos(@) = e an(@) =
1+1¢2 1+¢2 1-1¢2

sin(f) =
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1.4 Forme trigonométrique d'un nombre complexe

Définition 14 Argument

Soit z € C*. On munit le plan d'un repere orthonormé direct (0; 7, 7). On appelle argument
de z tout mesure (définie modulo 27) de I'angle (i ,OM) ou M est le point d’affixe z (ie de

coordonnées (Ze(z), $m(z))). On le note Arg(z).

Définition 15 Exponentielle complexe
Pour tout 6 € R, on pose e'? = cos(@) + isin(H).
On définit ainsi la fonction exponentielle sur iR.

On a donc par définition Ze(e?) = cos(0) et Im (&%) = sin(f).

Définition 16 Forme trigonométrique

SizeC* onaz=|zl x (cos(Arg(z)) + isin(Arg(z))) = |z|eAT8@),

On dit qu’'on a mis le nombre complexe z sous forme trigonométrique.

On adonc: Ze(z) = |z|cos(Arg(z)) et Im(z) = |z|sin(Arg(z)).

Proposition 17 Regles de calcul pour 'argument
Soient z1, z, € C*.

1. Forme trigonométrique — Forme algébrique.
z1 =|z1] x cos(Arg(z1)) + i x |z1| x sin(Arg(z;))

:%&zl) :ﬂ;n((zl)
2. Forme trigonométrique — Forme algébrique.

R
elz) et sin(Arg(z)) = —ﬂﬁizll)

A =
cos(Arg(z1)) 1z

|z1| = | 22|
Arg(z1) = Arg(zp) [27]

Arg(z1) = —Arg(z)) [27]

Arg(zy x zp) = Arg(z1) + Arg(zp) [27]
Arg(g—;) = Arg(z1) — Arg(2y) [27]
VneZ, Arg(z") =nxArg(z)|2nr]

3. z1:z2<=>{

N o o
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Proposition 18 Regles de calcul pour 'exponentielle complexe
Si 91, 92 e R.
. 1 ; —
1. eif1 £0et o = e 101 = i) — cos(f7) — i x sin(64)
e
) }eiel } =1 et Arg(eml) =0, [27]

. ei(91+92) — ei01 x ei92 ei(91—92) — ﬂ

2
3 et 0
4. Ynez, e =(e)"
5. x— e!* est 27-périodique
donc VxeR,Vkez, el+2km — gix
6. el =el2 = 9, =0, [271]
et en particulier: e =1 < 6,=01[27]

7. Onnote U ={z € C/|z| = 1}. Alors 'application :

R — U

est non injective, mais est surjective.

8. Formules d’Euler.
elth 4 g=i0h 0 e
cos(@;)=—— et sin =
61) 2 (61) oY
9. Formule de De Moivre.
Vnez, (cos@) +ixsin@)"=(e)" =e" =cos(nb)+ i x sin(no)
10. Factorisation de I'angle moyen.

X+y xX+y

. . . X — . . .3 xX—
e*+elV =2e'z2 xcos( Zy) et ef—-eV=2ie'"7 xsin(Ty)

0, _ —if)

Exemple: Pour x € R et n € Z, simplifier cos(x + nn) et sin(x + n).

1.5 Applications des formules de De Moivre et d’Euler

Les formules de De Moivre et du bin6me de Newton donnent :

VneN,VOeR, cos(nd)+isin(nd)=cos(®) +isin(@)" = Y (Z) cos™ % 0)i*sin* ()
k=0

d’ou en séparant parties réelles et imaginaires :

cos(nf) = ) (—1)”( " )cos”_z” 0) sin®” (0)
0=2p=n 2’9
= cos"'(0) - (Z) cos’" 2 (0) sin®(0) + (Z) cos" *(0)sin* (@) - ...
n
sin(nf) = (-1P cos 2P~ (@) sin?P*1(9)
052,;1511 (219 + 1)

(’11) cos1(0)sin(@) — (:) cos" 3@ sin@) +...
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Exemple: cos(26) = cos®(0) —sin®(0) =2cos*(@) —1, cos(30) =4cos®(@) —cos(@) Etc...

Inversement on peut «linéariser » des expressions polynomiales en cos(0) et sin(f). En ef-
eif1 4 o=if1 eif1 _ o=ifh
fet partant de cos(6;) = — et sin(6,) = % on peut développer cos”(0) et
i

sin”(0) grace a la formule du binéme de Newton, et obtenir des expressions en cos(pf) et
sin(p0).

Ces calculs sont a la base de la définition des polynomes de Tchebychev.
Exemple: Linéarisation de sin®(x) x cos?(x) :

(eix_e—ix)3 (eix+e—ix)2
X
20 2

1 .
- (el5x _ esz
271

_ —%(sin(k')x) —sin(3x) — 2sin(x))

sin® (x) x cosz(x)

_ Zeix + Ze—ix + e—i3x _ e—i5x)

Ce genre de calcul prendra toute son importance en calcul intégral.

2 Equations polynémiales complexes

2.1 Racines n1®M®S @'yn nombre complexe

Rappel. Pour n € N*, la fonction x — x”* est une bijection de R* sur R*. Elle admet donc
1

une bijection réciproque de R* sur R™ notée x — x7 = {/x.

AinsisixeR", aeR* :x"=a < x= {/a.

Exemple: /8 = 2.

TN

2.1.1 Racines n'MeS de Punité

Soit n € N*. On va résoudre I'équation z" = 1 d’inconnue z € C.
Dans R, les solutions sont z = 1 si n impair, et z = +1 si n pair.

Dans C, on a le résultat suivant.

Théoréme 19 Racines n1€MeS de Punité i
L'équation z" = 1 a exactement n solutions: e’ » pour k € [0, n—1]. Ces nombres complexes
sont appelés racmes ni€Mes ge 'unité. On note U, I'ensemble de ces nombres.

On pose w, = e'n. Ce complexe est appele racine primitive n1€M€ de I'unité. Les racines

n1€Mes {e I'unité sont alors : Up={l,0n,07%,....00 '}

Démonstration : Comme 0 n’est pas solution, on peut supposer z # 0 et utiliser la forme
trigonométrique de z : z = re’? avec r > 0, 0 € [0,27[ (détermination principale de Arg(z)).
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Alors :

rre’=1=e

r>0 r't=1 meéme module
— A

nf =0[2n] méme argument
— r=1

0=o[2
— r=1

kez/g=2%2

2k
Mais on cherche 6 € [0, 27]. Il faut donc prendre k € Z tel que 0 < 7 2m,ie k € [0,n—1].
n

Onadonc:z"=1<=3ke[0,n-1/,z= ei¥. Lensemble des solutions est donc :

P = {ei%/ke [0,n—11}
A priori on a donc au plus 7 solutions. Mais si (k, k') € [0, n — 1]%:

el n =el™n

. 2km 2k’ 7 Zkﬂ Zk,n'
— —= [27]
<~ 3dApeZik=kK+pn

or—(n—1)<k-k'<n-1donne p=0.Ainsi k=k'.

On vient de prouver que I'équation a exactement 7 solutions.

Exemple:Pourn=1,U, ={lletw;=1; pourn=2,U,={-1,1}etwy=—1.

27 1 \/§

Pourn=3,Us={1,],j}avec j=wz=e'3 = —5t i7.
Pourn=4,U,=1{1,-1,i,—i} etws = 1.

Exemple: Si n > 2, la somme des racines n'*™MS de I'unité est égale a 0.

CQFD [

Proposition 20 Interprétation géométrique

Les racines n'®™M®€S de 'unité forment les sommets d’un polygone régulier a n cotés.

La figure suivante représente les racines cubiques, 4-iemes et 6-iemes de 'unité :
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CHAPITRE 3 : Nombres complexes

Et celle-ci les racines 11-iemes de I'unité :

Racines 11iéme de l'unité

b

2 = Zm
1 = eoa (ﬁ) + tsin (H)

5
Lo

2.1.2 Racines ni€m

€S d’un nombre complexe

Soient n € N* et a € C. On va résoudre I'équation z" = a d’'inconnue z € C.
Si a =0, on a une unique solution : z = 0.

Si a #0, on a le résultat suivant.

Théoréme 21 Racines n'™M€S @’un nombre complexe

Pour tout nombre complexe a = pe’® non nul, 'équation z” = a admet exactement 7 solu-
LN L
tions appelées racines n'®™®S de a. Elles sont de la forme {/pe ' “*2¥ = z0u* ke [0,n-1],
N [ & . P
ol zg = {/pe’n estlaracine « évidente» de z" = a.
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2 Equations polynémiales complexes

Démonstration : On met a sous forme trigonométrique : a = pe’!® avec p >0 et a € [0, 27].

2 . . P | &
On remarque que I’équation z" = a a une racine « évidente » : zo = {/pe'n. Alors:

Z"=1 = zZ'=z]

z n
— |[—| =1

20

z . ie .
< = estuneracine n'*™€ de I'unité

20

< k

— 3Jke[0,n-1]/ —=w

20 n

«— 3Jkelo,n-1]/z= ¢ peﬁ'(mzkn)

On obtient donc au plus n solutions. Comme précédemment, on peut facilement vérifier
qu’il y en a exactement n. On a donc exactement n solutions.

CQFD [
Exemple: Les racines 41€M€S de 1 —j sont: 28e /15, —28¢ /15, 28! 16 et 29e
2.2 Equations du second degré a coefficients réels
On veut résoudre dans C I'équation (E) d’'inconnue z: az> + bz+c =0, (a,b,c) eR3 et a #0.
A\ Le cas a, b, c complexes n’est pas au programme.

Pour cela on introduit le discriminant de 'équation : A = b?> —4ac € R.

Théoréeme 22 Résolution des équations du second degré a coefficients réels

1. SiA=0, (E) aune unique solution réelle z = ~5a

a
-b+VA
2. SiA >0, (E) adeux solutions réelles distinctes : z = 2—\/_
a
-b+iv-A
3. SiA <0, (E) adeux solutions complexes pures conjuguées : z = — g
a

Théoréme 23 Théoréme de Viet
On note z; et zp les solutions de (E) (z1 =z si A =0).
1. Ona:
VzeC, az’+bz+c=ax(z-z)) % (z—2)
21+ 22 = g

etdonc: c
21 X Zp = P

+y=s

L. . . . x
2. Réciproquement si x et y sont solutions du systeme { alors x et y sont les

2

racines de 'équation: z° —sz+ p =0.
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CHAPITRE 3 : Nombres complexes

+y=2
Exemple: Résoudre { vy
xy=2

Corollaire 24 Signe d’'un trindme du second degré a coefficients réels
Si (a, b,c) € R3 avec a # 0.

1. Si A >0 alors ax® + bx + ¢ est « du signe de a en dehors des racines ».
Plus précisément, si x; et x, sont les deux racines réelles de I'équation ax®+bx+c=0,
avec xj < X, alors poura>0:

X —00 X1 X2 +00
signe de
8 + 0 - 0 4+
ax“+bx+c
etpoura<o0:
X —00 X1 X2 +00
signe de
8 -0 + 0 -
ax-+bx+c

2. Si A <0 alors ax? + bx + ¢ est du signe de a sur R (donc de signe constant).
Si A <0 alors ax? + bx + c estdu signe de a sur R, au sens strict.
Si A =0 alors ax? + bx + ¢ s'annule en un unique réel xo, et est du signe de a sur R\ {xo}
au sens strict.
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3 Exercices

3 Exercices

Exercice 1 Résoudre dans R les équations ou inéquations trigonométriques suivantes :

2cos(2x+%)=v3; sinx=-3; cos2x)20; tanx<1; tan(x+%)>-1;

2cos?x+3cosx+1=0; sin?x+3cosx—1<0; cos(2x)—+V3sin(2x)=1;
sin (2x + £) = cos® (x + £).
Exercice 2 Déterminer les nombres complexes z tels que
|zl =1z—-6+5il, |z+il=2, z(2z+1) =1, |z°|=|zl,
i o p %e(i—:) =0 et Arg(z”:) =-1 [nl.

5z—3 z—i

. . . . ; ; —elf .
Exercice 3 Soit d € [0,27]. Déterminer module et argument de 1+ e'?, 1 — e’ et ﬁ Faire

de méme avec : (1 + i)3. Donner la forme algébrique de —i;gi

Exercice 4 (ldentité du parallélogramme) Montrer que :
V(z1,22) €C?, a1+ 2l* +1z1 - 22l =2 (|21 +1220?).
Interpréter géométriquement.
n n
Exercice 5 Soient (n, p) € Ntel que p < n. Calculer Z k puis Z z* pour tout z € C.
k=p k=p

Exercice 6 Résoudre dansR: cosf; = cosfs, sinf; = sinf,, tanf; = tanO,.

Exercice 7 Soit n € N*. Résoudre dans ]0, [ I'équation : cos(nf) = 0. Donner le nombre
exact de solutions.

Exercice 8 Linéariser les expressions :

cos®x; cos?xsin*x; sin’x; cos?(2x)sin®x; cos(2x)cos? x.

n n
Exercice 9 Calculer les sommes : Z cos(kx) et Z sin(kx) pour xe Ret ne N.
k=0 k=0

Exercice 10 Calculer la somme pour tout entier n € N :

n n
> (=D |sinkb+a),
k=0 k
ou a et b sont deux réels donnés.

Exercice 11 Calculer cos(5a) et sin(5a) en fonction respectivement de cos(a) et sin(a). En

déduire la valeur de cos 110.

Exercice 12 Simplifier les expressions (1 + j)°, ﬁ, A+%et(1+j%)" (neN).

Exercice 13 Résoudre les équations suivantes : Zr—i=0etz®=-2+10)3.

Exercice 14
x+y = 2

1. Résoudre dansR: (S){ .
xy = -1
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2. Onpose:w=e'7,u=w+w?+o0* et v=0w’+w’+wb. Calculer u+ v, uv et en déduire
la valeur de u et v.

Exercice 15 Soit n e N*. RésoudredansC: (z+1)" =i(1 - 2)".

o n—-1
Exercice 16 Soit n € N*. On pose:w = e’ZT. Calculer: ¥ (1+wh™.
k=0
Exercice 17 Onnote E={zeC/ fm(z) >0let F={zeC/|z| < 1}.

. z—1i
1. Montrerque:VzeC, ze€E= = e F.

2. On définit alors 'application :

f:E — F
z—1i
Z e —_—

zZ+1i

Etablir que f est bijective de E sur F. Déterminer I'application 1.
3. On considere le plan muni d'un repere orthonormé direct.
(@) On note E; = {z€ E; Ze(z) = 0}. Déterminer I'ensemble f(E;) et le représenter
graphiquement.
(b) On note E, = {z€ E; |z| =1} . Déterminer 'ensemble f(E>) et le représenter gra-
phiquement.

Exercice 18 Soit f : C* — C définie par f(z) = 1 (z+1). On identifie z € C et le point M,
d’affixe z.

1. Quels sont les points z invariants par f?

2. Quelle est I'image par f du cercle trigonométrique T ?

3. Quelle est I'image réciproque par f de la droite réelle ?

Exercice 19 Il s’agit de montrer que, pour n=2,0na:

n
> %k

k=1

n
= Z |zx] < tous les zx ontle méme argument

V(zl’---’zn)e(q:*)n’ (
k=1

1. Montrer que :

tous les z; ontle méme argument —

n
> 2k
k=1

n
= |zl
k=1
2. Montrer que, pourn=2,ona:

Y(z1,...,2,) €C",

n
> 2k
k=1

n
<) lz
k=1
3. Vérifier que, pour z; et zp non nuls:
|z1 + 22l =1211 + 21| = 2z; et zp ontle méme argument
4. En déduire par récurrence que, pour n=2:

n
> 2k
k=1

n
= Z |zx| = tous les zx ontle méme argument

V(Zl,...,zn)E(C*)n, (
k=1
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Chapitre 4

Suites réelles

1 Propriétés générales de suites réelles

1.1 Rappels sur les propriétés de R
1.1.1 Relation d’ordre

Si (x,y) €R?, onnote x< ylorsque x< yetx#y.Onadonc: x<y = x <.

Exemple: 2 <3 donc2<3.

Proposition 1 Regles de calcul
Soient x1, x2, y1, y2 €R.

1. Pourl’addition.
ex1 =y =>VzeER, x1+z2=sy1+2

=N }:‘X1+XZ<J’1+J/2
X2=)2

*X1=)y1——-)1=—X1

2. Pour la multiplication.
e X1=)y1=>Vz=20,xxz=yxz
0<x < h4!

1
<=y =0<—=—
yioox

/\ Attention : on ne peut pas soustraire ou diviser deux inégalités!

1.1.2 Valeur absolue

Définition 2 Valeur absolue
xsix=0

Pour toutx € R, on pose |x| = max(x,—x) = . .
—-xsix<0
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CHAPITRE 4 : Suites réelles

Proposition 3 Regles de calcul
Soient x, y € R.

1.

—|x| < x<|x|.

2. Sia=z0:|x|<a<—= -a<x=<a.
3. |—x|=|x|.

4.
5

lxx yl=|x|x|yl] donc VnEN,|xn|:|x|n-

. Inégalité triangulaire.

[Ixl=1yl] < lx+ yI < x| +]1yl

avec égalité a droite si et seulement si x et y de méme signe.

n n
Plus généralement si x1, Xz, ..., X, €R,ona: [ Y xg| < ) |xgl.
k=1 k=1

1.1.3 Intervalles

Soient a, b e R.

[a,b] = {x e R/ a < x < b} intervalle fermé borné = segment;;

[a,b[={x € R/ a< x < b} intervalle borné;

la,b] = {x € R/ a < x < b} intervalle borné;

la,bl={x € R/ a < x < b} intervalle ouvert borné;

[a, +oo[={x € R/ a < x} intervalle fermé ;

la, +oo[= {x € R/ a < x} intervalle ouvert;

]—o00,b] = {x € R/ x < b} intervalle fermé;

]—o0, b[={x € R/ x < b} intervalle ouvert;

] — 00, +oo[= R intervalle ouvert et fermé;

Théoréme 4 Caractérisation des intervalles
Soit I < R. Alors :

I estunintervalle <= V(x,y) € I’, x< y=Ixylcl

Définition 5 Intérieur et extérieur d’'un intervalle
Soit I un intervalle. On pose :

o
— I = I privé de ses bornes = intérieur de I. C’est un intervalle ouvert.
— I = I union ses bornes = adhérence de I. C’est un intervalle fermé.

ECS1.1, Lycée Fermat Toulouse. http://mathcpge.org/

72




1 Propriétés générales de suites réelles

On a bien évidemment I < I < I. A\ Attention : ne pas confondre la notation de I'’adhérence
avec celle du complémentaire ...

1.1.4 Partie entiére

Définition 6 Partie entiére

Si x € R, on admet qu’il existe un unique ne€ Ztelque n<x<n+1.
On le note n = | x] ou E(x), et on I'appelle la partie entiere de x.
Elle est donc caractérisée par: |x] € Zet |x] < x < |x] + 1.
Onaaussi: x—1< |x] <x.

. ) . . |nx]
Exercice 1 Pour x € R, déterminer lim ——.
n—+oco n

1.2 Lessuites réelles

Définition 7 Suite réelle
Une suite réelle est une application u:N — R.
Lensemble des suites réelles est donc Z (N, R), ou RN, ou encore . (R).

Notations : pour n € N, le réel u(n) est noté u,,.

La suite u est alors notée (u;) zen, OU (¢4,), ou encore (ug, Ug,..., Uy,...) (comme une famille
de réels indexée par N).

A\ Attention : il ne faut pas confondre le réel u,, et la suite (uy,).

On peut aussi définir les suites complexes u : N — C mais leur étude n’est pas au pro-
gramme.

Définition 8 Opérations sur les suites
Soient (u,) et (v;) deux suites réelles.

1. Addition. (u,) + (v,) = (u, + vy).
2. Multiplication parunréel. SiA € R, A x (u,,) = (A x uy).

3. Multiplication. (uy) x (v,) = (Uy X Vy).

Proposition 9 Regles de calcul
Les regles de calcul sont les mémes que dans R.

Définition 10 Suite définie a partir d’'un certain rang
Soient ny € N. On appelle suite réelle définie a partir du rang ny toute application u :
[no, +oo[— R. Cette suite est notée (1) n=n, -
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1
Exemple: (-1)"), » (27),,cn €t (—) :
1) n=1

Définition 11 Propriété vraie a partir d’'un certain rang
Soit P(n) un prédicat qui dépend de n € N. On dit que P(n) est vraie a partir d'un certain
rang (a.p.c.r.) lorsqu’il existe ny € N tel que, pour tout n = ny, P(n) est vraie.

1.3 Propriétés des suites réelles

Définition 12 Suites majorée, minorées, bornées

1. Ondit que (u,) est majorée lorsqu’il existe unréel M telque: VneN, u, < M.
2. Ondit que (u;) est minorée lorsqu’il existe un réel mtel que: VneN, u, = m.

3. Ondit que (u;) est bornée lorsqu’il existe deux réels m et M tel que :
VneN, m<u,<M.

Ces notions peuvent étre définies a partir d'un certain rang.

Théoréeme 13 Ona:
(up) bornée < (|u,|) majorée

Définition 14 Suites monotones

1. Ondit que la suite (u,) est croissante lorsque : VneN, u;, < ;4.
2. On dit que la suite (u,) est décroissante lorsque: VneN, u, = ty41.

3. Ondit que la suite (u,) est stationnaire lorsque : Vrn e N, u, = t;41.
Ceci équivaut a ce qu’elle soit a la fois croissante et décroissante.

4. On dit que la suite (u,) est monotone lorsqu’elle est croissante ou décroissante.

Ces notions peuvent étre définies a partir d'un certain rang.
/\ Attention : en général une suite n’est pas monotone, c’est-a-dire ni croissante et ni dé-
croissante (on verra un exemple plus loin).

Définition 15 Suites strictement monotones

1. Ondit que la suite (u,) est strictement croissante lorsque : VrneN, u, < t;41.
2. Ondit que la suite (u,) est strictement décroissante lorsque : Vn e N, 1, > 1.

3. Ondit quela suite (u,) est strictement monotone lorsqu’elle est strictement croissante
ou strictement décroissante.
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2 Limite d’une suite

Ces notions peuvent étre définies a partir d'un certain rang. Pour les suites on ne s'intéresse
généralement pas a la monotonie stricte, mais seulement a la monotonie au sens large.

Rédaction :

1. On fixe n € N, et on détermine le signe de u,.; — u,. S’il ne dépend pas de n a partir
d’'un rang ny alors (u,) est monotone a.p.c.r..
Plus précisémentsi u,+1 — u,, = 0 pour n = ny, alors (u,) est croissante a partir du rang
ng; si Up+1 — Uy < 0 pour n = ny, alors (u,) est décroissante a partir du rang ny.

Un+1

2. Si uy, >0 a.p.c.r. alors on compare avecl:

n

> 1 a partir d'un rang ny, alors (u,) est croissante a partir du rang ng;

. Un+l
— S1

Un
Un+1

Un

—si <1 a partir d'un rang ny, alors (u,,) est décroissante a partir du rang .

Un+1
Un

3. Si u;, <0a.p.c.r. alors on compare avecl:

Un+1

—si > 1 a partir d'un rang ny, alors (u,) est décroissante a partir du rang ny;
Up

Un+1

—si <1 a partir d'un rang ny, alors (u,,) est croissante a partir du rang ny.

n

) 1
Exemple: Etudier la monotonie de (—) et (-1)") ,en-
nJn=1

2 Limite d’une suite

2.1 Suites convergentes - Suites divergentes

Définition 16 Suite convergente
On dit que la suite (u,) converge vers ¢ € R lorsque :

Ve>0,3dngeN/Vn=ng, lu,—¥€|<e¢

Onlenote lim u, =¢oulimu, =/¢, ouencore u,, — ¢.
n—+oo n—+oo

Dans cette définition on peut remplacer |u, — ¢| < € par |u, - ¢| <e.

Deplus |u,—¥|<e < uy €[l —¢,¢+¢€]:donca.p.cr. u, est «aussi proche que I'on veut »
de 4.

Remarquez que le ny qui apparait dans la définition dépend de €. Parfois on le note ng(€)
pour ne pas perdre de vue cette dépendance.

1
Exemple: lim —=0.
n—-+oo n
/\ Attention : la limite ne doit pas dépendre de n. Par exemple on ne peut pas dire que

1
lim wu, =—, celan’a aucun sens!
n—+00 n
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Théoréeme 17 Unicité de la limite
Si une suite converge, alors sa limite est unique.

Définition 18 Suite divergente
Lorsqu’une suite n’est pas convergente, on dit qu’elle est divergente.

Définition 19 Limite infinie
1. Ondit que la suite (u,) diverge vers +oo lorsque :

VAeR, dngeN/Vn=ny, u, =z A

Onle note lim u, = +ocooulimu, = +o0, ou encore u,, — +oo.
n—+oo n—+oo

2. On dit que la suite (u,) diverge vers —oo lorsque :
VAeER, dngeN/Vn=ny, up, <A

Onlenote lim u, =-ocooulimu, =-o0, ouencore u,, — —oo.
n—+oo n—+oo

Dans cette définition on peut remplacer u, = A (resp. u, < A) par u, > A (resp. u, < A).
Remarquez que le ny qui apparait dans la définition dépend de A. Parfois on le note rny(A)
pour ne pas perdre de vue cette dépendance.

Exemple: lim n?= +oo.
n—+oo

Proposition 20 Lien entre convergence et divergence
Une suite qui diverge vers oo ne converge pas.

Définition 21 Divergence de premiére ou seconde espéce
Une suite qui diverge vers +oo est dite divergente de premiere espece.
Une suite qui n’a pas de limite est dite divergente de seconde espece.

/\ Attention : la plupart des suites sont divergentes de seconde espéce.

Exemple: La suite ((—1)"),,, est divergente de seconde espéce (nous en verrons la preuve
plus tard).
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Théoréme 22 Premiers termes et nature d’une suite

En modifiant un nombre fini de termes d’'une suite (u,), on ne change pas sa nature (ie le
fait qu’elle soit convergente ou divergente de premiere ou seconde espéce). Dans le cas ou la
suite est convergente, on ne modifie pas non plus la valeur de sa limite.

2.2 Propriétés des suites convergentes

Lemme 23 Une suite bornée a.p.c.r. est bornée a partir du rang 0.

Théoréeme 24 Convergence et bornitude
Une suite convergente est bornée.

/\ ATTENTION! La réciproque est fausse : une suite bornée n’est en général pas conver-
gente, comme le montre I'exemple de la suite ((-1)") Par contre, on verra qu'une suite
monotone et bornée converge.

neN-*

Théoréme 25 Limite et signe
Si une suite (u,) converge vers un réel £ > 0 (resp. ¢ < 0), alors u; > 0 a.p.c.r. (resp. u, <0
a.p.c.r.).

Proposition 26 Quelques résultats techniques
1. (uy) converge vers ¢ < (u, —¥¢) converge vers 0;

2. (up) converge vers 0 < (|uy,|) converge vers 0
donc (u;) converge vers ¢ < (| Uy — [l) converge vers 0

Théoréme 27 Passage a la limite dans une inégalité

Soient (u,) et (v,) deux suites réelles telles que u, < v, a.p.c.r.. On suppose que (uy)
converge vers ¢ et (v,) converge vers L.

Alors ¢ < L.

/\ Attention : Vn = ng, u, < v, ne donne pas limu, <limuv,,.
2

Contre-exemple: u, = —et v, = —.
n n
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Corollaire 28 Localisation de la limite
Si (u,,) est a valeurs dans un intervalle I d’extrémités a et b a.p.c.r., et si (u,) converge vers ¢,
alors¢ € I =a,b].

2.3 Lensemble R

On pose R = RU {—00, +00} = [-00, +00].

On dit que lim u,, existe dans R lorsque (u,,) a une limite (finie ou infinie), ie lorsque (u,,) est
convergente ou divergente de premiére espece.

Définition 29 Regles de calcul

1. VxeRU{+0o0}, x+ (+00) = (+00) + X = +00
A\ (—00) + (+00) n'est pas défini;
VxeRU{—oo}, X+ (—00) = (—00) + X = —0c0

X X 0

2. VxeR,— =——=0etdonc—=0

+00 —00 +oo

+oo .
/A\ — n’est pas défini.
+oo
, TOO
3. VxeR", — =+o00
X

+oo
A e n’est pas défini;

Vxe@*,i: +oos%x>0
0+ —00six<0
—x X — ix>
VxeR,—:{ oos%x 0
0~ +oosix<0
0 0 .
A0—+et6ne sont pas définis.
=% +00si x>0
4. VxeR ,xx(+oo):(+oo)xx:{ o0 Tx
—00six<0
= —o00six>0
€ — = (— = .
VxeR , xx (—o0) = (—00) x x { oo six <0

A\ 0 x +o0o n’est pas défini.

2.4 Théoremes généraux sur les limites

Dans le théoréme suivant, on utilise les propriétés de R définie précédemment.
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Théoreme 30 Limites et opérations algébriques
x1ste existe . —

Soient (uy) et (v;,) deux suites réelles telles que lim u, /eRetlim v, = LeR.
1. Valeur absolue. lim |u,,| ex1ste 4
2. Addition. lim(u,, + v;) ex1ste (+1, /\ saufla forme indéterminée (+00) + (—00).

3. Multiplication parunréel. Va e R, lima x u, = a xlimu,,
/\ saufla forme indéterminée 0 x +oo.

4. Multiplication. lim(u, x v,) =¢ x L, /\ saufla forme indéterminée 0 x +oo.
Up up, ¢

5. Quotient. Si L # 0, alors ( ) est définie a.p.c.r. et lim — = —
Un v, L

+o00 0 o0
/\ sauf les formes indéterminées Too OF et o
+oo

/\ ATTENTION : en général lim(u,, — v,,) = 0 ne donne pas limu,, = limv,, ... Il faut en effet
que lim u,, et lim v, existent!

lim b,

/\ ATTENTION : ce théoréme ne dit pas que lim aln = (nlirP an)”—'+°° . Par exemple,
—T00 —T00
1
onverraque lim |1+ —) =e#l.
n—+oo n

Théoréeme 31 Théoreme d’existence de la limite par encadrement

1. Version limite finie.
Si (up), (vy) et (wy,) sont trois suites réelles telles que u;, < v, < w, a.p.c.r.,, et (u,) et
(wy) convergent vers la limite ¢.
Alors (v,,) converge vers £.

2. Version limite infinie.
Si (u,) et (v,) sont deux suites réelles telles que u, < v, a.p.c.r,, et (u,) et (u,) diverge
vers +oo (resp. (v,) diverge vers —oo).
Alors (v,,) diverge vers +oo (resp. (u,) diverge vers —oo).

/\ Attention : ne pas confondre avec le théoréme de passage a la limite dans une inégalité.
Dans le théoréme d’existence de la limite par encadrement on montre |'existence de la limite
de (vy), alors que dans I'autre théoréme c’est une des hypotheses de départ.

(-n" cosn

Exemple: On peut montrer que ngmm = =0ouque nl_lgloo NG

=0.

Corollaire 32 Preuve d’'une convergence par encadrement
Si on a deux suites réelles (u,) et (a,) telles que |u;, — €| < a, a.p.c.r,, et lima, = 0 alors

. existe
limu, = =/¢.
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Théoréme 33 Composition d'une suite par une fonction
Soit (u;) une suite réelle de limite | ¢ |€ R.

Soit f: I — Rtelle que lim f(x) exs te@]e R.
]

. existe
Alors nEerf(un) = (a)

Exemple: lim sin(x) n’existe pas.
X—+00

2.5 Suites d’'indices pairs et impairs

Définition 34 Suite extraite
Soit (u,) une suite réelle. On appelle suite extraite de (u,) toute suite de la forme (uy(;)) ol
¢ : N — N application strictement croissante.

Exemple : (tn-1), (Un+1), (Uzn) et (Uzp4+1) sont des suites extraites de (u,). Mais (uz)) et
(U]1-cos(n)]) N'€N SONt pas.

Théoréeme 35 Limite des suites extraites
- existe = L . .
Silimu, "= "¢ €R, alors pour toute application ¢ : N — N strictement croissante, on a
. existe
limuyy = 4.

On a une réciproque dans le cas de suites extraites recouvrantes, ie que I'union des suites
extraites redonnent toute la suite de départ. Le seul cas au programme est celui des suites
extraites d’indices pairs et impairs.

Théoréme 36 Théoréme des suites extraites recouvrantes
Si (u,,) est une suiteréelleet /e R, on a:

Iim u,=¢ < lim w,=¥¢|et| lim u =/
Jm Jm vz = £[et] Hm uzni

On peut aussi montrer aisément (par simple décalage d’'indice) que :limu, = ¢ <= limu,_; =
(= limu,,; ="¢.

Exemple : Montrer que la suite ((—1)”),16,\I est divergente de seconde espece (ie n’a pas de
limite).
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2.6 Bornes supérieure et inférieure dans R

Définition 37 Partie majorée, minorée, bornée
On se donne une partie A de R, non vide.

1. Unréel M est un majorantde Alorsque:Vxe A, x < M.
Si A admet au moins un majorant, on dit que A est une partie majorée.

2. Unréel m est un minorant de A lorsque: Vxe A, m < x.
Si A admet au moins un minorant, on dit que A est une partie minorée.

3. On dit que A est bornée lorsqu’elle est a la fois majorée et minorée, c’est-a-dire qu'’il
existe (m, M) e R? tel que: Yx€ A, m< x < M.

Il est clair qu'un partie majorée (resp. minorée) admet une infinité de majorants (resp. de
minorants).

Proposition 38 Partie bornée et valeur absolue
Si A est une partie de R, non vide : A estbornée < IM e R/ Vx € A, |x| < M.

On peut reformuler ce résultat ainsi : A est bornée si et seulement si |A| est majorée.

Définition 39 Maximum et minimum
Soit A est une partie de R, non vide.

1. Un réel b est un maximum de A lorsque b € A[et| b est un majorant de A : Vx € A,
x < b. S’il existe, le maximum est unique et est noté : b = max A. On I'appelle aussi le
plus grand élément de A.

2. Un réel a est un minimum de A lorsque a € A[et| b est un minorantde A : Vx € A,
a < x. S'il existe, le minimum est unique et est noté : a = min A.On 'appelle aussi le
plus petit élément de A.

Définition 40 Bornes supérieure et inférieure
Soit A est une partie de R, non vide.

1. Si’ensemble des majorants de A, noté &4 = {M € R/ Vx € A, x < M}, est non vide et
admet un plus petit élément b, alors b est appelé borne supérieure de A, notée sup A.
sup A est donc le plus petit majorant de A, et en particulier A est majorée par sup A :
Vxe A x<supA.

2. Sil’ensemble des minorants de A, noté %, = {me R/ Vx € A, m < x}, est non vide et
admet un plus grand élément a, alors a est appelé borne inférieure de A, notée inf A.
inf A est donc le plus grand minorant de A, et en particulier A est minorée par infA :
Vxe A, infA < x.

ECS1.1, Lycée Fermat Toulouse. http://mathcpge.org/ 81



CHAPITRE 4 : Suites réelles

Proposition 41 Lien entre maximum et borne supérieure

1. Si A estune partie non vide de R et si A admet un maximum, alors A admet une borne
supérieure et sup A = max A.

2. Si A estune partie non vide de R et si Aadmet un minimum, alors A admet une borne
inférieure et inf A = min A.

/\ Attention : par contre une partie A peut avoir une borne supérieure sans avoir de maxi-
muin !

Théoréeme 42 Caractérisation de la borne supérieure
Soient A une partie non vide de R.

1. Soit b e R. Alors :

b= sup A e { b est un majorant de A;

il existe une suite (x;) a valeurs dans A et convergente vers b.
2. Soita e R.

. b est un minorant de A;
Alors a =infA «<— {

il existe une suite (x,) a valeurs dans A et convergente vers a.

Exemple: Ftudier max A et sup A pour A=[0,1] et A=[0,1[.

Théoréeme 43 Théoréeme fondamental de la borne supérieure

1. Si A estune partie de R non vide et majorée, alors A admet une borne supérieure.

2. Si A est une partie de R non vide et minorée, alors A admet une borne inférieure.

Proposition 44 1. Si A et B sont deux parties non vides de R telles que A < B et B est
majorée, alors A est majorée et sup A < sup B.

2. Si A et B sont deux parties non vides de R telles que A < B et B est minorée, alors A est
minorée et inf B < inf A.

2.7 Propriétés des suites monotones

Nous allons donner deux théorémes sur les suites monotones qui permettent de prouver la
convergence d’'une suite sans savoir calculer sa limite
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Théoréme 45 Théoréme de lalimite monotone
Soit (u;) une suite réelle.

1. On suppose (u,) croissante :
e si (u,) est majorée, alors (u,) est convergenteet VneN, u, <limu,;
e si (u,) n'est pas majorée, alors (u,) diverge vers +oo.

2. On suppose (uy) décroissante :
e si (uy) est minorée, alors (u,) est convergente et Vn e N, limu, < u,;
e si (u,) n'est pas minorée, alors (u,) diverge vers —oo.

Retenons qu'une suite monotone a toujours une limite (finie ou infinie).

Définition 46 Suites adjacentes
Soient (u,) et (v,) deux suites réelles. On dit qu’elles sont adjacentes lorsque :
(i) (uy) est croissante et (v,) est décroissante a.p.c.1.;
(ii) lim (u,—-v,) =0.
n—+oo

Sous les conditions (i) et (ii), on a u, < v, a.p.c.r..

Théoreme 47 Théoreéme des suites adjacentes
Si (u,) et (v,) sont adjacentes alors elles convergent vers une méme limite.

Exemple : Tout réel est limite de deux suites adjacentes de rationnels.
110" x] _[10"x) +1

107 T 1on
Ces deux suites sont a valeurs dans @, sont adjacentes, et convergent vers Xx.

Si x € R, on pose pourtout n e N: u, =

3 Exemples de suites

3.1 Suites arithmétiques

Définition 48 Suite arithmétique
Une suite (1) zen est dite arithmétique de raison r e Rlorsque: VneN, v,y = uy + 7.
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Proposition 49 Formules autour des suites arithmétiques

1. VneN, u, = up+ nr; Plus généralement : V(n, p) € N2, u, = up+(n—pr.

2. Sir=0: (up)pen stationnaire égale a uy.
Sir>0: (up)nen est croissante (strictement), divergente vers +oo.
Sir<0: (up)nen est décroissante (strictement), divergente vers —oo.

3. Pour tout (n, p) € N? tel quen=p:

premier terme + dernier terme
2

n Up+up
Z ur=Mn—-p+ DT =nombre de termes x
k=p

Exemple: uy=0etr=1donnentVneN, u, = n. Onretrouve les formules :

ik:n(n+1) ot L k:(n—p+1)(n+p)
k=0 k=p 2

3.2 Suites géométriques

Définition 50 Suite géométrique
Une suite (1) zen est dite géométrique de raison g € Rlorsque: VrneN, Uyt = g X uy.

Proposition 51 Formules autour des suites géométriques

1. VrneN, u, = upq"; Plus généralement : V(n, p) € N?, u, = up,q" P (si n < p il faut
supposer g #0).

2. Sir=0: (up)pen stationnaire égale a 0 a partir du rang 1.
Si g >0: (#,)nen €St MONOtONeE.
Si g <0: (u,)nen N'est pas monotone.

+oo sig>1
3. lim q"= 1 sig=1
n—+o0o . .
0 si-l<g<lielgl<l

et lim ¢" n'existe passig<-—1.
n—-+oo

4. Pour tout (n, p) € N? tel que n=p,onapourq#1:

1— qn—p+l 1- I.aisonnombre de termes

n
_ p _ :
Y uk=uoq = premier terme x .
k=p 1-¢g 1 —raison

etpourg=1:

n
Z ur = (n—p+1)up = nombre de termes x premier terme
k=p
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/\ ATTENTION!! Si (x,,) est une suite a valeurs dans ]—1, 1[, on ne peut pas dire que nlirP (xp)" =
—T00

1\/* 1
0. Par exemple, nous verrons a la fin du chapitre que : lim (1 - —) =-—.
n—+oo n e
upeR
VneN, up1=1u
limite éventuelle de (u,,) en .-

n
, ,vérifierque:VneN, u, = u(()2 ). En déduire la

Exemple : Pour la suite {
n

3.3 Suites arithmético-géométriques

Définition 52 Suite arithmético-géométrique
Une suite (u,) zen est dite arithmético-géométrique de parametres (a, b) € R? lorsque :
VneN, u,y1 =au,+b.

Remarquons que si a = 1, alors (u,) nen €st arithmétique de raison b, et si b= 0, alors (1) nen €St
géométrique de raison a. Dans la suite, on supposera que a # 1.

On va calculer le terme général u, en fonction de n, mais cette fois la formule est trop com-
pliquée pour étre apprise, il faut donc uniquement retenir la méthode utilisée.
Méthode : on commence par déterminer le point fixe ¢ € R associé ala relation de récurrence.

Il vérifie ¢ = a¢ + b, donc ¢ = Tba'

Ensuite on définit une suite auxiliaire (x,),en par: Vn e N, x, = u, — £. Cette suite est alors
géométrique de raison a, en effet :

VneN, xpi1=ups1—-f=au,+b—¢=alx,+0)+b—-¥¢=ax,+al+b—-¥¢=ax,
=0

b b
Onadonc:VneN, x, = xga”" = (ug — ¢)a" puis un:xn+l:(u0—n)a”+n.

On peut alors tres facilement en déduire la limite éventuelle de la suite (1) en.

3.4 Suites récurrentes linéaires d’ordre 2

Définition 53 Suite récurrente linéaire d’ordre 2
Une suite (i) ,en est dite récurrente linéaire d’ordre 2 de parameétres (a, b) € R? lorsque :
VneN, upyr = aupyy + buy,.

Remarquons que si b = 0, alors (1) nen €st géométrique de raison a.

Définition 54 Equation caractéristique

On appelle équation caractéristique associée a (1) ,en I'équation (E) d'inconnue z€ C:

z2=az+Db.
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Théoréeme 55 Calcul du terme général 1, en fonction de n
On note A = a? +4b le discriminant de ’équation caractéristique (E).

1. (E) a deux racines réelles distinctes r; et r». Il existe alors un unique couple
de réels (A, ) € R? tel que :
VneN, u,=Ar{"+pur;.

2. (E) aune seule racine réelle ry. Il existe alors un unique couple de réels (A, u) €
R? tel que :
VneN, u,=An+wrf.

3. (E) a deux racines complexes pures conjuguées r; = pe'® et r, = pe~. 1l

existe alors un unique couple (A, u) € R? tel que:
vneN, u, = p"(Acos(nd) + usin(nf)).

/\ Dans le cas d’une suite a valeurs complexes, on obtient :

(E) a deux racines complexes distinctes r et r». Il existe alors un unique couple de
complexes (1, i) € C? tel que :

VneN, u, =Ar"+ur}.

(E) a une seule racine réelle ry. Il existe alors un unique couple de complexes
(A, ) € C? tel que :

VneN, u,=An+urf.

/\ Le cas d’une suite réelle pour laquelle A < 0 est un cas particulier du cas d'une suite
complexe pour laquelle A # 0. Dans ce cas les deux racines r; et r, sont conjuguées et on
peut donc trouver (a, ) € C? tel que Vn e N, u, = ar]' + pr1". Nous allons voir comment
retrouver la formule du théoréme.

On note 1 = pe'® sous forme trigonométrique et puisque la suite réelle on a u, = %, pour
toutneN. Or:

in@ in@

n_in0

_ _ _ . —_ p;é() . . o — .
Un =Ty < ap”e’™ + ppe ™ =qp"e " + fp"e! S ae!™ + e =qe " + pei"?

Ceci étant vrai pour tout n € N, on peut prendre n =0etn=1:
a+Bf=a+p 1) et ae’ + ,Be_ie =ae " +Eei9 2)

Alors e’ x (1) - (2) donne 2iBsin(0) = 2iasin(6), puis f = @ car 0 # 0 [n] (en effet r; et 1, sont
des complexes purs). On a donc en notant a; = Ze(a) et
al, = $m(a) :

vneN, u, = p"x (aeine +Ee_i"9)
= 2p" x %e(aeine)
= 2p" x,%e[(al + iag)(cos(n9)+sin(n9))]

= p"x (a% cos(nO) + (—Zag)sin(nﬁ))
=1eR =ueR

ce qui est bien de la forme attendue.
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4 Comparaison des suites

4.1 Notations de Landau

Définition 56 Suite négligeable devant une autre suite
On dit que la suite (u,)en est négligeable devant la suite (v,) ,en lorsqu’il existe une suite
(€) nen Vérifiant :
(i) lim €,=0;

n—+oo
(ii) uy, = ¢e,v, apartir d'un certain rang.
On le notera u,, =0 (vyn), et on dira que u, est un « petit o» de v,,.

n—+oo

On dit parfois aussi que la suite (v,) ,en €st prépondérante devant la suite (1) jen-

/\ ATTENTION : la notation o(v,,) seule n’a pas de sens!

Elle ne désigne pas une suite fixée, mais n'importe quelle suite négligeable devant (v,) sen-

En particulier : u, = o(wy) etvy, = o (wy) ne donnent pas (U,) nen = (V5) nen (Comme
n—+oo n—+o0

on peut le vérifier avec le contre-exemple u, = n, v, = n? et w, = nd).

Lorsque la suite (v,,) ,eny Ne s’annule pas a partir d'un certain rang, on a un critere plus simple
donné dans le théoréme suivant.

Théoreme 57 Critére de négligeabilité
Si (v,,) nen ne s’annule pas a partir d'un certain rang, on a:

. Up
u, = o(vy)< lim —=0
n—+oo n—+oo y,

Ce résultat est utilisé en pratique pour prouver que u, = o0(v,). Mais certaines suite
n——+oo

(Vn) nen S'annule a partir de n'importe quel rang (prendre v, = 1 + (—1)"), donc il faut aussi
apprendre a manipuler la définition générale de la négligeabilité.

Proposition 58 Regles de calcul pour «le petit o »
On se donne des suites réelles (14,) nen, (V) nens (Wn) nens (@n) nen €t (by) nen-

1. Transitivité. u,, = o(vy)etv, = o(w,)donnentu, = o(w,).
- n—+oo n—+oo n—+oo

2. Produit. u, = o(vyeta, = o(by) donnentu,xa, = o(v,xby).
- n—+oo n—+oo n—+oo

3. Somme.u, = o(wy)eta, = o(w,) donnentu,+a, = o(wy,).
- n—+oo n—+oo n—+oo

4. Multiplication par une constante. u,;, = o0(v,)donneVAeR, Axu, = o(v,).
n—+oo n—+oo

5. Multiplication par une suite. u;, = o(v,)donneu,xw, = o(V,x wy).
n—+oo n—+oo
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Définition 59 Suite dominée par une autre suite

On dit que la suite (1) ,en €st dominée par la suite (v,) ,en lorsqu’il existe une suite (by,) jen
vérifiant :

(1) (by)nen €st bornée;

(il) up = byv, apartir d'un certain rang.

On le notera u,, . O (vy), eton dira que u, est un « grand o » de v,.

Les remarques sur la notation o(v,) sont encore valables pour la notation G (v;,).

Lorsque la suite (v,),en ne s’annule pas a partir d'un certain rang, on a encore une fois un
critere plus simple.

Théoréme 60 Critére de domination
Si (v;) nen ne s'annule pas a partir d'un certain rang np, on a:

Un

Un

u, = @’(vn)<:>(
n—+oo

) est bornée
n=ny

Ce résultat est utilisé en pratique pour prouver que u, = O (vy).
—T00

Proposition 61 Lien entre «le petit o » et «le grand o »
Siu, = o(vyalorsu, = 0 (v,).
n—+oo n—+oo

4.2 Suites équivalentes

Définition 62 Suite équivalente a une autre suite
On dit que la suite (u;) ,en €St équivalente a la suite (v,) nen lorsqu’il existe une suite (a ;) nen
vérifiant :
@ lim a,=1;
n—+oo
(ii) u, = a,v, apartird'un certain rang.

Onlenoterau, ~ vy,.
n—+oo

Proposition 63 Propriétés de la relation ~
On se donne trois suites réelles (i) nen, (Vi) nen €t (Wh) nen-

1. Transitivité. u,, ~ vy,etv, ~ wpdonnentu, ~ wy.
- n—+oo n—+oo

n—+oo

2. Symétrie. u,, ~ v, <=V, ~ Uy
_ n—+00 n—+00

3. Réflexivité. u,, ~ uy.
- n—+oo
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La propriété de symétrie donne que si (1) en €st équivalente a (vy,) nen, alors (V) pen €St
équivalente a (1) nen : On peut donc aussi dire que (uy) nen €t (Vy) nen SONt équivalentes.

/\ ATTENTION : ne jamais écrire u,, o 0. Cela n’a aucun sens, sauf dans le cas trés parti-
o0

—+

culier o1 (1) nen €st stationnaire égale a 0 a partir d'un certain rang.

Lorsque la suite (v,) ,en ne s'annule pas a partir d'un certain rang, on a encore une fois un
critere plus simple.

Théoréeme 64 Critere d’équivalence
Si (v;) nen ne s'annule pas a partir d'un certain rang np, on a:
Un

U, ~ Up<— lim —=1
n—-+o0o n—-+oo 1y,

Ce résultat est utilisé en pratique pour prouver que u, ~ Up.
n—+oo

Théoréeme 65 Lien entre la relation ~ et «le petit o »
Pour deux suites réelles (1) nen €t (V) nen

U, ~ Up<=>Up—VU, = 0Wp)<=Uvp—U, = o0(Uuy
n—+oo n—+oo n—+oo

On en déduit une méthode simple pour trouver une suite équivalente a une somme.

Corollaire 66 Equivalent d’une somme
Pour deux suites réelles (u4,) nen €t (V) nen

u, = o) <=uy+v, ~ Uy
n—+oo n—+oo

Théoréme 67 Composition d'un « petit o » par une suite équivalente

Pour trois suites réelles (1) nen, (Vi) nen €t (@) pen :Si U, = o(vy) etv, ~ ay,alors
n—+oo n—+oo
u, = olay).
n—+oo

Une suite équivalente renseigne sur le signe.

Théoréme 68 Equivalent et signe
Pour deux suites réelles (1) nen €t (V) nen

1. Siu, ~ v,etsi(vy) ey nesannule pas a partir d'un certain rang, alors (1) ,en D€
n—+oo
s’annule pas a partir d'un certain rang.

2. Siu, ~ vy, alors (uy)nen et (V5) nen sont de méme signe au sens strcit a partir d'un
n—+oo
certain rang.
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Une suite équivalente permet de calculer une limite.

Théoréme 69 Equivalent et limite
Pour deux suites réelles (i,,) nen €t (V) pen -
. . — . existe
1. Siu, ~ wvyet lim v,=¢€R, alors lim u, = /.
n—+oo n—+oo n—+oo

2. On a une réciproque dans le cas particulier / e R* :si lim u,=~¢alorsu, ~ ¢.
n—+oo n—-+oo

/\ ATTENTION! Par contre si lim u, = lim wv,, on ne peut pas en déduire que u, ~
n—+oo n—+oo n—+00

1

1
v,. Prendre par exemple u,, = — et —.
" P PRt =

On peut effectuer les opérations suivantes sur les suites équivalentes.

Proposition 70 Regles de calcul pour la relation ~
On se donne des suites réelles () nen, (Vi) nen, (@n) nen €t (by) nen-

1. Valeur absolue. u;, ~ v, donne|u,| ~ |v;l.
n—+oo n—+oo

2. Produit.u, ~ wvyeta, ~ b,donnentu,xa, ~ v,XDb,.
n——+oo n—+oo n—+oo
3. Puissance. PourtoutpeN, u, ~ v, donne uZ ~ UZ.
n—+oo n—+oo

Plus généralement, pour tout @ € R: u¥ ~ vy (a condition que ces suites soient
n—+oo
définies).

4. Inverse. Si u, ~ v, etsi(v,)uen Ne s'annule pas a partir d'un certain rang, alors
n—+oo
1 1

—_— ~ R

u}’l n—-+oo U}’l

5. Quotient.Siu, ~ vpa, ~ byetsi(v,)en nesannule pas a partird'un certain
n—+oo n—+oo
n

an
rang, alors — ~ —.
un n—+oo UI’L

/\ ATTENTION : par contre il n’est pas possible de faire les opérations suivantes.
e Somme

U, ~ Uvpeta, ~ bpnedonnentpasu,+a, ~ Un+Dby.
n—+oo n—+oo n—+oo

On peut considérer le contre-exemple suivant : u, = n® + n et a, = —n3 + n?.
» Composition par une fonction
Si f estune fonction, u, ~ vp,nedonnepas f(u, ~ f(v,).

n—+oo n—+oo

En particulier u,, ~ vpnedonnepases ~ e"",etu, ~ v,nedonnepasin(u,) ~
n—+oo n—+oo n—+oo n
In(v,,).

On peut considérer les contre-exemples suivantes : u, = n> +n, v, = n?, f(x) = e* puis
1

Uup=1+—,v,=1, f(x) =In(x).
n

Noteraussiquen ~ n+1, maisengénéralonn’apasu, ~ uy+,bienque lim u,=
n—+oo n—+oo n—+oo

lirP Un+1- Considérer par exemple u,, =e™".
n—+oo

« Puissance dépendante de n
An

a
u, ~ vyznedonnepasu,” ~ v,".
"potoo p " petoo "
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4 Comparaison des suites

n

1
Onverra ala fin du paragraphe que liIJIrl 1+—| =e.Onpeutendéduirele contre-exemple
n—+oo n

1
u,=1+—eta,=n.
n

4.3 Comparaison des suites usuelles

On rappelle les limites usuelles suivantes :

e lim n!=+oc0.

n—+oo
+oo sia>0
o lirP n% = 1 sia=0
n—>
OO 0 sia<O
+oo siff>0
e lim (lnn)ﬁ: 1 siff=0
n—+oo .
0 siff<o0
+oo siy>0
e lim e = 1 siy=0
n—+oo

0 siy<O0

+o0o sia>1
o lim a"= 1 sia=1
n—+oo .
0 si—-l<ax<l

Théoréme 71 Equivalent et polynémes
Si P est une fonction polynome de la forme P(x) = agx7+ag.1x9 +---+a,xP, ot (p, q) e N?
avecq=p,aq#0eta,#0.
1 a
Alors P(n) ~ apn” (plushaut degré), et P (—) ~ 2 (plus bas degré).
n—+oo n

n—+oo pd

Théoréeme 72 Comparaison de n%, n! et a”
On se donne trois réels a, f et a.

1 1
1. Sia<palorsn® = o(nﬁ),ouencore— = 0(—).
n—+oo nb n—+oo n«
2.a" = omhetn® = o)
n—+oo n—+oo
Etsia>1:n% = ofa").
n—-+oo
3. nl= = of(n"
100 0 (")

De maniere mnémotechnique, on peut retenir quesi a>1: n% < a" < n! < n”
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Théoreme 73 Croissances comparées
On se donne trois réels a, S et y.

1. In(n) e o(n)

Et plus généralement, pour a > 0 : (Inn)? _=_o(n%

—+00
2.n = o(e"
n—+oo
Et plus généralement, poury >0: n% = o(e™)
n—+oo

1
De maniere équivalentee™ = o (—)
n—+oo n
1
1 énéralem >0:e 7" = —
et plus généralement, poury >0:e n_}ﬂpo(ﬂ@)

3. Siy>0:(lnn)ﬁn = o(e").

—+00

Démonstration :

In(n
Pour montrer que lim (n) =0 onutilisel'inégalité: Vx =1, 0 <In(x) < /x.
n

—+0 n

Pour montrerque lim — =0 onutilise'inégalité: Vx=1,e" = x2.
n—+oo e

CQFD [

De maniére mnémotechnique, on peut retenir quesi @ >0 ety >0: (Inn)?f « n® « e'”

Théoréme 74 Equivalents usuels
Si (x5,) nen €St une suite convergente vers 0.

1. n(Ql+x,) ~ x4
n—+oo

2. tan(x,) ~ xp
n—+oo

3. sin(x;) ~ xj,
n—+oo
X5
4. cos(xy) ~ letl—-cos(x,) ~ —
n—+oo n—+oo 2
5. e ~ lete—-1 ~ x,
n—+oo n—+oo

6. PouraeR:(1+x,)* ~ let(l+x,)%-1 ~ ax,
n—-+oo n—+oo

Ces résultats sont a connaitre par coeur!

1 n
Exemple: On est maintenant en mesure de démontrer que liIP 1+ —) =e.
n—

n

Terminons par un résultat de non existence de limite.

Théoréme 75 Limite de cosn, sinn ettann
Les suites (oS 1) e, (SiN7) e €t (tan 1) ey N'ont pas de limite lorsque n — +oo (elles sont
divergentes de seconde espece).
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5 Exercices

Exercice 2 Montrer que :

1. Y(a,b)eR? (a+b)?<2(a*+Db? 2. V(a,b) e R, Varbs<ya+vVb

Exercice 3 Résoudre dans R les équations ou inéquations suivantes :

1. —2x2+7x-5<0 10. Vx+1=+v4ax—-1
2. (X*+2x+1)2%<16 11. x—-1-v2x2+1<0
3x2+x+1 _
3 m>0 12. |2x-3|=1
4, 2x+1)B-x)<bB—-x)(x+4) 13. |[4x+5|=|—-x+3]
6 1
5. x—fzzgm 14. |7x—3|2§
6. LI > 15. |x—3|+|x*-3x+2[>2
7. 8x—18y/x—-11=0 16. |x—4|<|2x+1|
8. 6<2x?+3x-3<17 17. |3 +x2=1|+|x=7|+1<0
9. vx+1<2x-3 18. 2|x—-1|=3|1-x|

Exercice 4 Soit (x,y) € R%.
1. Peut-onrelier [x+ y|, [x] et |y]?

2. Comparer |—x] et | x]. Calculer |x] + [—x].

Exercice 5 Soient A et B deux parties non vides et bornées.

1. Vérifier que sup(AUB) et inf(AU B) existent et les exprimer en fonction de sup A, sup B,
inf A etinfB.

2. On suppose que AN B # @. Mémes questions avec sup(An B) et inf(An B).

2

n
Exercice 6 Soit neN*.Onpose: S, = Z EWk). Apres avoir remarqué que :
k=1

3 8 n’-1
Sn=Y EWVK)+Y EWVKk)+--+ Y  EWk) +n, donner une expression simple de S,.
k=1 k=4 k=(n-1)?

Exercice 7

1. Vérifier que: Vx>0, x+1 > 2.

2. Soient ay, ay, ..., a, des réels strictement positifs. Montrer que :
1 1 1 a; aj
(m+a++ag)x|—+—+-+—|=n+ Y |—+—
a a an 1<i<jsn \4j Qi
et en déduire que :
1 1 1 9
@+a+-+a) x|—+—+---+—|=n
a  a anp

Exercice 8 Soient (u;) et (v,) deux suites réelles.

1. Onsuppose que lim u,, = +oo et que (v,) est bornée. Montrer que (u,+ v,) diverge vers
+o00.

2. Onsuppose que lim u,, = 0 et que (v,) est bornée. Montrer que (u, v,) converge vers 0.
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CHAPITRE 4 : Suites réelles

3. On suppose que lim u,, = +00. Montrer que (u,) n’est pas bornée.
4. On suppose que (uy) et (v,) sont bornées. Montrer que (u, + v,) et (u,v,) sont bor-
nées.

1
5. On suppose que (u;) est bornée et ne s’annule pas. Peut-on dire que la suite (—) est
Un
bornée?

Exercice 9 (Principe de comparaison logarithmique) Soit (1) ,en une suite réelle.

1. On suppose qu’il existe un réel k € [0, 1[ et un rang ng € N vérifiants : Vn = ng, |u,411 <
kluy,|. Montrer que (u,) ,en converge vers 0.

Un+1
Un

existe

2. On suppose que : lim

¢, avec 0 < ¢ < 1. Montrer que (u,) zen CcOnverge
n—+oo

vers 0.

Exercice 10 (Convergence en moyenne de Césaro) Soit (u,) nen une suite réelle, conver-
gente vers ¢ € R. Pour tout n € N, on pose :

U+ ux+---+uUy
Sp=

n

Montrer que (S;) nen converge vers £.
La réciproque est-elle vraie ?

Exercice 11 Etudier la monotonie des suites définies par :

1 i L 2 z! 3 In(w) 4 zzn Sl
- Un= —n - Up=onT - Un=— . Up=
k=0 Zk 2 n k=0 k+1

1" n_aqn n
1. u,=24Cl 2. vp=57, 3. wp,=n?>—ncosn+?2 4. 5=
_e oy _ nety _a s
5. ta=n?x(3)" xsin(n) 6. Xn= 250 7. yn=% ouaeR

Exercice 13 (Limite par encadrement)
1. Etudier la convergence de la suite (S;) ,en+ définie par:
n n2

Sp=Y ——
" ,;n3+k2

2. (a) Vérifierque:Vx>0, x— x?z <In(l1+x) <x.

n k
(b) En déduire la limite de la suite (1) ,>1 définie par: u;, = l_[ (1 + —)
3. Etudier la convergence de (u,) ;52 définie par: u, =

no(—1 k
Exercice 14 Pour tout n€N*, onpose: S, =) ( k) )
k=1

1. Montrer que les suites (S2;) nen* €t (S2,+1) nen SOnt adjacentes.
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2.

En déduire la convergence de la suite (S;) nen-

Exercice 15 Montrer que, pour tout 7 € N, le nombre (3+ v5)"+(3—1/5)" est un entier pair.

En déduire la convergence de la suite (sin [(3 + v/5)"7] )

neN-*

Exercice 16

1.

Soit n = 1. Montrer que I'équation : x" + x — 1 = 0, admet une unique solution x > 0,
notée xj.

2. Montrer que (x,),>1 est majorée par 1.
3. Etudier la monotonie de (x,,) ;>1.

4.
5

. Conclure que: lim x,=1.
n—+oo

Montrer qu’il est impossible que (x,) =1 converge vers une limite / < 1.

Exercice 17 (Suite du type u,:+1 = f(un))
Soit f la fonction définie sur I = [1, +oo] par f(x) = v 1+ x.

1.
2.

4.

Montrer que la suite (u,) ,en définie par ug € I et u,41 = f(u,) est bien définie.

Etudier complétement la fonction f et montrer que I'équation f(x) = x a une unique
solution réelle a.

Représenter sur le méme dessin I'allure de son graphe ainsi que les premiers termes
de la suite (u,). Que peut-on conjecturer ?

Etudier la suite (u,) dans les cas ug > @, ug < a et up = a.

Exercice 18 (Suite du type u,:+1 = f(un))
On définit une suite (#,)pen par: up=1let upe; =1+ u%z

1.

Faire I'’étude complete de la fonction f définie sur ]0,+oco[ par: f(x) =1+ % On déter-
minera aussi ses éventuels points fixes.

. Représenter sur le méme dessin I'allure de son graphe ainsi que les premiers termes

de la suite (u,). Que peut-on conjecturer ?

. On considere les suites extraites (v,)en €t (Wy)nen définies par : v, = ug, et w, =

Uyp,+1. Etudier leur monotonie.

4. Déterminer leur éventuelle limite.

5. Conclure sur la limite de (u;,).

Exercice 19 (Suites récurrentes d’ordre 1)
Etudier les suites (u,),, définies par :

1.

Up =13 etups =\/1+u

cupERet Uy =1 (1+ud)

sinu,

2
3. upeRet uyy1 = (Attention, il y a un piege!)
4.
5

n+l1
upeRetuy = elin

. uozletu,ﬁlzun+L
Un

Exercice 20 (Suites du type uy41 = fu(u,) ou f, dépend de n)
Onpose:u;=0etVn=2, (n+1)%u,=mn-1u,_; —n.

1.

Calculer les 4 premiers termes de () ;51 -
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. Montrer que, pourtoutn=1:-1=<u,=<1.

. Montrer que (u,),>1 est convergente et déterminer sa limite.

rcice 21 (Suites récurrentes couplées)

Soient 0 < b < a. On considere les suites (u;) et (v,) définies par

N N

5

Exe
1

2

Exe

Ug=dad

l)ozb

VneN, upy = ———
2UnVy

vneN, vy = ——2
Up+ Uy

. Montrer que (u;) et (v,) sont bien définies et qu’elles sont strictement positives.
. Montrerque:VneN, v, < u,.

. Etablir que (v,) est croissante et (u,) est décroissante.

(@) Vérifiezque:VneN,0< Uyt — Upt1 < %(un —-Uy)

(b) En déduire que les suites (u;) et (v,;) sont adjacentes.

. Déterminer la limite des suites (u,,) et (v,,).

rcice 22 (Changements de suite)

S5uu—2
Uup+2°’
(@) Montrer que (uy)nen est bien définie et que 1, > 1, pour n = 3. En déduire que la

suite (V) nen telle que vy, = Zzﬁ , est bien définie.

. On considere la suite (u,), définie par up =0 et u,+; = pour tout n € N.

(b) Montrer que la suite (v,) est une suite géométrique.
(c) Donner u; en fonction de n et calculer lim u;,.
. Soit (1) nen la suite définie par : 1 >0 et 1,41 = 5%
n
(a) Montrer que cette suite est bien définie.

(b) On définit une suite (v,) nen par: vy, = ui Montrer qu’elle est bien définie et don-
n
ner une relation de récurrence entre v, et v,,.

(c) Endéduire!’expression de u, en fonction de n, puis la nature de (u,,) et son éven-
tuelle limite.

rcice 23 (Calcul de u, en fonction de n)

Déterminer en fonction de n le terme u,, des suites réelles suivantes :

1. ug=10etVneN, uy1=u;—3

2. us=4etVneN, u, =v2u,

3. upp=30etvVneN, uyy; =2u, +1

4. ug=-2etvVneN, up1=—uy+2

5. up>0etVneN, uy 1 =eyuy,

6. upp=-letvVneN, u,,1 =—-uy

7. ugp=letVneN, uy1=-1"u,

8. up=1,u3=2etvVneN*, uy1 =2u,+3u,_1
9. up=1, uy1=0etVneN, uyi2 =4uy1 —4u,
10. up=1,u1=1etVneN, uyo=1uUys1 — Uy
11. up=0etVneN, uyo—2uy 1 +5u,=0
12. wo=1,u1=1etVn=2, u,=un—1+ Up—>
13. up=1, uy=e*etVneN, uy x (Up)* = (Ups1)?
14. up=1letVneN*, u, =nu,_1+n!
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Exercice 24 (Calculs d’équivalents)
Donner un équivalent simple et la limite éventuelle de chacune des suites (u;) définies par :

1. u,=n*-2n 2. u,=+vn+nn)'"? +sin(n)
. up=2"+n? 4. up,=vn+l+yn
n+1
5. up=vn+l-+yn 6. un:sin( 5
n
.1 1 1
sin = 1—-cos-=|cos-=
7. up=—" 8. un:( 1”) L
en—1 enz —1
9. uy=Inn+1)-In(n) 10. u,=In(n+1)+In(n)
n+1
11. u,=In[———
nn+1)

Exercice 25 (y la constante d’Euler)
On pose pour tout x €]0, +oo] :

1 1
¢(x) = p +In(x)-In(x+1) et w(x)= 1 +In(x) —In(x + 1).

1. Etudier le signe des fonctions ¢ et v sur ]0, +ool.

1 1 1
2. En déduire la convergence de (1) ;=2 et (v,) n>2 définies par: u, =1+ > + 3 +oet——
n

In(n) et v, = u,, ——.
n

7]
3. Donner un équivalentde )_ P lorsque n — +oo.
k=1

Exercice 26 (Obtention d'un équivalent par encadrement)

1
1. Montrer que pour tout entier n=1,0na:2(vVr+1-yn) < 7 <2(vn-vn-1).
n
2. En déduire la limite et un équivalent lorsque n tend vers +oo de la suite (1), de
n
1

=

terme général : u, =

Exercice 27 (Equivalent d’'une suite définie implicitement)
Pour n > 1, on note (E;) 'équation : x —In(x) —n =0.

1. Montrer que (E,) admet une unique solution supérieure ou égale a 1, notée x,,.
2. Déterminer la limite de (x;) ;>1.

3. Donner un équivalent de x, quand n — +oo.
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Chapitre 5

Calcul matriciel et systemes linéaires

Dans tout le chapitre K désigne indifféremment R ou C.

1 Lespace ./,,(K)

1.1 Définitions

On fixe n et p deux entiers naturels non nuls.

Définition 1 Matrice
On appelle matrice a n lignes et p colonnes a coefficients dans K toute application :

A [Lnlx[,pl — K
G,j)  — Alij]

Le scalaire A[i, j] est appelé coefficient de A sur laligne i et la colonne j.

Il est aussi noté a; , et dans ce cas la matrice A est notée ((a;)) 1zi=n .
1=j=<p

A est représentée sous forme d’un tableau a n lignes et p colonnes :

colonne j
|
al ayp ... 6llj alp
an1 ary ... azj cee azp
A=
a1 app ... aij ... Qjp | < lignei
anl dng cee an] cee anp

On dit aussi que A est un matrice de taille n x p ou (n, p).

Notation : Lensemble des matrices de taille n x p a coefficients dans K est noté .4, (K).
Remarquer que .4y, (R) € 4y, (C).

Vocabulaire :
e Sin=1,onditque A€ .#4;,(K) est une matrice ligne.
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CHAPITRE 5 : Calcul matriciel et systémes linéaires

e Si p =1, ondit que A€ .4, (K) est une matrice colonne.
o Sin=p, M, (K) estnoté 4, (K) et on dit que A € ./,(KK) est une matrice carrée d’ordre n.
o La diagonale de A est la famille de ses éléments diagonaux (a;;)1<i<min(n,p)-

Définition 2 Egalité de deux matrices
Soient n, n/, p, p’ des entiers naturels non nuls, A € Mup(K) et B € My (K).
Onditque A= Blorsquen=n',p=p’et:

V(i,))ell,nl x[1,pl, Al jl=Blij]

Donc deux matrices sont égales si, et seulement si, elles ont méme taille et mémes coeffi-
cients.

Définition 3 Matrices triangulaires
Soit A€ 4, (K).

1. Ondit que A est triangulaire supérieure lorsque :

V@i, j)ell,nl? i>j= Ali,jl=0
2. On dit que A est triangulaire inférieure lorsque :

V@i, j)ell,nl?, i<j= Ali,jl=0
3. Ondit que A est diagonale lorsque :

V(i,j)ell,nl? i#j= Ali,jl=0

Une matrice triangulaire supérieure est de la forme :

ann di2 ... ... Qdin
0 ary ... ... 0op
0 0

0 0 ... 0 aun

Une matrice triangulaire inférieure est de la forme :

al 0 0 0

a1 dro 0 0
0

anl anz ces cee ann

ECSL1.1, Lycée Fermat Toulouse. http://mathcpge.org/ 100



1 L'espace My (K)

Une matrice triangulaire diagonale est de la forme :

A 0 0 ... 0
o A, 0 ... O
0 0o . - :Diag(/ll,/lg,...,/ln)
: S 0
0O 0 ... ... A,

Notations :

« On note T, (K) 'ensemble des matrices carrées triangulaires supérieures d’ordre 7 ;
» On note T, (K) 'ensemble des matrices carrées triangulaires inférieures d’ordre n;

» On note D, (K) I'ensemble des matrices carrées diagonales d’ordre n.

Proposition 4 Lien entre matrices diagonales et triangulaires
Soit A€ 4, (K). Alors :

Autrement dit : D, (K) = T,y (K) n T, (K).

A est diagonale <= A est a la fois triangulaire supérieure et inférieure

1.2 Opérations dans .4, (K)

On définit ’addition de deux matrices.

Définition 5 Addition dans .4, (K)
Soient A = ((a;)) 1=i=n € Mpp(K) et B = (D)) 1=izn € Mpp(K).
1<j<p l<sj<p

On définit une matrice notée A+ B = ((¢j})) 1zizn € Myp(K) par:
l<sj<p

V(i,)ell,n] x[1,pl, cij=aij+b;j

Onadonc:
Vi, j)ell,nl x[1,pl, (A+B)Ii,jl=Alijl+Bli,jl

1+2 3+1

N N (3 4
vempre: “lo+4 04574 5)

00 4 5
On définit ensuite la multiplication d'une matrice par un scalaire.

Définition 6 Multiplication par un scalaire d'une élément de .4, (K)
Soient A = ((a;)) 1zizn € Mpp(K) et 1 € K.
1<j<p

On définit une matrice notée 1.A = ((d;)) 1=i=n € Mpp(K) par:
l<sj<p

V@i, ) ell,nl x[1,pl, dij=Axa;j

Onadonc:
Y(i,j)ell,nl x[1,pl, A.AIl,jl=AxAli,j]
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3 2 2x3 2x1 6 4
Exemple:2.|10 1|=[2x0 2x1|=|0 2|.
11 2x1 2x1 2 2

Reste a définir I'’élément neutre pour I'addition.

Définition 7 Matrice nulle

Dans .4, (K), on appelle matrice nulle la matrice dont tous les coefficients sont égaux a 0.
On la note 0.

Dans ./, (IK), la matrice 0,,, est notée plus simplement 0,,.

Exemple:024:(g 00 0

Théoreme 8 Regles de calcul dans I'espace .4, (K)

Les deux opérations précédentes ont les propriétés suivantes V(A,u) € K2, V(A,B,C) €
(A 3€))*

o Commutativité de l'addition :

A+B=B+A

» Associativité de l'addition

(A+B)+C=A+(B+C)

e La matrice nulle est '« élément neutre » pour U'addition
Opp+A=A+0,,=A

e (—1).A est '«opposée » de A

A+(-1D.A=(-1).A+ A=0yp

e Multiplication par un scalaire distributive p/r a l'addition des scalaires
A+w).A=21.A+u.A

e Multiplication par un scalaire distributive p/r a l'addition des matrices
A(A+B)=A1.A+A.B

e Associativité de la multiplication par un scalaire

A(pA) = A xp.A=pu(1.A)

e Le scalaire 1 est '« élément neutre » pour la multiplication par un scalaire
1.LA=A

Nous dirons plus tard dans I'année que ces propriéts font de .4, (K) un «K-espace vectoriel
dont le vecteur nul est 0,, ». Intuitivement, on constate que ces regles de calcul sont les
mémes que celles apprises au lycée pour les vecteurs du plan (ou de I'espace).

Dorénavant la matrice (—1).A sera notée plus simplement — A.

A partir des regles de calcul précédentes, on obtient les reégles suivantes.

ECS1.1, Lycée Fermat Toulouse. http://mathcpge.org/ 102



1 L'espace My (K)

Corollaire 9 Regles de calcul dans Pespace ./, ()
Si (A, ) € K2 et (A, B) € (M (K))*, on a:
1. .(A-B)=1.A-A.B;
A0np =0pp;
A-w).A=1A-pu.A;
0.A=0,p;
(-A).(- A) = 1.A;
Intégrité externe
AMA=0pp = A=00uA=0pp;

AMA=puA<— A=0,,0ul=py;
ANMA=AB<— A=00uA=B.

S o

/\ Ne pas négliger la propriété d’intégrité externe qui est fondamentale dans la simplifica-
tion des calculs ou la résolution d’équation.

1.3 Matrices élémentaires

Définition 10 Matrices élémentaires

Soit (i, j) € [1, n] x [1, p].

On note E;; la matrice de .4, () dont tous les coefficients sont nuls, sauf celui situé a
I'intersection de la ligne i et de la colonne j quiestégalal:

colonne j
l
0 0 0 ... 0
0 0 0 .. 0
Ejj=|: : : :
0 0 ... 1 ... 0| <lignei
0 0 ... 0 0

1 sii=ketj=¢

OnadoncV(k,0) e ll,n] x[1,pl, Ejjlk,1] = { 0 sinon

1 sii=j

Pour deux entiers naturels i et j, on introduit le symbole de Kronecker : §;; = { 0 sinon

On adonc E;j[k, €] =i x 6 jo.

Exemple: Dans ./ (K), on a quatre matrices élémentaires :

1 0 01 00 00
EH:(O 0) E12=(O 0) 521=(1 0) EZZ:(O 1)
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Nous verrons plus tard que ces matrices jouent un role tres particulier dans ., ().

2 Produit matriciel

2.1 Produit d’'une matrice par un vecteur colonne
X1
X2
Si A= ((a;jj)si=n € Mpp([K) et X = | | € A pl(K), on définit le produit A x X € 4y (K)
1=j=<p :

Xp
par:

p
Z ayg X Xk
k=1

p
Ax X = Y ajxxp| — lignei
k=1

p
Y. g x Xk
k=1

ie que pour tout i € [1,n] :

p
(AX)[i,1]1 = ) @ x X
k=1

2.2 Cas général : produit de deux matrices

Soient n, p et g des entiers naturels non nuls.

On définit le produit de A € 4y, (K) par B € /,4(K) ainsi :
e onnote Cy, ..., C, les matrices colonnes égales aux colonnes de B,

* lamatrice Ax B € ./,,(K) estla matrice dont les colonnes sontles matrices colonnes Ax Cy,
., AxCy,.
’ q

/\ Nous ne définissons donc le produit A x B que dans le cas ol le nombre de colonnes de
A est égal au nombre de lignes de B.
Dans les autres cas le produit A x B n’est pas possible.

Théoréme 11 Formule du produit matriciel
Soient A = ((a;;)) 1sin € Mpp(K), B=((b;j))1=i=zp € Mpq(K).
<jsp

1<sj=q
Onnote A x B = ((¢;})) 1=i=n € Mpuq(K).
1=j=q
On aalors:

p
V@i, j)ell,n] x[1,ql, cij=)_ aikx b;
k=1
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Autrement dit :

p
V@i, ) ell,nl x[1,q], (AxB)i,jl=)_ Alik]xBIk,jl
k=1

/\ ATTENTION'! Le produit matriciel ne se fait pas coefficient par coefficient (contrairement
al’addition) : (A x B)[i, j] # Ali, j1 x Bli, jI.

Démonstration : En effet la j-iéme colonne de A x B est donnée par :

p
ayg % by
k=1
by j p
AxCy=Ax| : [= ];aikxbkj — lignei
bpj
p
Y nk x by
k=1

CQFD [

Proposition 12 Lignes de la matrice A x B
On note Ly, ..., L, les matrices lignes égales aux lignes de A. Alors la i-ieme ligne de la ma-

trice Ax B estégalea L; x B.

Comment poser le produit matriciel ?

Le coefficient c¢;; situé ligne i colonne j se calcule en suivant la ligne i de la matrice A et la
colonne j de la matrice B. Une disposition astucieuse des matrices permet de visualiser ce

calcul.
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q .

big ee [B1j) -oe Big

b bl\-_]_ ' hlt:j e n E"k.q‘

bI,_l Laa bp.j aaa hp-q’

P I
ily.1 cese Hlk .. Hilpp i | swi. B T
L '.\”l:l. - il =aa ”"Pj — -'r*r:'-r cow Cig e |1[§I1E' f

Bn1 v gk ... fpgp Cpnl cos l!'f,,_j ses g

|

colonne j

Cette figure permet aussi de comprendre pourquoi il est nécessaire que le nombre de co-
lonnes de A soit égal au nombre de lignes de B.

2 1 110 2 21 2 4
Exemple: Pour A=|0 3|etB= onaAB=|0 0 3|etBA= .
1 0 0 01 11 0 1 0

/\ ATTENTION : méme si les deux produits AB et BA existent (ce qui est rarement le cas),
on voit que AB # BA en général. Le produit matriciel n’est donc pas commutatif.

01
Exemple: Pour A = (

0 0
0 0)75020naA2:( ):02.

00

/\ ATTENTION : si AB = 0,4, on ne peut pas dire que A = 0,, ou B = 0,,. Le produit matri-
ciel n’est pas integre.

Plus généralement I'égalité AB = AC ne donne pas B = C, méme si A # 0.

Par contre si A= 0y, ou B =04, on a bien évidemment AB = 0,,.

Définissons maintenant I’élément neutre pour le produit matriciel.

Définition 13 Matrice identité
On note I, lamatrice de .4, (K) dont tous les coefficients sont nuls, sauf ceux de la diagonale
qui sont égauxal:

100 ... ... 0

01 0

0 01 0
I, =

000 .. 0 1

Autrement dit: Y (i, j) € [1, nl?, I,li, j1 = 6.
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Théoréeme 14 Regles de calcul pour le produit matriciel
1. Associativité: Si Ae Mup(K), B€ /%pq([K) etCe My (K):
Ax(BxC)=(AxB)xC

2. Distributivité a droite : Si A€ .#,,(K) et (B,C) € (./%pq(K))z :

Ax(B+C)=AxB+AxC

3. Distributivité a gauche: Si (4, B) € (., (K))° et C € My (K) :

(A+B)xC=AxC+BxC

4. Lien entre produit matriciel et produit par un scalaire :
Si (A, B) € (MnpK)) et LeK :

A.(AxB)=(A1.A)xB=Ax(A.B)

5. Elément neutre : Si A€ 4, (K) :

AxIp=Ix A=A
6. Matrice nulle: Si A € ./, (K) :

Ax0pg=0pqg et 0pnxA=0pn)p

/\ ATTENTION : rappelons une derniére dois que le produit matriciel est non commutatif
et non integre.

2.3 Produit matriciel et matrices carrées

Appliquons les résultats précédents dans le cas n = p : 'addition deux éléments de ./, (K)
donne encore un élément de .4, (K), et la multiplication d'un élément de .4, (K) par un sca-
laire donne aussi un élément de .4, (K). A ces deux opérations s'ajoute le produit matriciel,
qui permet de multiplier deux éléments de .4, (K) et qui donne un élément de .4, (K). On
dit que ces trois opérations sont internes). L'élément neutre pour le produit matriciel est la
matrice I, :

VA€ Mp(K), AxI,=I,xA=A

Ce produit est non commutatif et non intégre.

On peut remarquer que la matrice /,, commute avec toutes les matrices de .4, (K). Plus gé-
néralement, pour tout A € K, la matrice A.I;, commute aussi avec toutes les matrices car
(A.I,)A= A(A.I,;) = A.A (on peut aussi démontrer que ce sont les seules matrices carrées qui
commutent avec toutes les autres mais c’est une autre histoire).
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A0 ... 0
0O A ... 0

Les matrices carrées de la forme A.I,, = Diag(A,...,A) =| . . . . | sont appelées ma-
0 0 A

trices scalaires.

Définition 15 Puissances d’'une matrice carrée
Si A€ 4y, (K) et p € N on définit AP par récurrence : A = I,, et AP = Ax AP~L,
Sip=zl,onadonc AP =AxAx Ax---x A,

p fois

/\ ATTENTION : bien évidemment, on ne peut pas dire que (A”)[i, j1 = (Ali, j1)” ! Par exemple :

2

1 2y (-1 2 12 22
-1 0] (-1 —27'5(—1)2 0?

Proposition 16 Regles de calculs des puissances
Soient (A, B) € (4, (K)) et (p, q) € N2.

1. (AP)7=(A7)F = APd

2. AP x A9 = A9 x AP = AP*4

3. Si Aet Bcommutent: (AB)P) = APBP;
sinon (AB)? = ABx ABx---x AB

p fois

Théoréeme 17 Cas de matrices triangulaires/diagonales
Soient (A, B) € (4, (I))* Soient (A, B) € (M, (K))°

1. Si (A, B) € (T; (K))* alors: Vi € [1,nl, (AB)[i, il = Ali, i] x Bi, i]. Autrement dit :

M 1 A
0 A, * 0 upr * 0 Aolls  *
X =
0 0 ... o) Lo 0o ... w 0 0 ... Ann

etdonc VpeN, Yie [1,nl], (AP)li,i] = (Ali, i), ie:

M PooAb

0 A * 0 A %
VpeN, . =l . .

0 0 ... A 0 o0 .. Ab
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2. On ales mémes résultats avec des matrices triangulaires inférieures.

3. En particulier, si A et B sont deux matrices diagonales telles que A =
Diag(A1,...,A,) et B=Diag(uy, ..., ), alors :

Al 0 0 M1 0 0
0 /12 0 0 Mo ... 0
AB = . .. A R S .
0 0 .. A, 0 0 ... up
)Llul 0 0
0 /12,U2 0
0 0 veo Anlin
M1 0 0 /11 0 0
0 M2 ... 0 0 Ag 0
= 1. . . N Y . |=BA
0 0 ... up 0 0 .. A,

et pour tout p € N: A? = (Diag(d1,...,1,))" = Diag(/lf, o AR)

Mmoo o0\ A oo o0
0 A2 ... 0 0 A ... 0
0 0 ... A, 0 0 .. AP

Corollaire 18 Produit de matrices triangulaires/diagonales

1. Le produit de deux matrices triangulaires supérieures (resp. inférieures) donne une
matrice triangulaire supérieure (resp. inférieures), autrement dit le produit matriciel
laisse stable T, (K) (resp. T}, (K)).

2. Le produit de deux matrices diagonales donne une matrice diagonale, autrement dit
le produit matriciel laisse stable D, (K).
De plus, deux matrices diagonales commutent toujours entre elles.

A\En général, une matrice diagonale ne commute pas avec une matrice quelconque.

De méme que pour les nombres réels ou complexes, on peut établir une formule du binéme.
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Théoréme 19 Formule du bindme de Newton, version matrice
Soient (A, B) € (,/%H(K))Z tel que A et Bcommutent, ie AB=BA:

n

vneN, (A+B)"=)
k=0

n
A*x B =B+ A" =Y
k=0

n
k

n -
.BICXAn k

" [n
Si A et Bcommutent,on adonc: (A-B)" = Z (k)(—l)”_k.Ak x Bk,
k=0

/\ ATTENTION : ce résultat est faux si AB # BA.
Par exemple, ona: (A+B)? = A2+ AB+ BA+B? # A2 +2.AB + B2,

1 011
0101 . .

Exemple: On pose M = 00 1 ol Calculer M" pour tout entier naturel 7.
0 0 01

2.4 Matrices carrées inversibles

Définition 20 Matrice inversible
Soit A € /4, (K). On dit que A est inversible (a gauche et a droite) lorsqu'’il existe B € .4, (K)
telle que :

AB=BA=1,

Proposition 21 Unicité de I'inverse
Soit A € ., (K) inversible. Alors il y a unicité de la matrice B € .4, (K) telleque AB = BA = I,,.

Définition 22 Inverse d’'une matrice inversible
Soit A € 4, (K). On appelle inverse de A'unique matrice B € ./, (K) telleque AB = BA=I,,.
Onlanote AL,

1
/\ ATTENTION : A~! n’existe pas toujours. De plus, il ne faut pas la noter e

Exemple: I, estinversible et I, = I,,.

Exemple: 0,, est non inversible.

1(1 1
) est inversible d’'inverse A™! = > ( )

1
Exemple: A = ( 11

1 1
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01
Exemple: N = (O 0
Plus généralement on dit qu'une matrice N € .4, (K) est nilpotente lorsqu’il existe p € N* tel
que N” =0,; une telle matrice n’est pas inversible.

) vérifie N? = 0, et n’est donc pas inversible.

Exemple: Soit A € 4, (K) telle que A%+2A-31I, =0,. Montrer que A est inversible et donner
A1 en fonction de A.

Notation : On note G/, (K) I'’ensemble des matrices carrées inversibles d’ordre .
Gl,(K) est appelé groupe linéaire d’ordre 7 sur K.

Théoréme 23 Regles de calcul de I'inverse
Soient A et B deux matrices inversibles de ./, (KK).

1. A !estinversible et (A‘l)_1 = A.
2. ABestinversibleet (AB)"!=B"1A"1.

1
3. Sidlek*, A.Aestinversibleet (1.A)~! = Z.A—l.

4. Pour tout p € N, AP est inversible et (A7) = (A™1)".

/\ ATTENTION'! En général la matrice A + B n’est plus inversible. Considérer par exemple

1 -1
A—(l 1 )etB——A.

Définition 24 Puissances négatives d'une matrice inversible
Soit A € 4, (K) inversible. On pose :
ePourtoutneN, A”=AxAx---xA;

—_—

n fois

e pour tout n€ Z\N, A" = (A_l) X (A_l) X oee X (A‘l)

g

—n fois

Proposition 25 Regles de calcul des puissances négatives
Si(n,p)eZ? ona:(A")’ = A" = (AP)" et A" x AP = A™*P = AP x Aet (A1) = A"

Théoréme 26 Inversibilité a gauche ou a droite d’'une matrice
Soit A€ 4, (K). Alors on a équivalence de :

(i) A estinversible;

(ii) A estinversible a gauche;

(iii) A est inversible a droite.

Autrement dit si A et B sont deux matrices de .4, (K) telles que AB = I, alors A et B sont
inversibles, A" = Bet B~! = A.
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Exemple: Soit A € ./, (K) telle que A>+2A—-3I, = 0,. Montrer que A est inversible et donner
A~! en fonction de A.

Proposition 27 Inverse d’une matrice carrée d’ordre 2
b
Soit A= (Z d) € > (K). On appelle déterminant de A le scalaire :

det(A) = ad — bc

Onaalors:
A est inversible < det(A) #0

et dans ce cas:

PN (d —b)
~ det(A) \-c a

Démonstration : Remarquer que A2 —(a+d).A+ (ad - bc).I, = 0,.

CQFD [

Exemple: A= (? _ll) donne A™! = % (_l _l).

3 Transposition

3.1 Premieres propriétés

Définition 28 Transposée d’'une matrice
Soit A = ((a;}))1=i=n € Myu,(K). On appelle transposée de A, la matrice B = ((b;j))1=i=p €
; 1<j<p X

1<j=<n
Mpn(K) définie par :
Vi, ) ell,pl x[1,nl, bij=aj;

Cette matrice B est notée A.

Autrement dit :
V@i, ) ell, pl x[1,nl, (‘A)li, jl = Alj, il
(1 3
0 1 1 0 2 . . .-
Exemple: 5 1)713 1 1 . Les colonnes deviennent les lignes, et réciproquement.
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3 Transposition

Théoreme 29 Regles de calcul de la transposée
Soient (A, B) € (M (1)) et L € K.
1. {A+B)="A+'Bet{(1.A) =A.'A

2. "A)=A
3. {AxB)='Bx'AetdoncVqeN, (A7) =(‘A)1.

4. Sin=p: Aestinversible si, et seulement si, ‘A 'est. Dans ce cas (A1) = (“A) .
Donc Vg € Z, /(A7) = (*A)7,

Proposition 30 Transposée de matrices triangulaires/diagonales

1. Si Ae T,f (K) alors ‘A € T, (K). De méme, si A€ T, (K) alors ‘A € T, (K).

2. Si D est diagonale alors B aussi, puisque ‘B = B.

3.2 Matrices symétriques et antisymétriques

Définition 31 Matrices symétriques/antisymétriques
Soit M € 4, (K).

1. Ondit que M est symétrique lorsque ‘M = M, ie lorsque :
V@i, j)ell,nl?,  Mli,jl = M[j,i]
2. Ondit que M est antisymétrique lorsque ‘M = — M, ie lorsque :

V(i,j)€1,nl? Mli,jl=-Mlj,il

Si M est antisymétrique, on a : Vi € [1,n], M[i,i] = 0. Donc une matrice antisymétrique a
tous ses coefficients diagonaux égauxa 0.

Exemple: I, est symétrique. 0, est a la fois symétrique et antisymétrique.

a b c
Exemple : Une matrice symétrique d’ordre 3 est de laforme [ b d e | et une matrice anti-
c e f
0 a b
symétrique d’ordre 3 estdelaforme |-a 0 c|.
-b —-c 0

Notations : on note S, (K) I'’ensemble des matrices symétriques d’ordre n, et A,(K) I'en-
semble des matrices carrées antisymétriques d’ordre n.

Exemple : Soient A et B symétriques. Alors A et B commutent si, et seulement si, AB est
symétrique.
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/\ ATTENTION'! En général, le produit de deux matrices symétriques n’est plus symétrique.

1 0 -1 2 0 1 1 3 =2
Considérer parexemple A= 0 2 3 |etB=|0 -1 -1|quidonnentAB=|1 -5 -3]|.
-1 3 0 1 -1 1 0 1 -4

4 Systemes linéaires

Pour commencer, nous allons voir sur deux exemples pourquoi il est indispensable de ré-
soudre des équations (ou systéeme d’équations) par équivalence.

 On consideére 'équation x*> + x + 1 = 0 d’'inconnue x € R.
Si on multiplie par x : x> + x>+ x = 0. Et comme x*> = —x— 1, on en déduit: x3 = 1,ie x = 1
puisque x € R.
C’est absurde puisque 1 n’est pas solution de I’équation de départ!!
Explications : on a en fait raisonné par implications et obtenu x? + x+1 =0 = x = 1. Mais
x = 1 serait 'unique solution & condition d’avoir I'ééquivalence x> + x+1 =0 < x = 1. Or
ce nest pas le cas ici, I'implication x = 1 = x? + x + 1 = 0 est fausse.
On a donc obtenu que I'équation n’a pas de solution!

x-y = 1 Q)
e On consideére le systeme d’équation : x+y = 3 (2
-x+3y = -3 (3)

(1) + (2) donne 2x =4 donc x = 2, et (2) + (3) donne 4y = 0 donc y = 0. Le systéme aurait
donc comme unique couple solution (2,0) ?
Encore une fois la réponse est non : ce n’est pas une solution.

x-y = 1 (1)
On a donc : x+y = 3 (2) = (x,y) = (2,0) mais la réciproque est fausse. En
-x+3y = -3 (3

conclusion le systéme n’a aucune solution.
Que retenir de cas exemples ? Qu'’il faut résoudre des équations en raisonnant par équiva-
lence! Si ce n'est pas possible, alors il faut garder en téte qu’on ne trouve pas que des so-
lutions mais aussi des « candidats solutions ». Il faut alors vérifier au cas par cas si chaque
« candidat solution » est bien une solution.

4.1 Définitions

On se donne deux entiers naturels non nuls 7 et p, ainsi que np coefficients (a;;) 1=i=» dans
1<j<p
K que nous appellerons coefficients du systéme, et n autres coefficients by, ..., b, dans K

qui formeront le second membre du systeme.

On considere alors le systeme linéaire de n équations a p inconnues :

anxy + apx; + ... + ajXj + ... + dipXp = b]
anxy + dgpx, + ... + azjXj + ... + dopXp = b,
S) A _
apnxy + apxy + ... + ajjxj + ... + aipXxp, = b;
amxy + appXz + ... + apjx; + ... + appXp = by
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X1, X2, ..., X, sont appelées inconnues du systeme. Résoudre le systeme (S) consiste a trou-
ver 'ensemble .# de tous les p-uplets (xy,..., X,) € KP qui sont solutions des équations de
.

On appelle systéeme homogeéne associé, noté (Sy), le systeme obtenu lorsque by = by, =--- =
b, = 0. On note .4 'ensemble des solutions du systtme homogene. Remarquez qu’'on a
toujours (0,0, ...,0) € H, et donc H # @.

On dit que le systeme (S) est compatiblelorsque .# # @, etincompatible dans le cas contraire.
D’apres la remarque précédente, un systeme homogene est toujours compatible.

Définition 32 Systémes équivalents
Si (S) et (') sont deux systemes linéaires, on dit qu’ils sont équivalents lorsqu’ils ont le méme
ensemble de solutions : . = .#'.

Deux systemes équivalents ont donc méme nombre d’inconnues mais pas nécessairement
le méme nombre d’équations.

x+v = 9 x+2y = 3
Exemple: (S) { x+2§ ; 3 et (Sh x-y = 0
x+y = 2

Définition 33 Opérations élémentaires sur les lignes

Onnote Ly, Ly, ..., L, leslignes (ie les équations) du systéme linéaire (S). On définit alors les
opérations élémentaires sur les lignes :

- échange deslignesiet j:L; — L;

- multiplication de la ligne i par un scalaire f e K* : L; — B.L;

- POUR i # j, remplacement de la ligne i par elle-méme additionnée du produit de la ligne
jparunscalairea € K:L; — L;+a.L;

Les deux dernieres opérations regroupées donnent: L; — .L; + a.Lj avec f #0 et i # j.

Théoréeme 34 Opérations élémentaires

Si (§') est un systeme linéaire obtenu par opérations élémentaires sur les lignes de (S), alors
(S) et (§') sont équivalents. Autrement dit, les opérations élémentaires sur les lignes ne mo-
difient pas 'ensemble des solutions d'un systéme linéaire.

Définition 35 Systéme de Cramer
Un systeme de Cramer est un systeme de n équations a n inconnues (donc n = p), qui admet
une unique solution.
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/\ un systéme peut avoir une unique solution sans étre un systéme de Cramer. Par exemple :
x+y = 2
x—y =0
3x+y 4

Les matrices permettent de simplifier les notations. On consideére la matrice des coefficients :

ann a2 ... alj alp
ar; dry ... lej dzp
A= ((ai i) 1=isn = € ./%n (9]
J 1<j<p aip 42 ... dij ... Qjp p
anl anz e anj o anp

la matrice colonne du second membre :

b

b,
B= € M (K)

et la matrice colonne des inconnues :
X1

X2
X=1. EJ%pl(K)

Alors on a le résultat suivant.

Proposition 36 Ecriture matricielle d’'un systéme linéaire

(x1,...,Xp) € K est solution de (S) <= Ax X =B

4.2 Le pivot de Gauss

Le pivot de Gauss est un algorithme, basé sur les opérations élémentaires sur les lignes d'un
systeme, qui permet de déterminer I’ensemble des solutions.

On considere donc le systéme :

anxy + apxx + ... + a1jX; + ... + dipXp = bl
a1 xy + daxpx,2 + ... + azjXj + ... + WMpXp = b,
(S) ' _
anxy + apxy + ... + a;jxj + ... + aippxp = b;
AniX1 + appXz + ... + aujXj + ... + appXp = by
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CAS 1| Tous les coefficients du systeme sont nuls : V(i, j) € [1, n] x [1, pl, a;; = 0.
CAS 1.1 |b; =--- = b, =0. Dans ce cas le systeme a une infinité de solutions : .¥ = K”. FIN
CAS 1.2 |3i € [1,n]/ b; #0. Dans ce cas le systeme est incompatible : ¥ = @. FIN

Au moins un des coefficients du systeme est nul : 3(, j) € [1, n] x [1, pl, a;; # 0.

Dans ce cas on effectue I'opération élémentaire L; — L;. On obtient un nouveau systéme
linéaire qui, pour simplifier, sera noté comme celui de départ :

anxy + apx + ... + a4jX;j + ... + aipXp = by
a Xy + axpxx + ... + djX;j + ... t+ aypXp = by
apnxy + apxy + ... + ajjxj + ... + ajpxp = b;
amxy + appXz + ... + apjX; + ... + appXp = by

avec cette fois a;; # 0.

Ensuite on renumérote les inconnues de maniére a permuter x; et x;. Dans le nouveau sys-
teme, on a a;; # 0. Ce coefficient sera notre pivot; on l'utilise pour faire disparaitre I'incon-
nue x; de tous les autres équations grace aux opérations :

ail

Li—Li——1L,, avec i€ [2,n]
arn

On a alors le systéeme équivalent a (S) :

+ | aipxo + ... + a1jx; + ... + QpXp = by
apXy + ... + @jx; + ... + dopXp = bg

< : :
aippX2 + ... t+ ajjx; + ... + aippXp = b;
AmeX2 + ... + apjXj + ... + appxpy = by

On recommence alors le processus avec le sous-syteme :

arXxr» + ... + azjXj + ... + dopXp = b,
asx; + ... + azjxj + ... + dagpXp = b3
S : :
S AjpXxp + ... + ajjx; + ... + a4ippXp = b,‘
AmXy + ... + apjx; + ... + appXp = by

CAS 2.1 |Tous les coefficients de .4 sont nuls. Dans ce cas, on arréte I'algorithme. FIN

CAS 2.2 |On se rameéne a un systéme équivalent a (S;) ol az» # 0. Ensuite, en utilisant ce
coefficient comme pivot, on fait disparaitre x, des autres lignes de (S;). On obtient alors que
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+ dppxp + | a1z3xg + + ayjx; + ... + dipXp = by
+ | dp3X3 + azjxj + ... + apxp, = by
as3 X3 asjXxj azpXp, = b3
4 :
ajsxs + + a;ijxj + ... + QipXp = b;
dn3X3 + N + aanJ + ces + anpxP - bn
Et on recommence avec le sous—systéme .

asgxs + + adjxj + MpXp = b3

aszxs + +  agjx; + AapXp = by

S .

(2) 4 aj3xs + + ajjx; + aipXp = b;

an3XxX3 + + apjxj + AnpXp = bn

Etc...

On arréte I'algorithme lorsqu’on obtient un sous-systéme dont tous les coefficients sont

nuls :

+ ajz Xo + a3 xs
+ a3

+ ... +
+ ... +
+ ...+

airXr
A2y Xr
asr Xy

ou lorsqu’on a utilisé chaque inconnue comme pivot :

(@] +

aizxs +
az3xz +

a3 3] +

+

+

AipXp
A2pXp

0

+

AipXp
A2pXp

0

by
b,
bs

(ce quirejoint le cas précédent avec r = p), ou encore lorsqu’il ne reste plus de lignes dans le
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dernier sous-sytéme :

+ apx2 + aizxs + ... + dipXp + ... T AipXp = b]
+  dxzxs + ... AdonXn dopXp = by
< + coe + aann + cee + ngpxp = b3

+ ..+ appxp = by

+
—+
_+_

(ce qui rejoint encore le cas d’avant avec r = n).

On est certain que 'algorithme se termine en un nombre fini d’étapes puisque le systeme de
départ n’a qu'un nombre fini d’équations (donc de lignes).

Dans tous les cas on a donc obtenu :

+ apxx + aizx3 + ... + aX + ...t AipXp = b]
+ dxyxs + ... + Xy dopXp = by
+ cee + asrx" + coe + ngpxp = b3

_+_
+

S) = )

(S) 3 + + arpxp = by
O + + O = br+1
0 + ... 0+ 0 = by

ou I'entier naturel r vérifie 1 < r < min(n, p) (r = 0 si le systeme de départ avait tous ses
coefficients nuls, mais ce cas n’a aucun intérét). De plus, les coefficients diagonaux sont non
nuls: a;; Z0siie[1,r].

On dit que (S) a été mis sous forme réduite de Gauss.

4.3 Rang et résolution d'un systéme linéaire
4.3.1 Résolution des systemes linéaires

On va maintenant résoudre dans le cas général le systeme linéaire (S). Grace a I'algorithme
du pivot de Gauss, on a:

+ apx, + ai3xz3 + ... + dirXy + + ApXp =
+  amxs + ... + asyx, + + aypXx, =

+ o+ az X, + ..+ azpxp =

(8) = (8« '
+ o+ appxy =
0 =
0 =
et il est donc équivalent de résoudre le systeme linéaire (S').
On obtient premierement que le systéme est compatible si et seulementsi b, =--- = b, =0.

Ces lignes du systeme seront donc appelés conditions de compatibilité. Supposons désor-
mais qu’elles sont vérifiées ; les dernieres lignes du systeme sont donc de la forme 0 = 0 et
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peuvent étre omises :

+ dpx, + ai3x3 + ... + diyxXp + ... + aipXp =
+ axx3 + ... + ayxr MpXy =
S) = (S') y asxs| + ... + a4zXx + ... + dzpXp =

+ o+ appxy =

_+_
+

On a alors deux cas a envisager.

r:p(doncpsn).

+ dapx, + ai3xz3 + ... + ay,p-1Xp-1 + aipXp =
+ dxxs + ... + az,p-1Xp-1 + A2pXp

aszxs| + ... + azg,p-1Xp-1 +  azppXp =

Ap-1,p-1Xp-1| + QappXp =
AppXp | =

Dans ce cas la derniere ligne donne une unique valeur de x,, I'avant derniére une unique
valeur de x,-1, ..., la premiére une unique valeur de x;. (S) a donc une unique solution.

casz]r <p.

(S) < (8 {

anxy| + apxx + ... + aypXxy, + 4GraXi+ T+ AipXp
dxpXp| + ... + adxyXy + aAzry1X2r+1 t+ ...+ 2pXp

+ ar,r+1x",r+1 + cee + arp.Xp

Dans cas les p — r inconnues x;41, ..., X, peuvent prendre n'importe quelle valeur. On les
appelle les inconnues libres ou arbitraires. Une fois cette valeur fixée, les autres inconnues
X1, ..., X peuvent prendre une unique valeur. (S) a donc une infinité de solutions.

(8) = (S)

4.3.2 Rang d’un systéme linéaire

by
b,
b3

Définition 37 Rang d’un systéeme linéaire
Lentier naturel r obtenu avec I'algorithme du pivot de Gauss est unique (on 'admet). Il est
appelé rang du systéme, noté rg(S).

Proposition 38 Rang d’un systéme linéaire
Ona0=<rg(S) <min(n,p).
Et:rg(S) = 0 si et seulement si tous les coefficients de (S) sont nuls.
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Théoréeme 39 Solutions d’un systéme linéaire

Un systeme linéaire (S) peut avoir : aucune solution, ou une unique solution, ou encore une
infinité de solutions.

S’il est compatible, alors il a une unique solution si et seulement si rg(S) = p (et alors p < n).
Dans le cas contraire on a rg(S) < p et (S) a une infinité de solutions.

Retenir aussi que :
— pour avoir une unique solution, il faut donc au moins autant d’équations que d’inconnues;
— dans le cas d'une infinité de solutions, le nombre d’inconnues libres est p —rg(S).

Corollaire 40 Rang et systemes de Cramer
Si le systeme linéaire (S) a n équations a n inconnues (donc n = p), alors:
(S) est de Cramer si et seulement si rg(S) = n.

4.3.3 Rang et systemes linéaires échelonnés

Définition 41 Systeme linéaire échelonné

Soit (S) un systeme linéaire. On dit qu'’il est échelonné lorsque :

(i) si une ligne est nulle, alors toutes les suivantes sont nulles;; ‘

(i7) sile premier terme non nul de la ligne i est en position j, soit la (i + 1)ieMe o5 nulle, soit
le premier terme non nul de la (i + 1)1€M€ ligne est en position k avec k > j.

Autrement dit : d'une ligne a I'autre il y a au moins une inconnue en moins « sur la gauche ».

2x + 3y + ¢t =1
Exemple: 3z + 5t = 0 estéchelonné,
7t = 3
2x + 3y + ¢t =1
mais 3z + 5t = 0 nelestpas.
z - 7t = 3

Définition 42 Systeéme linéaire triangulaire

Soit (S) un systeme linéaire. On dit qu'’il est triangulaire lorsque :

(i) si une ligne est nulle, alors toutes les suivantes sont nulles;

(ii) le premier terme non nul de la ligne i est en position i (ie sur la diagonale).

Autrement dit : d'une ligne a l'autre il y a exactement une inconnue en moins « sur la
gauche ».

Lalgorithme du pivot de Gauss donne un systeme linéaire triangulaire.

Proposition 43 Lien entre triangulaire et échelonné
Un systeme linéaire triangulaire est échelonné.
La réciproque est fausse.
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3x + 8y + 5z + 4t = 0
. y + 2t = 7 . . . <
Exemple: 9z + 6f = 1 est triangulaire donc échelonné,
0 =1
2x + 3y + ¢t =1
et 3z + 5t = 0 estéchelonnémaisnon triangulaire.

7t = 3

On peut remarquer que, quitte a permuter les inconnues, tout systeme échelonné se mettre
sous forme triangulaire.

Théoréeme 44 Rang d’un systeme linéaire échelonné
Si () est un systeme linéaire échelonné, alors rg(S) est égale au nombre de lignes non nulles.

4.4 Matrices inversibles et systemes linéaires

Théoréme 45 Inversibilité et systémes linéaires
Soit A€ 4, (K). Alors :

Aestinversible < 3B e 4,[K)/ V(X,Y) € (/%M(K))Z, [AX =Y < X=BY

et dans ce cas B = A~! (donc si elle existe, B est unique).

Application : calcul de I'inverse d’'une matrice par la méthode du systéme linéaire

Soit A € 4, (K). On cherche a résoudre le systeme linéaire AX = Y avec (X, Y) € (M (K))z.

On a deux alternatives possibles :

» Le systeme n’est pas de Cramer (ie il n’a pas une unique solution). Dans ce cas A n’est pas
inversible.

o Le systéme est de Cramer. Dans ce cas A est inversible et 'unique solution est X = A™'Y.
On peut donc lire sur I'écriture des solutions les coefficients de A™!.

2 11 1 1 1 -1
Exemple: A=| 4 1 0|estinversibleetA™'==[-4 4 4
-2 2 1 10 -6 -2

On en déduit un critere tres simple d’inversibilité d'une matrice triangulaire.

Corollaire 46 Inversibilité d'une matrice triangulaire
Soit T une matrice triangulaire (supérieure ou inférieure) d’oredre n. Alors :

T est inversible <= tous ses coefficients diagonaux sont non nuls <= Vi€ [1,n], T[i,i] #0
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Linverse d'une matrice triangulaire supérieure (resp. inférieure) est elle-méme triangulaire
supérieure (resp. inférieure), mais ce résultat n’est pas au programme.

Dans le cas d’'une matrice diagonale, on sait aussi facilement calculer son inverse.

Dans ce cas : .
M

D! :Diag(i,...,i) = !
Al An :

0

-2 o

0

A0 ooo0) (AP o
0 A2 ... 0 0 A)
0 0 .. Ay 0 0

Corollaire 47 Inversibilité et puissances d’'une matrice diagonale
Soit D = Diag(Ay,...,A,) une matrice diagonale d’ordre n. Alors :

L

M

On en déduit que, pour tout p € Z : AP = (Diag(Ay,...,A,))" = Diag(/lf, ..

0
0

A

D est inversible <= tous ses coefficients diagonaux sont non nuls <= Vi€ [1,n], A; #0

L)
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5 Exercices

Exercice 1 Calculer les produits de matrices suivants :

1 -3 1 -3 1 2 1 -2
1. X 2. X
-3 1 -3 1 -3 1 -1 1
1 -2 1 2 cosa —sina) (cosf -—sinf
3. x 4. . x| .
-1 2 -3 1 sina@ cosa sinff cosf
cosa sina cosff sinp
5. . x| .
sina@ —cosa sinfB —cospf

. . g 4 -1
Exercice 2 (Polynéme annulateur et inversibilité) Soit A= (1 _30). Vérifer que A® —

A—-2I, =0,, puis en déduire que A est inversible et calculer A~

Exercice 3 (Calcul de puissances par conjecture) Déterminer A” en fonctionde ne N
dans les cas suivants :

0110
-1 0 2
11 1 -1 0 011
A‘(o 1)’ A‘(—1 1)’ A=lo 0 0 1|} 47 3 (1) _12
0 00O
1 -1 -1
Exercice 4 (Calcul de puissances par récurrence) Onpose A=(-1 1 -1[.Démon-
-1 -1 1

trer qu’il existe deux suites (a;,)en €t (by)nen a valeurs réelles telles que : Vn e N, A" =
an by, by
b, a, by, |.Endéduirel’expression de A", pour tout n € N.

Exercice 5 (Calcul de puissances avec un polynéme annulateur)
1 00

OnposeA=|1 0 0].
1 11

1. Donner une relation entre A3, A et A.

2. Méthode 1 : Montrer qu’il existe deux suites (ay) nen €t (D) nen @ valeurs réelles telles
que:VneN, A" = a, A+ b, A%. En déduire I'expression de A", pour tout n € N*.

3. Méthode 2 : Déterminer le reste de la division euclidienne de X" par X® —2X? + X. En
déduire 'expression de A”, pour tout n € N.

Exercice 6 (Calcul de puissances avec la formule du binbme matricielle)

a 00 011
1. PouraeR,onpose A=| 0 a 0 |[N=| 0 0 1 |etB=A+N.Vérifierque AN =
0 0 a 0 0O
NA et N3 =0, puis calculer B” pour tout n = 3.
1 2 2 1 11
2. Onpose A=[2 1 2|etJ=|1 1 1}|.Calculer " puis A” pour tout n € N.
2 21 111
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0 1 -1
Exercice 7 SoitA=|1 0 1
-1 1 0

1. Calculer (A+ I3)(A—2I3). En déduire l'existence et le calcul de A™!.

2. Soient B = %(A+ I)etC= —%(A— 213). Déterminer B" et C" pour tout n € N.

3. En déduire I'expression de A" en fonction de n e N.

4. Cette expression est-elle valable pour ne 7 ?

Exercice 8 Déterminer le rang puis résoudre les systemes linéaires d’inconnues réelles sui-

vants :
Zi&i:? 2x+y-z=1
1) 2) 3x+3y—z=2
X—y+z=2
2x+4y=2
4x+y+z=3
2x+y+z=1 X+y+z—t=1
3) X—y—z=2 4) X—y—z+t=2
4x—-y—-2z=3 xX—-y—-z—t=3
3x—y+z=5 X1+2x—x3+3x4=0
5) X+y—z=-2 6) Xo+X3—2X4+2Xx5=0
-X+2y+z=3 2X1+ X2 —5x3—4x5=0
Exercice 9 Inverser les matrices suivantes :
1 11 1 1 2 (1) (1) _02 3
1. A=]10 1 1 2. B=|1 2 3 3. C=
0 01 0 -1 3 12 03
01 0 -3

Exercice 10 Soit A = ((a;j)1<i,j<n € #,(K). On appelle trace de A, notée Tr(A), la somme

n
de ses coefficients diagonaux: Tr(A) = Z ai;.
i=1

1. Montrer que : V(A,B,A) € J%n([l'&.)2 x K, Tr(A+ B) = Tr(A) + Tr(B) et Tr(A1. A) = A x Tr(A).

2. Montrerque: V(A,B) € ./%n(K)Z, Tr(AB) =Tr(BA)
En déduire que VA e .4, (K),VP € Gl,(K), Tr(PAP™Y = Tr(A).

3. Peut-on trouver deux matrices A et B de .4, (K) telsque AB—BA=1,?

Exercice 11

1. Soit A € 4, (K) une matrice diagonale dont tous les coefficients diagonaux sont deux
a deux distincts. Montrer que, si M € 4, (K) alors: A et M commutent si et seulement
si M est diagonale.

2. Montrer que les seules matrices de .4, (<) qui commutent avec toutes les autres sont
les matrices scalaires, c’est-a-dire les matrices de la forme A1, avec A € K.
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Chapitre 6

Espaces probabilisés finis

1 Vocabulaire et axiomatique des probabilités

1.1 L univers

On considere une expérience aléatoire ( = expérience dont le résultat ne peut pas étre prédit
ou calculé a I’avance).

On désigne par Q2 'ensemble des résultats possibles de cette expérience aléatoire.

Q) est appelé univers ou encore espace des possibles, espace des réalisations ou espace des
observations. Les éléments w € () sont appelés observations ou réalisations de I'’expérience
aléatoire.

Dans ce chapitre, on se limitera toujours au cas ou QQ est un ensemble fini, c-est-a-dire qu'on
ne considerera que des expériences aléatoires ne donnant qu'un nombre fini de résultats
différents.

Exemple: Onlanceun dé a6 faces: Q ={1;2;3;4;5;6} = [1,6]. Un élément w € Q est un chiffre
entre 1 et 6 qui représente le chiffre obtenu en lancant le dé.

Exemple : On lance deux dés a 6 faces distinguables : Q = {1;2;3;4;5;6} x {1;2;3;4;5;6} =
[1,6]%. Un élément w € Q est un couple (w;,w,) ou w; représente le chiffre obtenue avec
le premier dé, et w le chiffre obtenu avec le second.

Exemple : On lance 1 fois une piece : Q = {B, F} ou Q = {0,1} avec la convention que « 1 »
représente « pile », et « 0 » représente « face ».

Exemple: Soit n € N*. On lance n fois une piece : Q = {P, F}"* ou Q = {0, 1} avec la convention
que « 1 » représente « pile », et « 0 » représente « face ». Un élément w = (w1,...,w,) € Q est
un n-uplet qui représente la liste des résultats obtenus aux n lancers. Par exemple pour 6
lancers, on peut avoir w = (B, B F, P, F, P) qui se note aussi w = (1,1,0,1,0,1).

Exemple: Soit (n, N) e N?.

» On effectue n tirages successifs avec remise d'une boule, dans une urne de N boules :
Q = [1, N]". Ceci sous-entend qu'on a numéroté les N boules de 1 a N; un élément w =
(w1,...,0y) € Q estun n-uplet qui représente la liste des numéros tirés.

Par exemple w = (6,2,2,6,4,3,5) pour 7 tirages avec remise dans une urne de 6 boules.
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» On effectue n tirages successifs sans remise d'une boule, dans une urne de N boules
(dans ce cas n < N) : Q = ensemble des arrangements de n éléments de [1, N] = ensemble
des n-uplets w = (wy,...,w,) € [1, N]" dont les composantes sont deux a deux distinctes.
Encore une fois ceci sous-entend qu'on a numéroté les N boules de 1 a N; un élément
w = (wy,...,0,) € Q est un n-uplet qui représente la liste des numeéros tirés.

Par exemple w = (6,2, 3) pour 3 tirages sans remise dans une urne de 10 boules.

» On effectue 1 tirage de n boules prises simultanément dans une urne de N boules (dans ce
cas n < N) : Q = ensemble des combinaisons de n éléments de [1, N] = ensemble des parties
w = {w1,...,w,} < [1, N]. Encore une fois ceci sous-entend qu’on a numéroté les N boules de
1a N;unélément w = {w,...,w,} € Q est une partie qui représente les numéros tirés.

Par exemple w = {6, 2,3} pour 1 tirage de 3 boules prises simultanément dans une urne de 10
boules.

Exemple : On mélange une jeu de n cartes : Q = {w: [1,n — [1, n]/ o bijective }. Ceci sous-
entend qu’on a numéroté les cartes de 1 a n en fonction de leur position initiale. Pour la carte
numéro i, 'entier w(i) représente sa position apres la permutation w.

Par contre, on n’étudiera pas dans ce chapitre le cas d'une infinité de lancers d’'une piece
(pourtant tres instructif!). ..

1.2 Evénements

Intuitivement, un événement A est défini par une phrase qui peut étre vraie ou fausse selon
le résultat de I'expérience aléatoire.

Exemple: On lance un dé a 6 faces: Q = [1,6].
A = «obtenir un 6 » donne la partiede Q: A= {6}
B = «obtenir un nombre pair» donne la partiede : B = {2;4;6}

Exemple: On lance deux dés a 6 faces distinguables: Q = [1, 6]°.
A = «obtenir un double 6 » donne la partiede Q: A= {(6,6)}

B = «obtenir un double » donne la partie de Q :
B={(,i)/iell,6]}
=1{(1,1);(2,2);(3,3);(4,4);(5,5); (6,6)}
C = «obtenir au moins un 6 » donne la partie de Q :
C={(6)/ie[l,61}U{(6,))/jell,6]}
=1{(1,6);(2,6);(3,6);(4,6);(5,6);(6,6); (6,1); (6,2); (6,3); (6,4); (6,5)}

Exemple: On mélange un jeu de n cartes : Q = {w: [1,n — [1, n]/ w bijective }.

A = «la premiere carte se retrouve dans la premiere moitié du paquet» donne la partie de Q :
A= {w: [1,n — [1, n] bijective / w(1) = Lg]}

Pour i € [1,r] fixé, B; = «la carte numéro i n'a pas changé de place » donne la partie de Q :
B={w:[1,n— [1,n] bijective / w(i) = i}

On voit sur ces exemples qu'un évenement A est nécessairement une partie de Q, ie que
Ae 2 (Q).

Sion note & I'ensemble de tous les évéenements qu'on peut associer a I’expérience aléatoire,
alors & € 22(Q)).
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1 Vocabulaire et axiomatique des probabilités

On admettra que sous '’hypothése que Q est fini, 'ensemble des événements est & = 2 (Q),
ie que toutes les parties de ) sont des évenements : on pourra donc calculer leur probabi-
lité. Dans le cas d'un univers infini, certaines parties de 2 ne pourront pas étre considérées
comme des événements ; nous ne développerons pas ce point dans ce chapitre.

Vocabulaire :

e On dit que 'observation w € Q) réalise 'événement A lorsque w € A. Inversement, siw ¢ A,
on dit que I'observation w ne réalise pas A.

e L'événement @ est appelé événement impossible.

» L'événement Q est appelé évenement certain.

Il est clair qu’aucune observation ne réalise I'’événement impossible @, et que toutes les ob-
servations réalisent I’évenement certain Q.

Définition 1 Evénements élémentaires
On appelle évenements élémentaires les singletons de (), ie les évenements de la forme {w}
avec w € Q.

Une remarque importante : tout événement A est réunion d’éveénements élémentaires. En
effet, ona:

A=

weA

1.3 Opérations sur les évenements

Définition 2 Opérations sur les événements
Soient A et B deux évenement, c’est-a-dire (A, B) € Z2.

1. Contraire. Lévénement oA = A est appelé contraire de A.
PourtoutweQ:weA<—=w¢A
Autrement dit : A est réalisé < A n’est pas réalisé

2. Union. Pourtoutw e Q:we AUB<—=weAouweEB
Autrement dit: AU B est réalisé <= A est réalisé B est réalisé

3. Intersection. Pourtoutw e Q:we AnB<— we AetweB
Autrement dit : An B estréalisé < A est réalisé B est réalisé

4. Différence. PourtoutweQ:we AAB<—we Aetw¢ B
Autrement dit : A\B est réalisé <= A est réalisé et B n’est pas réalisé

5. Implication. A € B signifie que, pourtoutw e Q:we A= weB
Autrement dit : A est réalisé =— B est réalisé

On peut aussi remarquer que la différence symétrique AAB permet de définir un « ou » ex-
clusif.

Rappels: Si A, B et C sont des événements :
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CHAPITRE 6 : Espaces probabilisés finis

A\BC A ANB<C A< AUB
ANBUC)=(AnB)U(ANC) AUBNC)=(AuB)Nn(AUuC)
AUB=BUA ANB=BnA

Aug=A ANP =9

AuQ=Q ANQ=A

AUB=ANB ANB=AUB

Généralisation pour (A;) ;e famille d’événements :

Uai=N4 N4i=UJA
iel iel iel iel
Bn UAi):U(BmA,-) Bu ﬂAi):ﬂ(BuAi)

iel iel iel iel

e 'événement U A; correspond a I’événement « au moins un des A; est réalisé ».
iel

e 'événement ﬂ A; correspond a I’événement « tous les A; sont réalisés ».
iel o

« Lévenement [ | A; correspond a I'événement «aucun des A; n'est réalisé ».
iel

Définition 3 Evénements incompatibles
Deux évenements A et B sont dits incompatibles lorsqu’ils sont disjoints, ie lorsque AN B =
P.

Intuitivement, A et B sont incompatibles lorsqu’ils ne peuvent pas se produire simultané-
ment.

Exemple : Lorsqu’on lance un dé a 6 faces : les événements A = « obtenir un chiffre pair » et
B = «obtenir un chiffre impair » sont incompatibles.

Définition 4 Espace probabilisable
Un espace probabilisable est un couple (2, 22(Q2)) ou Q est I'univers et 22(Q2) est la tribu des
évenements.

1.4 Systeme complet d’évenements

Définition 5 Systéme complet d’événements

Soit (A;) je; une famille d’évenements de Q. On dit que (A;)e; est un systeme complet d’éve-
nements ( = s.c.e.) lorsque :

(i) les (A;j)jer sont deux a deux incompatibles :

Vi, Jel’, i#j=AinAj=0¢
() (JAi=Q

iel

(i) Viel, A;#@

ECSL1.1, Lycée Fermat Toulouse. http://mathcpge.org/ 130



2 Probabilité sur un espace probabilisable

Les propriétés (i) et (ii) définissent une partition de Q2. Un systéme complet d’évenements
est donc un cas particulier de partition.

Intuitivement, un s.c.e. correspond a une disjonction des cas, suivant le résultat de 1'expé-
rience aléatoire.

Exemple: On lance deux dés a 6 faces. On définit les évenements A = « obtenir deux chiffres
pairs », B = « obtenir deux chiffres impairs » et C = « obtenir un chiffre pair et un chiffre im-
pair ».

Alors (A, B, C) est un s.c.e..

Exemple: Si Ac 2(Q) tel que A# @ et A#Q, alors (A, A) s.ce..

Proposition 6 Décomposition d’'un événement sur un s.c.e.
Tout événement se décompose sur un s.c.e. (A;);e; en une union d’évenements deux a deux
incompatibles :
VBe2(Q), B=|JBnA)
iel

etles (BN A;),; sont deux a deux incompatibles.

2 Probabilité sur un espace probabilisable

2.1 Probabilités

Définition 7 Probabilité

On appelle probabilité sur I'espace probabilisable (Q2, 22(Q2)) toute application P : #(Q) —
[0,1] telle que :

HPEQ =1;

(ii) P est additive ie Vn e N*, V(A;1,..., Ay) € 2(Q)" :

=Y P(Ap

k=0

n
U Ax

k=0

(Ay,...,Ap) 2a2incompatibles = P

Si A est un évenement, alors le réel P(A) est appelé probabilité de I'évenement A.

Définition 8 Espace probabilisé
Un espace probabilisé est un triplet (Q2,22(Q),P) ou Q est I'univers, 22(Q2) est la tribu des
évenements et [’ est une probabilité sur (2, 22(Q))).
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Théoréeme 9 Propriétés d’'une probabilité

Soit (2, %#,P) un espace probabilisé. Alors :

(iii) P(@) =

On se donne deux évenements A et B :

(iv)P(A)=1-P(A);

(v) P(A\B) =P(A)—P(ANnB) etdoncsiBc A, alorsP(A\B) =P(A)—-P(B);
(vi) si A< B, alorsP(A) <P(B);

(vii) P(Au B) =P(A) +P(B) —-P(AnB)

Dans le cas d’'une union finie d’événements, avec un nombre quelconque de termes, et sans
hypothese d'incompatibilité, on a les deux résultats suivants.

Théoréme 10 Inégalité de Boole
Soit n € N*. Pour tout famille finie (4;,...,A4,) € Z2(Q)", ona:

n n
Pl Ak =) P(Ap
k=1 =1

Mais la plupart du temps le membre de droite est supérieur a 1, ce n’est pas trés intéressant
en pratique. On peut aussi utiliser la formule exacte suivante, mais les calculs sont lourds.

Théoréeme 11 Formule du crible
Soit n € N*. Pour tout famille finie (4;,...,4;) € ", ona:

n
P Ak
k=1

:Z(—l)k_l( Y P(A;, N AN NA;)
k=1

1<ij<ip<-<ip=n

Exemple: On mélange n cartes et on note A = «aucune carte ne retrouve sa position initiale ».
Alors :
Card(4) _ & 1) k
(A)= -3
Card(Q)

k=0

C’est aussi la probabilité qu'une permutation aléatoire de n éléments soit un dérangement.
Exemple : p personnes entre dans ’ascenseur d'un immeuble de n étages (sans compter le

RDC) et descendent chacune a un des n étages. On note A = « A chaque étage au moins une
des personnes est descendue ». Alors :

Card(A) p
P(A) = Ca d(Q)_( D" Z( 1) ( )( )

C’est aussi la probabilité qu'une application aléatoire de [1, p] vers [1, n] soit une surjection.
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2 Probabilité sur un espace probabilisable

2.2 Construction de probabilités

Pour définir une probabilité PP sur 22(Q)), il faut se donner P(A) pour tout A € 22(Q)), ce qui
n’est pas toujours possible. On va démontrer qu’il suffit de définir P sur les évenements é1é-
mentaires.

Onnote n=#Q et Q ={wy,...,0,}.

Théoréme 12 Probabilité sur un univers fini

1. Soit P est une probabilité sur (Q, 22(Q)) avec Q fini. Pour tout i € [1, n], on pose p; =
n
P({w;}). Alors les réels py, ..., p, sont dans [0,1] et vérifient ) p; = 1.
i=1
2. Réciproque. On se donne des réels p;, ..., p, vérifiant :
« ils sont positifs;

n
i=1

Alors il existe une unique probabilité P sur (2, 22(Q)) telleque : Vi € [1, n], p; = IP({wi}).
Et donc pourtouti € [1, n], p; € [0, 1].

C’est le deuxieme point que nous utiliserons pour définir une probabilité dans le cas d'un
univers fini. Cette probabilité P vérifie :

VAe2(Q), PA)= ) p;

i€[l,n]
w;€A

Par exemple, si A = {w2, ws, wg}, alors : P(A) = p2 + ps + pe.

En pratique, il suffit donc de connaitre la probabilité des évenements élémentaires, pour étre
capable de calculer la probabilité de n'importe quel évenement.

Exemple: On lance un dé a 6 faces : Q2 = [1,6] et &# = 22(Q2). On définit une probabilité P sur
(Q, %) par:

1 1
Pl—Pz—Ps—E, P4—P5—P6—Z

ce qui modélise un dé truqué.

7
On a alors P( « Chiffre pair») = 1z

Exemple : On reprend le méme espace probabilisable (2, %) et on définit une autre proba-
bilité Q par:
1
N=q2=q3=4q1=495=46 = ¢
ce qui modélise un dé équilibré.

On a alors Q( « Chiffre pair») =

ol w
N | =

On voit sur ces deux exemples qu’on effectue la méme expérience aléatoire : lancer un dé a 6
faces. Le choix de la probabilité permet de traduire le fait que le dé est équilibré ou truqué,
c’est-a-dire de choisir la probabilité des évenements élémentaires.
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Définition 13 Equiprobabilité
Lorsque Q est fini on note n = #Q. L'unique probabilité définie par :

1
p1:p2:-~-:pn:—
n
est appelée probabilité uniforme sur (2, 22(Q0)).

Pour tout évenement A,on a:
_ Card(4)

P(A) = ——
Card(Q)

3 Probabilités conditionnelles

Dans tout ce paragraphe, on se place sur un espace probabilisé (Q2, Z,P).

3.1 Définition

Intuitivement : si on lance un dé cubique, équilibré, on devine que sachant que le chiffre ob-

tenu est pair, la probabilité d’'obtenir un nombre inférieur ou égal a5 est égale a —.

D’autre part, si on introduit les évenements A = « obtenir un chiffre inférieur ou égal as », B =
«obtenir un chiffre pair ».

5 1 2
Comme on est en situation d’équiprobabilité, on trouve P(A) = 5 P(B) = > etP(ANB) = rt

2 P(AnB)
On remarque alors que - = ————.
3 P(B)

Cet exemple motive la définition suivante.

Définition 14 Probabilité conditionnelle
Soient A et B deux événements tels que P(B) # 0.

P(AnB
On appelle probabilité conditionnelle de A sachant B, le réel P(A|B) = % P(A|B) est
aussi notée Pg(A).

Pp(A) représente donc la probabilité de A calculée du point de vue d’'un observateur qui
arriverait en cours d’expérience, au moment ot B vient de se réaliser. Il dispose donc de plus
d’informations qu'un observateur qui assiste a I'expérience depuis qu’elle a commencée.

/\ ATTENTION : en général on ne peut pas comparer les valeurs de P(A) et P(A|B), comme
le montre I'exemple suivant.

Exemple: On lance deux dés distinguables a 6 faces, équilibrés. On considere les évenements
A = «la somme des deux chiffres obtenus est 5», B = «le premier dé donne 3 », et C = «le
premier dé donne au moins 3 ».

Alors P(A|C) < P(A) < P(A|B).
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3 Probabilités conditionnelles

/\ ATTENTION : il n’existe pas d’événement (ie de partie de Q) A|B = « A sachant B ». Pour
cette raison il est préférable d’utiliser la notation Pz (A) au lieu de la notation P(A|B).

Théoréeme 15 Propriétés de Pp
Soit B un événement tel que P(B) # 0.

1. Pourtout Ae %,ona:P(ANnB)=P(B) xPg(A).
2. Pp estune probabilité sur (Q2, F).

En particulier si A; et A, sont deux évenements :

Pp(A1UAy) =Pp(A) +Pp(A2) —Pg(A1nAy) et Pp(A)=1-Pg(A)

On a donc a disposition deux méthodes pour calculer la probabilité d'un évenement non
élémentaire :

P(AuB)=P(A)+P(B)-P(AnB) et P(AnB)=P(B)xPp(A)

Ces deux formules s’appuient sur des techniques totalement différentes : la premiere est ba-
sée sur I'incompatibilité, la seconde sur la dépendance entre deux événements. En pratique,
il faut choisir la solution la plus simple (le fait que I’événement soit composé de U ou de N
n’est pas décisif puisque les lois de Morgan permettent d’inverser ces symboles).

Exemple: On lance deux dés a 6 faces : calculer la probabilité d’obtenir deux nombres de la
meéme parité.

Exemple: On tire deux fois une boule, sans remise, dans un une urne composée de 6 boules
blanches et 2 noires : calculer la probabilité d’obtenir deux boules blanches.

3.2 Formule des probabilités composées

Théoréeme 16 Formule des probabilités composées / Formule du conditionnement mul-
tiple

n-1

[ Ak

k=1

Soit (Ay,..., A;) des événements tels que P #0. Alors:

P P(AD) % P4, (A2) X P ayna, (Ag) x - x Bryn-1 5, (Ap)

n
M Ak
k=1

—1

1 Ak

i
k=1

A;

n
[TP
i=1

i-1

[ Ak

k=1

avec la convention que, pouri=1:P| A; =P(A).

Interprétation sur un arbre :

ECSL1.1, Lycée Fermat Toulouse. http://mathcpge.org/ 135



CHAPITRE 6 : Espaces probabilisés finis

D’un noeud N; a un noeud N4, on trace une aréte étiquetée par la probabilité condition-
nelle P(N;+1|Nj). La probabilité de la branche compléte est alors obtenue en multipliant
entre elles les probabilités conditionnelles placées sur les arétes.

Pn; (Ni+1)
N;

Exemple : On considere une urne composée de 6 boules blanches et 7 boules rouges. On
effectue 3 tirages successifs d'une boule sans remise. Pour i = 1, 2 et 3, on pose B; = «le
i-ieme tirage donne une boule blanche », et on définit de méme I'’évenement R;.

2

i+1

Bs
16 2\
/ 7 Rs
6 Bl B
17 \ Bs
Rz/
Bs
Bz/
/ \ RS
Ry
\ Bs
Rz/
6 5 7
Alors:P(B; N By N R3) =P (By) x IPBl (By) x [FDBlﬂBg (R3) = E X E X H

/\ ATTENTION : il faut respecter Iordre chronologique dans le conditionnement ! Sur I'’exemple
précédent on pouvait aussi écrire que : P(B; N By N R3) = P(R3) x Pg,(B2) x Pp,qr,(B1), mais
cela ne permet pas de faire le calcul !

3.3 Formule des probabilités totales

Théoréme 17 Formule des probabilités totales
On se donne un systeme complet d’événements (A;,..., A,). Pour tout évenement B, on a:

PB) =Y P(BNAY =Y P(AYP,(B)
k=1 k=1

La formule des probabilités totales est trés utile lorsqu’on effectue une expérience aléatoire
en plusieurs étapes. Elle permet de raisonner par disjonction des cas, suivant le résultat de
la premiere étape.
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3 Probabilités conditionnelles

Complément: On dit que qu'une famille d’événements (4;) ;c; est un systéme quasi-complet
d’évenements (ou une partition de Q) lorsque :
M Jai=0

iel
(i) les (A;j) e sont deux a deux incompatibles.
La différence avec un s.c.e. est qu’on peut avoir P(4;) = 0 pour certaines valeurs de I'indice
i. Pour ces valeurs P 4, (B) n’existe pas ...mais on a tout de méme la formule suivante :

VBeZ, PB)=) P(BNA)
iel
En pratique, 'intérét de cette généralisation réside dans le fait qu’on ne peut pas toujours

vérifier que P(A;) # 0, et dans ce cas on se contente d'un systeme quasi-complet d’évene-
ments.

Interprétation sur un arbre :

Sur un arbre a deux générations, on multiplie les probabilités le long d’'une branche et on
additionne les branches qui réalisent I'’événement considéré.

Par exemple avec un s.c.e. & deux événements (4, A) :

PA) A
P(A) A\E

o Pa(B)
On lit sur 'arbre la formule :

P(B) =P(A) x P4 (B) + P(A) x P5(B)
Exemple : On dispose de deux piéces : 'une honnéte, 'autre truquée avec deux faces pile.

3
On choisit une piece au hasard et on la lance. Alors P( « obtenir pile» ) = T

Exemple : Chaine de Markov. On consideére un point qui se déplace sur les sommets d'un
triangle Ay A2 Az : A

Ay
Az

On suppose qu’initialement le point se trouve en A;. Ensuite les déplacements s’effectuent
de la maniére suivante :

2
e sile point est en A; alors il passe en A; (j # i) avec probabilité = dans les deux cas;

1
» le point reste en A; avec probabilité 5
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On peut résumer ceci grace a un diagramme de transition :

1
5

[S21] 8]

Pour tout n € N, on introduit les évéenements :

» U, = «Apres n déplacements le point se trouve en A »;
 V,, = «Apres n déplacements le point se trouve en Ay »;
o W, = «Aprés n déplacements le point se trouve en As ».

On pose alors, pour tout n=1: u, =P(U,), v, =P(V,) et w, =P(W,).

Les conditions initiales sont uy = 1, vg = 0, wy = 0, et grace a la formule des probabilités
totales,ona:

1 2 2
un+1—§un+§vn+§wn
VneN*, vn+1:%un+%vn+%wn
2 2 1
Wn+1 :gun+§vn+§wn

On peut alors déterminer les expressions de u,, v, et w, en fonction de n, grace au calcul
matriciel. En effet, on a:

Un+1 Un
VnenN, Untl1 | =Ax| vy
Wn+1 Wn
1 1 2 2
ou Aestlamatricedonnéepar A=—-12 1 2.
5
2 21
Onendéduitque:VneN, | v, | =A" x| vy
Wn Wo

Le probléeme est donc ramené au calcul des puissances de la matrice A.
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4 Indépendance

3.4 Formule de Bayes

On va essayer de relier les probabilités conditionnelles Pg(A) et P4(B), ce qui permettra en
pratique d’inverser causes et conséquences.

Théoréme 18 Formule de Bayes
On se donne un systéme complet d’évenements (Ay,..., A,). Pour tout évéenement B non
négligeable, on a:

Pa,(B)xP(A;)  Pa,(B) xP(A;)
P(B) B

Vie[l,nl, Pp(A)=

Y P4 (B) x P(Ag)
k=1

En particulier avec un s.c.e. de la forme (A, A) :

Pa(B) xP(A) _ P 4(B) x P(A)

Pp(A) = = —
s P(B) Pa(B) x P(A) + P (B) x P(A)

Exemple: Test d’'une maladie rare. Un laboratoire propose un test de dépistage d’'une mala-
die. La notice précise la qualité du test :

« lorsque le test est appliqué a une personne malade, le test est positif dans 99,8% des cas;

» lorsqu'il est appliqué a une personne saine, il est négatif dans 99,6% des cas.1

D’autre part, on sait qu'une personne sur 100000 est malade.

Peut-on avoir confiance en ce test? A priori oui, mais on est bien étonné de trouver que
sachant que le test est positif, il n’y a que 0,25% de chances que la personne soit malade!

4 Indépendance

Dans tout ce paragraphe, on se place sur un espace probabilisé (Q2, Z,P).

4.1 Indépendance de deux événements

Définition 19 Indépendance de deux événements

Soient A et B deux événements.

On dit que A et B sont indépendants lorsque P(AN B) =P(A) x P(B).
Onlenote A 1L B.

Le résultat suivant donne un sens intuitif a cette définition.

Proposition 20 Lien entre indépendance et probabilité conditionnelle
Si A et B sont deux évenements avec B non négligeable : A L B si, et seulement si, Pp(A) =
P(A).
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En pratique, nous verrons que 'indépendance ne se démontre pas, mais fait des hypotheses
de modélisation. Elle permet de simplifier les calculs.

Exemple : Lorsqu’on lance plusieurs fois une piece de monnaie, ou lorsqu’on effectue plu-
sieurs tirages avec remise dans une urne, on pourra supposer que les répétitions sont effec-
tuées de maniere indépendante.

/\ ATTENTION : ce n’est pas si simple! Si on lance deux fois une piéce, les événements A =
«obtenir pile au premier lancer » et B = « obtenir face au second lancer » sont indépendants,
mais les évéenements C = « obtenir pile » et B = « obtenir face » ne le sont pas.

/\ ATTENTION : cette notion dépend du choix de la probabilité P. En particulier si on a
trois évenements A, B et C : on peut avoir A et B indépendants pour P, mais A et B non
indépendants pour P sachant C (ie pour P¢) :

P(ANB) =P(A) xP(B) mais Pc(ANB) #Pc(A) xPc(B)

ou l'inverse : A et B indépendants pour Pc, mais A et B non indépendants pour P, comme
le montre I'exemple suivant.

Exemple : On dispose de deux pieces : un équilibrée et une truquée (deux piles). On lance
un dé (non truqué) a 6 faces :

» si on obtient le chiffre 1, on lance deux fois la piéce équilibrée;

« si on obtient un chiffre différent de 1, on lance deux fois la piece truquée.

On note A = « obtenir pile au premier lancer de la piece », B = « obtenir pile au second lancer
de la piéce », et C = «le lancer du dé donne le chiffre 1 ».

Alors A L B pour P¢ (et pour P¢), mais AX'B pour P.

Proposition 21 Indépendance et contraire
SiAl B,alors AL B, Al BetALlB.

4.2 Indépendance mutuelle

On se donne n évenements A, A, ..., Aj.

Définition 22 Indépendance deux a deux
Ondit que Ay, Ay, ..., A, sont deux a deux indépendants lorsque :

Vi, j)ell,nl? i#j= A LA;

Onadonc:P(A; N Az) =P(A;) x P(A2). Mais par contre, on ne peut rien dire sur P(A; N Ay N
As). Pour cela on a besoin d’'une notion plus forte.
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Définition 23 Indépendance mutuelle

Ondit que Ay, Ay, ..., A, sont mutuellement indépendants lorsque :
vicliLnl, P{()Ax|=]]PA
keJ keJ

Dans ce cas on peut dire que : P(A; N Ay N Az) =P(A;) x P(A2) x P(As).

En pratique, I'hypothése d’indépendance mutuelle fera partie des hypotheses de modélisa-
tion. Elle ne sera pas démontrée.

4.2.1 Propriétés delindépendance

On se donne une famille finie d’évéenements (A;,..., A;).

Théoréeme 24 Lien entre indépendance mutuelle et indépendance deux a deux
Si les évenements (Ay,..., A,) sont mutuellement indépendants, alors ils sont deux a deux
indépendants.

/\ ATTENTION : la réciproque est fausse. Nous verrons un contre-exemple en TD.

Théoreme 25 Lemme des coalitions
On suppose que les événements (Ay,..., A;) sont mutuellement indépendants.

1. Si pour tout k € [1,n], B = A ou Ay, alors les évenements (By,..., B,) sont encore
mutuellement indépendants.

2. Pour toute partie J € [1, n], les (Ag) ke; sont aussi mutuellement indépendants.

3. Pour toute partie J < [1, n], tout événement construit a partir de (Ax) ey est indépen
dant de tout évenement construit a partir de (Ag) kg;-

Exemple : On lance 5 fois une piece de monnaie, et on note A = « obtenir pile aux deux pre-
miers lancers », B = « obtenir pile aux lancers numéros 3 a 5 » et C = « obtenir pile aux lancers
numéros 2 a 5».

Alors A et B sont indépendants, mais A et C (et de méme B et C) pourrait ne pas I'étre.

4.3 Compléments sur la formule des probabilités totales : propriété de
Markov

Elle n’est pas au programme mais la « propriété de Markov » doit étre souvent utilisée, et la
rédaction est assez acrobatique vu qu’on fleurte allegrement avec les limites du programme
d’ECS...
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Nous allons donc donner une liste d’exemples classiques qui devraient permettre de traiter
la plupart de situations. Dans chaque, on est dans le cadre de répétitions mutuellement in-
dépendantes d'une méme expérience aléatoire, mais le nombre de répétitions est lui-méme
aléatoire (ce qui complique vraiment les choses).

 Ruine du joueur. Un joueur joue a un jeu d’argent : a chaque tour il gagne 1 euro avec pro-
babilité p, ou perd 1 euro avec probabilité 1 - p (p €]0, 1[). On voudrait calculer la probabilité
qu'’il termine ruiné (ou bout d'un nombre quelconque de tours), partant d'une fortune ini-
tiale de n euros (n € N). On note cette probabilité u, ; notons que 1y = 1 puisqu’il commence
ruiné.

La formule des probabilité totales (et la propriété de Markov qu’il ne faut pas citer puisque
hors-programme) donnent que :

VneN*, u,=p.up+q.uy—
On est ramené a I’étude d'une suite récurrente linéaire d’ordre 2 qui s’étudie simplement...

o Le lion et les gazelles. A chaque repas, un lion mange soit un zébre avec probabilité %, soit

une gazelle avec probabilité % On suppose que les compositions des repas du lion sont indé-
pendantes entre elles. On veut calculer la probabilité u,, que le lion mange pour la premiere
fois deux gazelles consécutives a son niéme repas (n = 2).
La formule des probabilité totales (et la propriété de Markov qu’il ne faut pas citer puisque
hors-programme) donnent que :

1 2

VneN*, uyo= §-Un+1 + §un

On est ramené a I’étude d'une suite récurrente linéaire d’ordre 2 qui s’étudie simplement...

» Modéle de Galton-Watson. On considere une cellule qui peut se diviser en 2 (par mitose)
avec probabilité p, ou mourir avec probabilité 1—p (p €]0, 1[). On veut calculer la probabilité
que sa lignée soit éteinte a la (n + 1)!™M€ génération. On note cette probabilité u, ; notons
que up=1-p.

La formule des probabilité totales (et la propriété de Markov qu’il ne faut pas citer puisque
hors-programme) donnent que :

2
VneN*, upn=pu,+1-p
On est ramené a I’étude d'une suite récurrente d’ordre 1 du type u,+1 = f(uy).

Sur ces exemples I'espace probabilisé n'est pas fini (en toute rigueur), mais ils sont tout de
méme compréhensible dans ce chapitre puisque les événements considérés sont inclus dans
des univers finis.
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5 Exercices

Calcul des probabilités :

Exercice 1 Soient A et B des événements aléatoires avec P(A) =1/2 et P(B) = 1/3.
1. Donnez un encadrement de P(AuU B) et P(AN B).
2. Déterminez P(AU B) lorsque A et B sont incompatibles puis lorsque P(An B) = 1/4.

Exercice 2 Soit (2, 22(Q),P) un espace de probabilité avec Q = {w;, w2, w3, w4} , Z(Q) la
tribu de ses parties et la probabilité P définie (partiellement, x et y étant a déterminer) par
P({wi}) = %, P({w-,}) = i, P({ws3}) = x et P({w4}) = y. Soit les événements A = {wy,wy} et B =
{w2, w3}. Pour un événement quelconque C, on désigne son complémentaire par C.

1. Combien d’événements pouvons nous considérer dans cet exemple ?

2.0n donne P(AN B) = . Déterminer complétement la probabilité P.

3.1Ici, les événements A et B sont-ils indépendants ?
4. On rappelle que la différence symétrique AAB peut étre définie par (AN B) U (AN B).
Calculer P(AAB|B), c’est-a-dire la probabilité conditionnelle de AAB sachant B réalisé.

Exercice 3 On considere une classe de n éleves. Pour chaque éleve, on suppose que chaque
jour de 'année a la méme probabilité d’étre le jour de son anniversaire et on ne prend pas
en compte les années bissextiles.

1. Calculezla probabilité que deux éléves au moins de cette classe aient leur anniversaire
le méme jour. A partir de combien d’éléves cette probabilité devient supérieure a 0.5 2
A 0.8? Comment interpréter ce résultat ?

2. Calculez la probabilité qu’au moins un éleve soit né le méme jour que le professeur.
Comparez le résultat obtenu avec le précédent.

Exercice 4 Un bibliothécaire fou permute au hasard les n livres de sa bibliotheque.

1. (a) Quelle est la probabilité que les volumes 1 et 2 de “Guerre et Paix” de Tolstof se
retrouvent cOte a cote dans le bon ordre ?

(b) Dans n'importe quel ordre ?
2. (a) Quelle estla probabilité qu’aucun livre n’ait changé de place ?
(b) Qu’exactement un livre ait changé de place ?

(c) Qu’exactement deux livres aient changé de place?

Probabilités conditionnelles :

Exercice 5 On considére trois cartes : une avec les deux faces rouges, une avec les deux
faces blanches, et une avec une face rouge et une face blanche. On tire une carte au hasard,
on expose une face au hasard : elle est rouge.

Quelle est la probabilité que la face cachée soit blanche ? (Construisez d’abord un arbre adé-
quat).

Exercice 6 Mon voisin a deux enfants dont une fille. Quelle est la probabilité que I'autre
enfant soit un garcon ?

Ma voisine a deux enfants. Le plus jeune est une fille. Quelle est la probabilité pour que le
plus agé soit un garcon ?
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Exercice 7 On cherche un parapluie qui avec la probabilité p/7 se trouve dans I'un quel-
conque des sept étages d'un immeuble (0 < p < 1).

1. Quelle est la probabilité que la parapluie se trouve dans 'immeuble ?

2. On a exploré en vain les six premiers étages. Quelle est la probabilité que le parapluie
se trouve au septieme étage ?

Exercice 8 Considérons une urne contenant six boules blanches et quatre boules rouges.
1. Quelle estla probabilité de la suite "blanc, blanc, rouge" si on tire 3 boules sans remise ?

2. Quelle est la probabilité d’obtenir au total deux blanches et une rouge si on tire 3
boules sans remise ?

Exercice 9 On consideére n urnes (n = 1), numérotées de 1 a n. Lurne numérotée k contient
k boules blanches et n — k boules noires. On choisit au hasard une urne puis une boule dans
cette urne. Quelle est la probabilité d’obtenir une boule blanche ?

Exercice 10 Sur Orion, les Rigolus et les Tristus cherchent a faire la paix. Heureusement, il
y a trois fois plus de Rigolus que de Tristus. Pour la paix, les Rigolus sont a 60% favorables,
16% y sont opposés et 24% sont sans opinion. Par contre, pour la guerre, les Tristus sont a
68% favorables, 12% opposés et 20% sans opinion. Vous rencontrez par hasard un habitant
d’Orion (on ne vous demande pas la probabilité de le rencontrer..) et vous lui demandez son
opinion.

1. Calculer la probabilité qu'il soit sans opinion.

2. S’il vous répond qu'il est favorable a la paix, quelle est la probabilité qu’il soit un Rigolus ?
3. Finalement, s’il vous répond qu'il est favorable a la guerre, quelle est la probabilité qu’il
soit un Tristus ?

Indépendance :

Exercice 11 On jette trois dés. Calculez :
1. la probabilité d’avoir exactement un 6.
2. la probabilité d’obtenir au moins un 6.

3. la probabilité d’obtenir au moins deux faces identiques.

Exercice 12 On jette deux dés non-pipés, un noir et un blanc. Montrez que les événements
suivants sont deux a deux indépendants, mais ne sont pas mutuellement indépendants :

— «le chiffre du de noir est pair»,

— «le chiffre du de blanc est impair»,

— «les chiffres des deux des ont méme parité».

Exercice 13 1. On dispose d'une urne contenant 3 boules blanches numérotées de 1 a
3 et deux boules noires numérotées de 4 a 5.

(a) On tire une a une successivement trois boules de 1'urne, sans remise. Calculer la
probabilité d’obtenir, dans cet ordre, deux boules blanches, puis une noire ? Dans
n'importe quel ordre ?

(b) Mémes question pour des tirages avec remise.

(c) Calculer la probabilité d’obtenir, deux boules blanches et une noire lors d'un ti-
rage simultané de trois boules.
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1. Dans une urne, on place 7 boules blanches et 3 boules noires. On tire successivement
avec remise quatre boules de I'urne. On note N I'événement "obtenir une boule noire"
et B1l'événement "obtenir une boule blanche".

(@) Quelle est la probabilité pour que I'on obtienne le résultat (N, N, B, B) dans cet
ordre ?

(b) Quelle est la probabilité d’obtenir deux boules blanches exactement ?

(c) Quelle est la probabilité d’obtenir au moins une boule blanche ?

Exercice 14 On dispose de 2 dés A et B. Le dé A a 4 faces rouges et 2 faces blanches. Le dé
B a 2 faces rouges et 4 faces blanches. On lance une piéce de monnaie truquée telle que la
probabilité d’obtenir "pile" soit 1/3.

- Si on obtient "pile" on décide de jouer uniquement avec le de A;

- Si on obtient "face" on décide de jouer uniquement avec le de B.

1. Calculerla probabilité d’obtenir "rouge" au premier coup, puis au deux premiers coups.
Ces deux évenements sont-ils indépendants ?

1

2. Onaobtenu "rouge" aux deux premiers coups. Calculer la probabilité d’obtenir "rouge’
au troisieme coup.

3. On a obtenu "rouge" aux n premiers coups (n € N*). Déterminer la probabilité p,
d’avoir utilisé le de A.

Exercice 15 Un joueur joue a un jeu d’argent contre le casino. On suppose qu’initialement
la fortune du joueur est de a € N et celle du casinode N —a,avec0<a< Net NeN.

Soit p unréel vérifiant0< p<let p #1/2.

A chaque répétition du jeu on suppose que le joueur gagne 1 euros avec probabilité p ou
perd 1 euros avec probabilité g = 1 — p. Si on note x, la fortune du joueur a I'issue du n° jeu,

alors :
Xn + 1 avec la probabilité p

Xo=a et Xn+l = { X, — 1 avec la probabilité g

Le jeu s’arréte dés que x, prend la valeur 0 (le joueur est ruiné) ou la valeur N (le casino est
ruiné).
1. Soit u, la probabilité que le joueur soit ruiné, étant initialement parti d'une fortune de
a.On a en particulier up =1 et uy =0.

(a) Montrer que pour tout entieratelquel <a<N-1,ona:

Ug=PUg+1 Tt JUg-1.

e
-(3)

Déterminer la limite de u, lorsque N — +oo et interpréter le résultat.

(b) Vérifier que:

2. De méme, calculer la probabilité v, que le casino soit ruiné, le joueur étant initiale-
ment parti d'une fortune de a.

3. Calculer la somme u, + v,. En déduire la probabilité que le joueur et le casino s’af-
frontent indéfiniment.

1
4. Reprendre les calculs danslecas p =g = X
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Chapitre 7

Généralités sur les fonctions numériques

1 Etude d’une fonction réelle d’une variable réelle

—

On munit le plan d'un repére orthonormé (O; 7,7 )-

1.1 Fonction réelle d’une variable réelle

Définition 1 Fonction réelle d'une variable réelle
On appelle fonction réelle d'une variable réelle toute application f : A — R, ou A est une
partie non vide de R.

Pour simplifier on dira que f est une fonction réelle.

/\ ATTENTION : il faut veiller a ne pas confondre les notations f et f(x). f désigne I'appli-
cation et f(x) désigne I'image de x. Lapplication f peut étre aussi notée x — f(x).

1.2 Ensemble de définition

Définition 2 Ensemble de définition
Lensemble définition d'une fonction réelle f est le sous-ensemble de R, noté 2, formé des
x € R pour lesquels I'expression f(x) est définie.

Exemple: f(x) = y/x donne 2y =R* = [0, +oo[.
Exemple: f(x) =In(x) donne 2 = R} =]0, +ool.

Exemple: f(x) = e* donne 97 =R.

Exemple: f(x) = donne 97 =R\{-1,1} =] —oo,—1[U] — 1, 1[U]1, +oo0l.

1-x?
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1.3 Représentation graphique de f

Définition 3 Graphede f
Soit f: 2y — R. Le graphe de f est le sous-ensemble de R?, noté Gy, défini par:

Gr={(x f(0)/ xe 2y}

Représenter f c’est représenter G dans le repere (O 7, 7) On obtient une courbe du plan,
appelée représentation graphique de f, notée €.

Exemple: f : x— In(x) donne Gy = {(x,Inx)/ x > 0}.

Définition 4 Périodicité

Soient f: Yy — Ret T >0.

La fonction f est dite périodique de période T, ou encore T-périodique, lorsque :
@) ‘v’xe@f, X+ Te@f

(i) Vx € Dy, fx+T)=f(x).

On peut remarquer que si ¢ =R, la condition (i) est automatiquement vérifiée. On montre
facilement que la condition (ii) entraine que :

VxeR,VkeZ, f(x+kT)=f(x)

Exemple: La fonction tan est r-périodique.

Interprétation graphique‘ Si f est T-périodique alors son graphe est invariant par toute

translation de vecteur k7. i , avec k€ Z.
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Il suffit donc d’étudier f sur un intervalle de longueur T, ie du type [a,a + T] avec a € R (on

choisit souvent [0, T] ou [-%, ]). Le reste du graphe de f se déduit ensuite par translations

de vecteurs kT.T, keZ.

Exemple: Pour la fonction tan.

M/ 11| M M/ M/ !/

|
S
|
SN
oS
S
|
S
[\
3
len
™IS

Définition 5 Parité
Soient f: 2y — Ret A Py.
1. Lafonction f est dite paire sur A lorsque :
i) Vxe A —xe A
(i) Vx € A, f(=x) = f(x).
2. Lafonction f est dite impaire sur A lorsque :
i) VxeA —xe A
(i) Vxe A, f(-=x)=—f(x).

Evidemment si 2 r =R, la condition (i) est automatiquement vérifiée.

Exemple: La fonction x — x? est paire sur R, et x — x> est impaire sur R.

‘ Interprétation graphique

1. Si f est paire alors son graphe est symétrique par rapport a I’axe des ordonnées (0y).
On peut donc restreindre I'étude a 2y NR* ou 2y NR™.

2. Si f est impaire alors son graphe est symétrique par rapport au point O.
On peut donc restreindre I'étude a 2y NR* ou 2y NR™.
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Exemple: Pour la fonction x — x?.

Exemple: Pour la fonction x — x°.
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1.4 Monotonie

Définition 6 Fonction monotone
Soit f fonction définie sur un intervalle I de R.

1. f estcroissante sur I lorsque :
Vi, el?, x<y= f(x)<fy)
Dans ce cas:
x<y= f(x) < f(y)
et
fR)<f(y)=x<y=>x<y

/\ Par contre si on a seulement 'inégalité large f(x) < f(y), alors on ne peut pas
comparer x et y.

2. f eststrictement croissante sur I lorsque :
V(x,y) € 12, x<y=fx)<fy)
Dans ce cas:
x<y=fx)<fy

et
xsy<=fx)<fy

3. f estdécroissante sur I lorsque :
Vx,p)el?, x<y= f(x)=f(y)
Dans ce cas :
x<y= f(x)=f(y)

et
f<fyy)=x>y=x=y

/\ Par contre si on a seulement I'inégalité large f(x) < f(y), alors on ne peut pas
comparer x et y.

4. f eststrictement décroissante sur I lorsque:

V(x,y)e[z, x<y= f(x)>f(y)
Dans ce cas:
x<y<=fx)>fy)

et
xsy=fx)=f(y)

5. f estdite monotone sur I lorsqu’elle est croissante ou décroissante sur I.

6. f est dite strictement monotone sur I lorsqu’elle est strictement croissante ou
strictement décroissante sur 1.
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Exemple: x — e* est strictement croissante sur R.
Exemple: x — x? est strictement décroissante sur R~ =] — 0o, 0].
Exemple: x — | x| est croissante sur R.

On rappelle deux théorémes bien connus qui seront démontrés dans le chapitre sur les fonc-
tions numériques dérivables.

Théoréeme 7 Monotonie et signe de la dérivée
On suppose que f est une fonction dérivable sur un intervalle I.

1. festcroissantesur [ < Vxe I, f'(x) =0
2. festdécroissantesur [ < Vxe I, f'(x) <0

3. festconstantesur [ < Vxel, f'(x)=0

Théoreme 8 Stricte monotonie et signe de la dérivée
On suppose que f est une fonction dérivable sur un intervalle I.

1. f'(x) > 0 pour tout x € I sauf éventuellement en des points «isolés » = f strictement
croissante sur

2. f'(x) <0 pour tout x € I sauf éventuellement en des points «isolés » = f strictement
décroissante sur

/\ ATTENTION : si f est strictement croissante sur un intervalle I, on ne peut pas dire que

f'(x) >0 pour tout x € I, comme le montre 'exemple de la fonction x — x3.

Exemple: f : x — x + cos(x) est strictement croissante sur R.

1.5 Extremums d’une fonction

Définition 9 Fonction majorée/minorée/bornée
Soit f une fonction définie sur un intervalle I.

1. Ondit que f est majorée sur I lorsque:
AMeR/Vxel, f(x)sM

M est alors appelé majorant de f.

2. Ondit que f est minorée sur [ lorsque :
dmeR/Vxel, f(x)=zm

m est alors appelé minorant de f.

3. On dit que f est bornée sur I lorsqu’elle est a la fois majorée et minorée sur I, ie
lorsque :
Im,M)eR?/Vxel, m<f(x)<M
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Proposition 10 Caractérisation des fonctions bornées
Soit f une fonction définie sur un intervalle I. Alors :

f estbornée sur I < |f| est majorée sur [

Définition 11 Extremum global
Soit f une fonction définie sur un intervalle I.

1. Ondit que f admet un maximum global en xj € I, lorsque f est majorée par f(x) :
Vxel, f(x)<f(x)

2. Ondit que f admet un minimum global en xj € I, lorsque f est minorée par f(xo) :
Vxel, f(x)=f(x)

3. Ondit que f admet un extremum global en xj € I, lorsque f admet en xy un maximum
global ou un minimum global.

Définition 12 Extremum global
Soit f une fonction définie sur un intervalle I.

1. On dit que f admet un maximum local en xj € I, lorsqu’il existe § > 0 tel que f est
majorée par f(xp) surJxg—06,xp+06[N1:

Vxe€lxg—06,x0+0[NnI, [f(x)<=<f(x0)

2. On dit que f admet un minimum local en xj € I, lorsqu’il existe 6 > 0 tel que f est
minorée par f(xp) sur]xp—9,x9+06[NI:

Vxelxg—06,x0+0[nI, [f(x)= f(xp)

3. Ondit que f admet un extremum local en xj € I, lorsque f admet en xyp un maximum
local ou un minimum local.

Proposition 13 Un extremum global est local
Soit f une fonction définie sur un intervalle I. Alors :

f admet un extremum global en xy = f admet un extremum local en xj
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Théoréme 14 Condition nécessaire d’extremum local
Soit f fonction dérivable sur un intervalle I et telle que :
(i) f admet un extremum local en xp € 1

(ii) xo € I, ie xp n’est pas une borne de 1.
Alors f’(xg) = 0. La tangente a la courbe représentative de f au point d’abscisse xy est donc
horizontale.

/\ ATTENTION : la réciproque est fausse comme le montre I'exemple de la fonction x — x3

en 0.

/\ ATTENTION : I'hypothese x; € I est essentielle, comme le montre I'exemple de la fonction
x— x sur [0, 1].

Ce résultat donne donc des points x( candidats a étre des extremums locaux (on les appelle

points critiques de f : xy € I et f'(xp) = 0). Mais il faut ensuite vérifier point par point si
on trouve bien un extremum local en ces points, puis faire une étude séparée des bornes de
I'intervalle. Pour I’étude des points critiques, on peut utiliser le théoréme suivant.

Théoréeme 15 Condition suffisante d’extremum local en un point critique
Soit f fonction dérivable sur un intervalle I et xy un point critique de f.
Si f’ change de signe en x alors f admet un extremum local en xj.

En pratique il suffit de dresser le tableau de variations de f.

Exemple: Déterminer les extremums de la fonction x — —8x% +2x* + 8x% — 1.

2 Fonctions usuelles

2.1 Fonction racine n-iéme

Pour n > 1, la fonction x — {/x est définie sur R* et a valeurs dans R™.
On a les valeurs particulieres: ¥/0=0et ¥/1 = 1.

Cette fonction est continue sur R* et dérivable seulement sur R : elle est continue mais non
dérivable en 0. Sa dérivée est donnée par :

1 n
Vx>0, (('/;), = (x%)' = —x%_l = ﬁ

et en particulier pour n=2:

Représentation graphique:
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3 n=2
2 n=3
14 /
—1J123456789
-1
2.2 Fonctions trigonométriques
Les fonctions cos et sin sont dérivables (donc continues) sur R et :
VxeR, sin'(x)=cos(x) et cos'(x)=—sin(x)
Représentation graphique:
(gCOS
/><\ / / @sin
v 1
I SN > Z n = 2n o

Il faut connaitre par coeur les limites suivantes :
sin(x) . l-cos(x) 1
=letlim————=

x—0 x2 2

lim sin(x) =sin(0) =0, lim cos(x) = cos(0) =1, lim
x—0 x—0 x—0

La fonction tan est dérivable (donc continue) sur @i, = R\{5 + kn/ k € Z} et :

VX € Dan, tan'(x)= =1+ tan®(x)

cos?(x)

Représentation graphique:
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|
S
|
ol
ot
S
!
l\JI;.

Il faut connaitre par coeur les limites suivantes :
tan(x) 1

X

limtan(x) = tan(0) = 0 et lim
x—0 x—0

2.3 Fonctions logarithmes et exponentielles

ln
SIS

La fonction exponentielle est définie comme étant 'unique fonction dérivable sur R, égale a

sa dérivée, et prenant la valeur 1 en 0. On la note exp ou x — e*.

On a les propriétés suivantes.

Proposition 16 Propriétés de la fonction exponentielle

1. VxeR,e*>0etdonce* #0
2.e'=1

1
3. V(a,b) eR?, et*h =gt xeb g~ = — ettt =

n n
4. Plus généralement: V(ay,...,a,) € R", exp (Z al-) = H et
i=1 i=1

5. VaeR,VneZz (e?)" ="
6. VxeR, (ex)':ex

o 1 4 1
Ainsionae2 =/, e l=~...
e

Représentation graphique:
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%%m

Il faut connaitre par coeur les limites suivantes :

X

lime* =e’ =1 et lim =1
x—0 x—0 X
ex
lim e*=+ocoet lim — =400
X400 X=400 x

lim e*=0et lim xe*=0.
X——00 X——00

La fonction exp est continue (car dérivable) et strictement croissante sur R:

exp o —— +00

D’apreés le théoréeme de la bijection monotone, elle induit une bijection de R sur R} =]0, +ool.
On note In : RY — R sa bijection réciproque. Cette fonction est appelée logarithme népé-
rien. On démontrera dans le chapitre sur les fonctions numériques dérivables qu’elle est
dérivable (donc continue) sur R7.

Par définition de la bijection réciproque, ona Vx € R, In(e*) = x et Vx> 0, e"™ = x. De plus:

VxeR,Vy>0, e*=y<x=Iny
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Proposition 17 Propriétés de la fonction logarithme népérien

1. Inx) =0 x=letln(x) =1l x=e¢e

2. Y(a,b) € R2, In(ab) = In(a) + In(b), ln(é) = —In(a) et ln(%) =1n(a) —In(b)

n n
3. Plus généralement : Y (ay, ..., a,) € (R%)", ln(H ﬂi) =) In(ay)
i=1 i=1

4. Ya>0,VneZ, In(a") = nln(a)

1
5. Vx>0, (In(x) = -

On démontrera dans le chapitre sur les fonctions numériques dérivables que les courbes
représentatives de exp et In sont symétriques par rapporta y = x :

(gexp

Il faut connaitre par coeur les limites suivantes :

1 In(1
limIn(x) =In(1) = 0 et lim ) . Ind+ h_ .
x—1 i—1x—1 h—0 h
1
lim In(x) =+ocoet lim n) _ 0
X—+00 x—too  x
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lim In(x) = —co et lim xIn(x) = 0.
x—0t x—0t

2.4 Fonctions puissances réelles

Soit a € R. La fonction puissance a est définie sur R} =]0, +oo[ par :

Vx>0 x%=enW

On peut vérifier que pour x >0:

_SinZl,xxxx...Xx:enln(x);
n termes
-sin=0, enln(x) =1;
'SinEZ\N,lXlx...xl:enln(x);
X X X
—-n termes

. 1
-sin=1, Yx=enn®,
Donc on généralise sur R} les fonctions puissances entiéres, et racines n-iémes définies au

lycée.

/\ ATTENTION : la fonction x — x“ est définie au moins sur ]0, +ool. Par exemple la fonc-
tion x — x? est définie sur R tout entier!! De plus la formule x® = e*"™®¥ ny'est intéressante
que si a ¢ Z : par exemple écrire x> = e?!"¥) n’est pas plus simple que x? = x x x.

On a les propriétés suivantes.

Proposition 18 Propriétés des fonctions puissances
On se donne x>0, y >0 et (a, B) € R?.

1. x%xP=x0F L =y~ et £ = x@ B,
) x@ Xﬁ y

2. (x“)ﬁ = x% = (xP)?;

3. (x*=x%y* = y*x®* = (yx)%.

On démontrera que la fonction x — x® est dérivable (donc continue sur R}), de dérivée :
!/ —
Vx>0, (x%) =ax*!

On en déduit qu’elle est strictement croissante si @ > 0, strictement décroissante si @ <0 (et
constante égale a 1 si a =0).

Il faut connaitre par coeur les limites suivantes :

Osia>0 +oosia>0
lim x*={1sia=0 et lim x*=<{1sia=0
x—0t X—+00

+oosia<0 0sia<O0

On a les tableaux de variations :
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X 0 +00 X 0 +00

+00 +0o0
—_— a / —_— a \
X X 0 X X 0

et les représentations graphiques (les cas @ < 1 et @ > 1 seront étudiés dans le chapitre sur la
dérivabilité) :

4 4 a>1 a=1
3A
2A
]_A
a<0
-1 1 2 3 4
_1;

2.5 Fonctions logarithmes et exponentielles en base a

Soita>0tel que a # 1, ie a €]0, 1[U]1, +oo[. On définit les fonctions logarithmes et exponen-
tielles en base a par :

1
Vx>0, loga(x):ix) et VxeR, a‘=e

In(a)

xIn(a)

Pour a = e, on retrouve les fonctions logarithme népérien et exponentielle.
On peut montrer qu’elles sont bijections réciproques 'une de I'autre :

Vx>0, a°8«®=x et VxeR, log, (a*)=x
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Exemple: log,(256) = log,(2%) =8
On utilisera principalement que : Yn € N, log,,(10") = n.

La fonction log, est dérivable (donc continue) sur R}, de dérivée :

Vx>0, log,(x)=
x= 084 () xIn(a)

La fonction x — a* est dérivable (donc continue) sur R, de dérivée :

VieR, (a*)=In(@a"

2.6 Croissances comparées

Théoréeme 19 Croissances comparées
On se donne trois réels a, S et y.

. (Inx)f .
1. Poura>0: lim =0" et lim x%Inx/®=0".
X—+00 xa x—0t
a
2. Poury>0: lim x% 7 = lim — =0" et lim |x|/%"=0".
X—+00 x—+oo VX X——00

3. Poury>0: lim (Inx)Pe " =o0.

X—+00

De maniere mnémotechnique, on peut retenir que : In < puissance <« exp
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3 Exercices

Exercice 1 Soit f:R — R une application croissante telle que : Vx € R, fo f(x) = x. Montrer
que VxeR, f(x) = x.

Exercice 2 Soit I un intervalle de R. Montrer que :
1. Si f et g sont croissantes sur [ alors f + g est croissante sur I.

2. Si f est croissante sur [ et g croissante sur J, tel que f(I) c J, alors go f croissante sur
I.

3. Si f et g sont croissantes positives sur I alors f x g est croissante sur I.

Exercice 3 Soit f : R — R une fonction périodique de période T > 0. On suppose que f est
monotone, montrer que f est constante.

Exercice 4 Soit f :[0,1] — [0, 1] une fonction croissante. Montrer que f a au moins un
point fixe. Est-ce vrai si f est décroissante ?
Indications : on pourra poser a = sup {x €[0,1]/ f(x) > x}.

Exercice 5 [Fonctions cosinus, sinus et tangente hyperboliques]

er+e”* ef—e*

2 2
1. Montrer les formules suivantes, valables pour tous x, y e R :

Pour x € R, on pose cosh x = etsinhx =

coshx+sinhx=e*; coshx—sinhx=e™~; cosh?x—sinh®x=1

2. Calculer, pour tout x, y € R, cosh(x + y), cosh(x — y), sinh(x + y) et sinh(x — y) en fonc-
tion de cosh x, sinh(x), cosh y et sinh y. En déduire des formules de transformation de
sommes en produits de fonctions hyperboliques.

Exercice 6

1. Montrerque:Vx>-1, In(l1+x)<x.

2. Endéduire que pourtout n>2: (1+1)" <e<(1-1)™".

In(1+ax)

Exercice 7 Soit0< a=<b.Onpose f:x€R — 75

déduire que

Etudier la monotonie de f et en
b

ln(l + %)ln(l + —) < (In2).
a

1
ln(xx

Exercice 8 Pour x > 0 simplifier (exp (x?))  *

Exercice 9 Parmi les relations suivantes lesquelles sont exactes :

1) (ab)° = a’* 2) aba® = a’* 3) a?l = (al’)2
4) (ab)¢ = a% b3 5) (a?)® = a(®") 6) (a?) = (a%)"?
Exercice 10 Résoudre les équations suivantes :
1) e* + el *—e+1 2) x\/i — (ﬁ)x 3) 22x _ 3x-1/2 _ 3x+1/2 _ 92x-1
Exercice 11 Résoudre les systemes suivants :
8*=10 e‘e?V =
a0 b) -
2% =5y 2xy=1
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3 Exercices

Exercice 12 On veut déterminer toutes les fonctions f : R — R vérifiant :

(i) VY PEeER? f(x+y) =fX)+f(y)
(i) VY PEeR? fxy) = fO)fWy)

1. Soit f une fonction solution qui n’est pas la fonction nulle.
(a) Calculer f(0), f(1) et f(-1).

(b) Déterminer f(x) pour x € Z, puis pour x € Q.

(c) Montrer que Vx =0, f(x) =0. En déduire que f est croissante.

(d) En déduire que f = idg.

2. Conclure.
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Chapitre 8

Limites et comparaison des fonctions
numériques

On rappelle que R = RU {—00, +00} = [—00, +00].

1 Limite en un point de R

1.1 Voisinages d’'un point de R

Définition 1 Voisinages d’un point de R

1. Si xp € R, on appelle voisinage de xj tout intervalle V ouvert et centré en xy, ie du type
1X0—0,x9+6[oud >0.
On définit aussi les voisinages a droite de xy par V; =]xo, xo + 6[, et les voisinages a
gauche par Vg =]xo -8, xo[.
Remarquons que xp € V mais xo ¢ Vy et xo ¢ V.

2. On appelle voisinage de +oo, tout intervalle V ouvert du type V =] A, +oo[, avec A € R.

3. On appelle voisinage de —oo, tout intervalle V ouvert du type V =] — oo, A[, avec A€ R.

Proposition 2 Intersection de voisinages
Si xp € Retsi V; et V, sont deux voisinages de xp, alors V; N V, est encore un voisinage de xy.
En particulier Vi NV, # @.

1.2 Limite finie en un point x, € R

Soit f une fonction définie sur un intervalle I.
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Définition 3 Limite finie a gauche en x,
Soit xp un point de I, ou la borne droite de I.
On dit que f admet ¢ € R pour limite a gauche en x; lorsque :

Ve>0, I0>0/Vxelxg—06,xl |f(x)-¥l<¢

Onlenote lim f(x) =4, lim f(x)=¢,lim f = ¢ ou encore f(x) — ¢.
X—*XO xixo xO XiX()

Dans ce cas, on pose f(x,) = £.

Remarquons qu’on peut avoir xo € 9.

On peut remplacer |f(x) — ¢| < € par |f(x) — ¢| < €. Mais cette derniere inégalité est équi-
valente a I'encadrement ¢ — € < f(x) < £ + €. On obtient donc une nouvelle écriture de la
définition :

VW voisinage de ¢, 3V voisinage a gauche de xo/ Vx € Vg, f(x) e W

Exemple: 1111117 [x] =0.
X—

Définition 4 Limite finie a droite en x,
Soit xo un point de I, ou la borne gauche de I.
On dit que f admet ¢ € R pour limite a droite en xy lorsque :

Ve>0, 30>0/Vxelxy,xo+0[ |f(x)-¥l<¢
Onlenote lim f(x) =4, lim f(x)=¢,lim f = ¢ ou encore f(x) — /.
> xF >

X—xy X=X 0 X=X
+\ —
Dans ce cas, on pose f(x;) = £.

Remarquons qu’on peut avoir xo ¢ 2.

On peut remplacer | f(x) — ¢| < € par | f(x) — ¢| < ¢, ce qui donne comme précédemment une
nouvelle écriture de la définition :

YW voisinage de ¢, 3V, voisinage a droite de xo / Vx € Vy, f(x) e W

Exemple: linll [x] =1.
xX— +

Définition 5 Limite finie en x,

Soit xp un point de I qui n’est pas une borne de I (ie xy € I).
On dit que f admet ¢ € R pour limite en x lorsque :

Ve>0, 36>0/Vxelxg—06,x0+0[ |f(x)-¥l<e¢

On le note xlggclo flo=¢, llx{)nf = ¢ ou encore f(x) = l.
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Remarquons cette fois qu’il est nécessaire que xo € Y.

. .. . sinx . )
/\ ATTENTION'! On ne devrait donc pas écrire que hné —— =1 puisque la fonction x —
x—=0 X
sinx sin sinx
—— n’est pas définie en 0. On devrait écrire a la place que lim —— = lim —— =1, ou
X i =0~ X x—0t X
sin(0)

sous-entendre qu'on a posé =1 pour avoir une fonction définie en 0.

Encore une fois, on peut remplacer |f(x) — ¢| < € par | f(x) — ¢| < &, ce qui donne comme
précédemment une nouvelle écriture de la définition :

VW voisinage de ¢, 3V voisinage de x / VxeV, f(x) eW

Théoréeme 6 Lien entre f(x)) et xhrgcl f(x)
— X0
Si xhrgcl f(x)=¢€eRalors ¢ = f(xp).
— X0

/\ ATTENTION : ceci est faux avec une limite a gauche ou a droite, comme le montre 'exemple
de la fonction partie entiére.

Théoréme 7 Lien entre xhn;} f), flxg) et f(xy)
—X0

Sixge@f:
flxg)=+¢
; - +y —
)}Lrgclof(x)—(@ fxg)=1¢
¢ = f(xo)
—xsix<0
Exemple: f(x) :{ ) 27 =R
x+1six>0
SA
1 2

Sur cette exemple 1irr(1) f(x) nexiste pas puisque f(07) =0# 1= f(0%).
X—

l-xsix<1

9r=R
e lol1six>1 !

Exemple: f(x) = {
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-2 -1 1 2 3
-1 -
fan=o0
Sur cette exemple lirr% f(x)=0,carg f(1")=0
X—
fm=0
x?six<0
Exemple: f(x)={2six=0 2r=R

e*—-1six>0

Sur cette exemple lir% f(x) n'existe pas, bien que f(07) = f(0*) = 0. En effet f(0) =2 #0.
X—

1.3 Limite infinie en un point

Soit f une fonction définie sur un intervalle 1.

Définition 8 Limite infinie a gauche en x
Soit xp un point de I, ou la borne droite de I.

1. Ondit que f admet +oo pour limite a gauche en x; lorsque :
VAeR, 36>0/Vxelxyg—06,xl f(x)=A

Onlenote lim f(x) = +oo, lim f(x) =400, lim f = +00 ou encore f(x) — +oo.
X—X, < XO

- <
0 X— X0 X— Xo

De manieére équivalente :

VW voisinage de +oo, 3V, voisinage a gauche de xo/ VxeVg, f(x) EW
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2. On dit que f admet —oo pour limite a gauche en x( lorsque :
VAeER, F6>0/Vxelxg—06,xl f(x)<A

Onlenote lim f(x) = —oo, lim f(x) = —o0o, lim f = —oco ou encore f(x) — —oo.
)C—’)CO < )CO

<
X— X0 X— X0

De manieére équivalente :

VW voisinage de —oo, 3V, voisinage a gauche de xo /Vxe Vg, f(X)eW

1
Exemple: lim — = —oo.
x—0" X

Définition 9 Limite infinie a droite en x,
Soit xo un point de I, ou la borne gauche de I.

1. On dit que f admet +oco pour limite a droite en x( lorsque :
VAeR, 36>0/Vxelxy,xg+6[ f(x)=A

Onlenote lim f(x) = +oo, lim f(x) =400, lim f = +00 ou encore f(x) — +oo.
> xt

—xF >
X xo X— Xo 0 X— X0

De maniere équivalente :

VYW voisinage de +oo, 3V, voisinage a droitede xo / Vx€ Vg, f(x) e W

2. On dit que f admet —co pour limite a droite en x, lorsque :
VAeR, 36>0/Vxelxy,xo+6[ f(x)<A
Onlenote lim f(x) = —oo, lim f(x) = —o0o, lim f = —co ou encore f(x) — —oo.
x_)xg xixO xg x—>>x0

De maniere équivalente :

VW voisinage de —oo, 3V, voisinage a droite de xo/ VxeVy f(x)eW
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1
Exemple: lim — = +oo0.

x—0t X

1.4 Limite finie/infinie en +oco

Soit f une fonction définie sur un intervalle I.

Définition 10 Limite finie/infinie en +co

1. Ondit que f admet ¢ € R pour limite en +oo lorsque :
Ve>0, IBeR/Vx=B,|f(x)-¥|<¢

On le note xl—1>I+noof(x) =/, llgolf = ¢ ou encore f(x) N l.

De manieére équivalente :

VW voisinage de ¢, 3V voisinagede +oo/Vx€eV, f(x) e W

2. On dit que f admet +oo pour limite en +oo lorsque :
VAeR, 3IBeR/Vx=B, f(x)=A

Onlenote lim f(x)=+oo,lim f = +ocoouencore f(x) — +oo.
X—+00 +00 X—+00
De manieére équivalente :

VW voisinage de +oco, 3V voisinagede +oco/VxeV, f(x) e W

3. On dit que f admet —oco pour limite en +oo lorsque :
VAeR, dBeR/Vx=B, f(x)<A

Onlenote lim f(x)=—-oo,limf = —-o0ouencore f(x) — —oo.
X—+00 +00 X—+00

De manieére équivalente :

VW voisinage de —oo, 3V voisinage de +oo/ VxeV, f(x) eW

1
Exemple: lim — =0, lim e*=+ooet lim (-x*)=—-o0.
X—+00 X X—+00 X—+00
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y=e

Définition 11 Limite finie/infinie en —co

1. Ondit que f admet ¢ € R pour limite en —oco lorsque :
Ve>0, IBeR/Vx<B,|f(x)-¥|<e¢

Onlenote lim f(x)=2¢,limf =/¢ouencore f(x) — /.
X——00 —00 X——00
De maniere équivalente :

VW voisinage de ¢, 3V voisinagede —co/Vx€eV, f(x)e W

2. On dit que f admet +oo pour limite en —oco lorsque :
VAeR, JBeR/Vx<B, f(x)=A

Onlenote lim f(x)=+oo,limf = +ooouencore f(x) — +o0.
X——00 —00 X

—

De manieére équivalente :

VW voisinage de + oo, 3V voisinage de —oo/ VxeV, f(x) eW

3. On dit que f admet —oo pour limite en —oo lorsque :
VAeR, JdBeR/Vx<B, f(x)<A

Onlenote lim f(x)=-o0,limf =—-o0ouencore f(x) — —oo.
X——00 —00 X——

——00
De manieére équivalente :

VW voisinage de —oo, 3V voisinage de —oo/ VxeV, f(x) eW
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Exemple: lim e*=0, lim |x|=+ooet lim x° = —oo.
X——00 X——00 X——00
y=1x|

1.5 Extensions dans le cas d’'une limite finie

Soit xj € R.

eSiona lim f(x) =¢€Ret f(x) = auvoisinage a droite de xp, on le note lim f(x)=¢".

X— X0 X— X0

eSiona lim f(x) =¢€eRet f(x) <!auvoisinage a droite de xy, on le note lim f(x)=¢".

X— X0 X—Xo
eSiona lim f(x) =¢€Ret f(x) = au voisinage a gauche de xy, on le note lim f(x) = ot
xixo xixo
eSiona lim f(x) =¢€Ret f(x) <[auvoisinage a gauche de xj, onle note lim f(x)=¢".
xiX() xiX()
eSiona lim f(x) =¢€Ret f(x) = [ au voisinage de xy, on le note lim f(x) =¢".
X— X0 X—Xo
eSiona lim f(x) =¢€eRet f(x) <!auvoisinage de xy, on le note lim f(x)=¢".
X—Xp X— X0
. + . . 1
Exemple: lim /x =07, ce qui permet de conclure que lim — = +oo.
x—0% x—0% ﬁ
1.6 Unicité de la limite
Théoréme 12 Unicité de la limite
Si la limite existe, elle est unique ie :
siona (xo,¢,L) € ([R)3 tel que lim f(x) = et lim f(x) = Lalors ¢ = L.
X— X0 X— X0
On a les mémes résultats quand x 2 Xo ou X 5 Xp.
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2 Théoremes généraux sur les limites

2.1 Opérations algébriques sur les limites

On se donne f et g deux fonctions définies sur un intervalle I et xy € R un point adhérent a I
(ie que xp € I ou xy est une des deux bornes de I).

Dans le théoréme suivant, on utilise les régles de calculs dans R définies au chapitre sur les
suites réelles (chapitre 4).

Théoréme 13 Opérations sur les limites

1. Somme. Si f et g ont une limite en x, alors:

lim (£00 +g®) L€ lim )+ lim g(x)
X— X0 X— X0 X— X0

/\ saufen cas de FI : (+00) + (—00).

2. Multiplication par un réel. Si f a une limite en xy et A € R alors::

lim A0 B« tim Fx)
X— X0

X— X0

/\ sauf en cas de FI: 0 x (+00).

3. Produit. Si f et g ont une limite en x, alors:

) existe . :
Jim 709 % g(x) = Jim ) Jim ()

/\ saufen cas de FI : (+00) x 0.

4. Inverse. Si f a ont une limite en xo alors :

: 1 existe 1
i 7 "
o f(x) lim f
1. o] 1
/\ sauf en cas de FI : 5 il faut préciser gF = tooou = =-co .

5. Quotient. Si f et g ont une limite en x( alors:

I
1i f(x) existe xl—gclof(x)
iy lim g(x)
0 g(x) Jim g
+ 0
/\ saufen cas de FI : = et —.
+00 0

On a les mémes résultats avec des limites a droite/gauche.
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2.2 Composition de limites
2.2.1 Fonction composée de deux fonctions

Soient f une fonction définie sur un intervalle I, et g une fonction définie sur un intervalle J
telque f(I) < J:

Soient a € R un point adhérent a I (ie a € I ou a est une borne de I), b € R adhérent a J, et
LeR.

Théoréeme 14 Théoréme de la limite de la fonction composée
On suppose que lim f(x)=bet lirrllog(x) :@]
X—

X—

Alors lirlnzl g(f(x))eXi:Ste@J.

X—

On a le méme résultat avec des limites a droite/gauche.

_ _ o ( lim v(x))
/\ ATTENTION'! Ce résultat ne dit pas que )lcln’éll u(x)"™ = ()lcmgZ u(x)) r—a . Par exemple,
1 X
on verra a la fin du chapitre que: lim 1+ —) =e#l.
X—+00 X

2.2.2 Suite composée d’une suite et d’'une fonction

Onrappelle un théoreme vu dans le chapitre sur les suites réelles (chapitre 4, théoreme 4.33).

Soient f une fonction définie sur un intervalle I, et (u£,) ,en Une suite a valeurs dans I a partir

d’un rang ny, ie telle que : ¥n > ng, u, € I. On peut donc considérer la suite (f(un)) -, -

Soient £ € R un point adhérent a I (ie £ € I ou a est une borne de I), et a € R.

Théoréeme 15 Théoréme de la limite de la fonction composée

On suppose que (u,) converge vers| ¢ |et que li fx)=(a).
x—{ ¢

. existe
Alors lim f(u,) ~= (a).

On a le méme résultat avec des limites a droite/gauche.

Exemple: lim sin(x) n’existe pas.
X—+00
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2.3 Limites et inégalités
2.3.1 Limite et inégalités locales

On se donne f une fonction définie sur un intervalle I et xy € R un point adhérent a I (ie que
Xo € I ou xp est une des deux bornes de I).

Théoréme 16 Limite finie et bornitude
Si lim f(x) existe et est finie, alors il existe un voisinage de xj sur lequel f est bornée.
X— X0

On ale méme résultat avec une limite a droite/gauche et un voisinage a droite/gauche.

Théoréeme 17 Limite et signe local

1. Si lim f(x) >0ou lim f(x) = +o0, alors il existe un voisinage V de x; tel que :
X— X0 X— X0
VxeV, f(x)>0
2. Si lim f(x) <0ou lim f(x) = —o0, alors il existe un voisinage V de x tel que:
X—Xo X—Xo

VxeV, f(x)<0

On a le méme résultat avec une limite a droite/gauche et un voisinage a droite/gauche.

Corollaire 18 Limite finie et majorant/minorant

1. Siilexiste meRtelque Vx € I, f(x) = m etsi f a une limite finie au point x alors :

xh_}rgclo fx)=m

2. Siilexiste M eRtelque Vx € I, f(x) < M etsi f aune limite finie au point xy alors :

lim f(x) <M

X— X0

On a les mémes résultats avec une limite a droite/gauche.

1
/\ ATTENTION'! Ces résultats sont faux avec des inégalités strictes. Par exemple — > 0, pour
X

1
tout x €]0, +oo[, mais lim — =0.
X—+0c0 X

Corollaire 19 Passage a la limite dans une inégalité Siona Vxe I, f(x) < g(x), etsi fetg
ont une limite finie au point xy, alors :

Jim, 1109 < iy 80
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/\ ATTENTION'! Encore une fois ce résultat est faux avec une inégalité stricte : f(x) < g(x)
ne donne pas lim f(x) < lim g(x) mais seulement lim f(x) < lim g(x).
X— X0 X— X0 X— X0 X— X0

2.3.2 Calculs de limites par inégalité

On se donne f une fonction définie sur un intervalle I et xy € R un point adhérent 2 I (ie que
Xp € I ou xp est une des deux bornes de I).

Proposition 20 Limite et valeur absolue

1. Si lim f(x) = ¢ € Ralors lim [f (0l =121,
— X0

X— X0

2. SiZeR:
lim f(x):€<=>xlir§1 | f(x)—¢1=0
— X0

X— X0

Théoréeme 21 Théoréme d’existence de la limite par encadrement

1. Version limite finie.
On suppose que f, g et h sont trois fonctions définies sur I telles que : Vx € I, f(x) <
g(x) < h(x).
On suppose de plus que lergclO fx) = xhgclo h(x)=¢eR. Alors:

existe

A, 800 =¢

2. Version limite infinie.
On suppose que f, g sont deux fonctions définies sur I tellesque : Vx € I, f(x) < g(x).

Ona: _

e Si lim f(x) = +o0, alors lim g(x) existe +00
X—Xo X—Xo

¢ Si lim g(x) = —oo, alors lim f(x) existe —00
X— X0 X— X0

2.4 Limites des fonctions monotones

Soient —oo < a < b < +oo et f une fonction définie sur ] a, b|.
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Théoréeme 22 Théoréme de la limite monotone pour une fonction croissante
On suppose que f est croissante sur |a, b[. Alors lim+ f(x) et lir? f(x) existent. Plus préci-
X—a X—bD~
sément :
e si f est majorée sur [ alors lim f(x) estfinieet Vx€]a,b|, f(x) < lir? fx);
Pyl

si f n’est pas majorée sur I, alors l1m f(x) =+oc0

e si f est minorée sur [ alors 11m f(x) est finieet Vx €la, b[, f(x) = hm f(x);
x—at
si f n'est pas minorée sur I, alors hm f(x)=-o0
x—at

Exemple: Une fonction croissante sur | — 2, 3[ majorée mais non minorée.
Onalimf = —ooetlgmfzz.
_2+ -

Théoréeme 23 Théoréme de la limite monotone pour une fonction décroissante

On suppose que f est décroissante sur ]a, b[. Alors 11m f(x) et 11m f(x) existent. Plus pré-
x—at
cisément :

e si f est minorée sur [ alors hm f(x) estfinieet Vx €]a, b|, f(x) = 11m fx);
si f n’est pas minorée sur I, alors hnbl f(x) =—-o0

* si f estmajorée sur I alors lim_f(x) est finieet Vx €la, b, f(x) < hm fx);
x—a*
si f n'est pas majorée sur I, alors hm fx)=—4+00
x—a*

Exemple: Une fonction décroissante sur | — 3,2[ majorée mais non minorée.
Onalimf=2etlimf=-
im f =2etljm f
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3a%

ZA%

Corollaire 24 Existence de la limite a droite/gauche pour une fonction monotone

Si f est monotone sur un intervalle I alors en tout xp € I, lim f(x) et lim f(x) existent
X—=Xo— xX—X;

(en une borne de I une seule de ces deux limites est possible).
De plus,ona:

e si f croissante : f(x;) < f(x0) < f(x5);

e si f décroissante : f(x;) < f(x0) < f(x5);

3 Comparaison de fonctions

On se donne f et g deux foncions définies sur un intervalle I et xy € R un point adhérent a I
(ie que xp € I ou x( est une des deux bornes de I).

On va définir plusieurs notions permettant de comparer les fonctions f et g au voisinage de
X0-

3.1 Fonctions équivalentes

Définition 25 Fonctions équivalentes
On dit que f est équivalente a g au voisinage de xp, lorsqu'il existe V' voisinage de xj et une
fonction u: V — R tels que :

VxeV, [f(x)=u(x)xgx) et lim u(x) =1

X— X0

On le note f(x) o g(x).

On peut aussi définir f(x) My gx)et f(x) ~ , 8(x).

— X X=X
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Proposition 26 Propriétés de larelation ~
On se donne trois fonctions f, g et h définies sur I.

1. Transitivité. f(x) o g(x) et g(x) o h(x) donnent f(x) o h(x).

— X0 — X0 — X0

2. Symétrie. f(x) T 8 =g o fx).

— X0

3. Réflexivité. f(x) o f(x).

La propriété de symétrie donne que si f est équivalente a g au voisinage de xp, alors g est
équivalente a f au voisinage de xj : on peut donc aussi dire que f et g sont équivalentes au
voisinage de xp.

/\ ATTENTION : ne jamais écrire que f(x) ~ 0. Cela na aucun sens, sauf dans le cas trés
X— X0

particulier ou f est la fonction constante égale a 0 sur un voisinage de xp.

Lorsque la fonction g ne s’annule pas sur un voisinage V de x , sauf éventuellement en x
(ie Vx € V\{xp}, g(x) #0), on a un critere plus simple.

Théoréeme 27 Critere d’équivalence
Si g ne s’annule pas sur un voisinage V de xp, sauf éventuellementen xp, ona:

f(x) ~ gx) < lim 0 _ 1
X— X X— X g(x)

Ce résultat est utilisé en pratique pour prouver que f(x) st g(x).
— X0

A\ ATTENTION : ce n'est pas toujours possible. En effet f(x) = ¥ sin(x) . sin(x), mais
—+00
g(x) =sin(x) s’annule sur tout voisinage de +oo.

Sur cet exemple, la fonction g n’existe pas au voisinage de +oo.

Une fonction équivalente renseigne sur le signe.

Théoréme 28 Equivalent et signe

1. Si f(x) ~ g(x)etsignes’annule pas sur un voisinage de xy, alors f ne s’annule pas
X— X0

sur un voisinage de xp.

2. Si f(x) ~ g(x),alors f et g sontde méme signe au sens strict sur un voisinage de x.
X— X0

Une fonction équivalente permet de calculer une limite.
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Théoréme 29 Equivalent et limite

ex1ste

1. Si f(x) T, g(x) et leH)}O g(x) = €R, alors hm f(x) /.

2. On a une réciproque dans le cas particulier £ € R* : si xhrgcl f(x)=/¢alors f(x) o /.
— X0 — X0

On peut effectuer les opérations suivantes sur les fonctions équivalentes.

Proposition 30 Regles de calcul pour la relation ~
On se donne des fonctions fi, g1, f> et g» définies sur I.

1. Valeur absolue. fl(x) gl(x) donne | fl(x)l ~ Igl(x)l.

2. Produit. f (x) g1 (x) et fz(X) gg(x) donnent fi(x) x fz(x) g1 (x) x g2(x).

3. Puissance. Pour tout p e N, fi (x) g1 (x) donne f; (x)p &1 (x)p .
X0
Plus généralement, pour tout a € IR : f1 (x)% g1 (0% (a condition que ces fonctions
x—»xo
soient définies au voisinage de xj).

4. Inverse. Si fi(x) ~ gi1(x) etsi g, ne s’Tannule pas au voisinage de x (sauf éventuelle-
X— X0

1
ment en xp), alors ~ .
’ f1 () x=x0 g1 (x)
5. Quotient. Si f; (x) g1 (x), f> (x) gg(x) et si g1 ne s'annule pas au voisinage de xj

hW | e
fi(x) x=x0 g1 (%)

(sauf éventuellement en xg), alors

/\ ATTENTION : par contre il n’est pas possible de faire les opérations suivantes.
e Somme
h o S1H) et L) ~ o S2(%) ne donnentpas fi(x) + f2(x) -~ o 810+ 82(%).

On peut con31derer le contre exemple suivant : fi(x) = x>+ x et g1 (x) = —x% + x? lorsque

X — +o0.

» Composition par une fonction

Si h est une fonction, f; (x) o 81 (x) ne donne pas ho f (x) ~ h o g1(x).

En particulier fi(x) o 81 (x) ne donne pas e/1¥) e8! @ et f1 (x) ~ 8i(x)ne donne pas
—X0

In(fi(x) T In(g (x)).

On peut considérer les contre-exemples suivantes : fi(x) = x> + x, g (x) = x%, h(x) = e puis
1

filx) =1+ > g1(x) =1, h(x) =In(x), dans les deux cas lorsque x — +oo.

Par contre on peut composer la fonction x — x%, c’est le seul cas possible!
p p p
« Puissance dépendante de x
fi (x) ~ L8 (x) ne donne pas fj (x)*) T 4 (x)*)
—T00

A partirde lim

1\* o 1
1+ —| =e, onpeutdéduire le contre-exemple f(x) =1+ — et a(x) =
X—+00 X X

Le résultat suivant permet de passer de deux fonctions équivalentes a deux suites équiva-
lentes.
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Théoréme 31 Substitution dans un équivalent
On suppose que f(x) o g(x).

X0

1. Par une fonction. On suppose qu'on a une fonction x : t — x(#) telle que thrrtl x(t) = xp.
—lo
Alors :

fx() ~ g(x(1)
t—1
2. Par une suite. On suppose qu'on dispose d'une suite réelle (u,),en de limite xp :

lim wu, = xq. Alors:
n—+oo

f(un) n—>~+oo g(un)

/\ ATTENTION!! Il ne faut pas confondre substitution et composition (qui n’est pas autori-
sée avec les équivalents).

On donne des exemples dans le paragraphe suivant.

3.2 Equivalents usuels

Pour les polyndmes on a le résultat intuitif vu au lycée.

Théoréme 32 Equivalent et polynémes

Si P est une fonction polynéme de la forme P(x) = aqxq + aq+1x”7+1 +eot apxp, ou(p,q) € N2
avec p=q, ag#0eta,#0.Alors:

cen+oo:P(x) -~ apxP (plus haut degré)

—+

een0:P(x) ~ % x7 (plus bas degré).
x—)

Les limites apprises pour les fonctions usuelles donnent les équivalents suivants.

Théoréme 33 Equivalents usuels en 0

1. In0l+x) ~ x

x—0
2. tan(x) ~ x
x—0
3. sin(x) ~ x
x—0
+2
4. cos(x) ~ letl—cos(x) ~ —
x—0 x—0 2

5.e¥ ~ lete¥-1 ~ x
x—0 x—0

6. PouraeR: (1+x)% ~ let(1+x)%-1 ~ ax

x—0 x—0

Ces résultats sont a connaitre par coeur!
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1
Exemple:Ona: sin(x)+sin(x)® ~ x et In|l+—=| ~ —.
x—0 n2 | n—+oo p2

X
Exemple: On est maintenant en mesure de démontrer que liIP (1 + —) =e.
X—+00 X

3.3 Notations de Landau

Définition 34 Fonction négligeable
On dit que f est négligeable devant g au voisinage de x, lorsqu’il existe un voisinage V de

Xp et une fonction € : V— R telle que :

VxeV, f(x)=¢e(x)xgx) et lim e(x) =0
X— X0

On le note f(x) e 0 (g(x)), et on lelit « f(x) est un petit o de g(x) lorsque x — xg ».
— X0

On peut aussi définir f(x) = o(g)etf(x) = o(gln).

—Xy x—Xx;

Définition 35 Fonction dominée
On dit que f est dominée par g au voisinage de xp, lorsqu’il existe un voisinage V de xq et

une fonction b: V — R telle que :

VxeV, f(x)=>b(x)xgx) et la fonction b est bornée sur V

Onlenote f(x) = 0 (g(x)), etonlelit« f(x) est un grand O de g(x) lorsque x — xq ».
0

— X

On peut aussi définir f(x) =_0 (gw)etflx) = 0(g).
X

—»xa —>x0

Lorsque la fonction g ne s’annule pas sur un voisinage V de x , sauf éventuellement en x
(ie Vx € V\{xp}, g(x) #0), on a un critere plus simple.

Théoréme 36 Critere de négligeabilité et critere de domination

1. Si g ne s’annule pas sur un voisinage V' de xy, sauf éventuellement en xp, on a:

. [(x)
) x=v0 (g0) o g(x)

2. Si g ne s’annule pas sur un voisinage V de xp, sauf éventuellement en xp, on a:

fxy = 0 (g(x)) < lafonction ! est bornée sur un voisinage de xg
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Ce résultat est utilisé en pratique pour prouver que f(x) T © (g(x)) ouque f(x) T o (g(x)).

En particulier, on peut retenir que :

f(x) = o)< lim f(x)=0
X 0 X— X0

— X

etque:

f(x) = O©(1) <= lafonction f est bornée sur un voisinage de x
X— X0

Théoréeme 37 Lien entre la relation ~ et «le petit o »
Ona:

— —

@ ~ g0 = fX-g = o (g0) =g - f S © (f(0)

On en déduit une méthode simple pour trouver une fonction équivalente a une somme.

Corollaire 38 Equivalent d'une somme
Ona:
fo = o (g(0) = fx)+gWx) . 8()

— X0 X0

Le résultat suivant relie le « petit o » et le « grand O ».

Proposition 39 Lien entre «le petit 0 » et «le grand o »
Sifn = o (g(x)) alors f(x) 0 (g(0).

— —

Proposition 40 Regles de calcul pour «le petit o »
On se donne des fonctions fi, g1, 1, f et go.

1. Transitivité. fi(x) = o(gi(x)etgi(x) = o(hi(x)) donnent fi(x) = o(h(x).
—_— x— X—Xo X—Xo

X0 — X — X

2. Produit. fi(x) T 0(g1(0) et folx) T 0(g2(x)) donnent fi(x) x f2(x) .
0(g1(x) x g(1).

3. Somme. fi(x) = ) 0(h;(x)) et g1(x) = ) 0 (h;(x)) donnent f;(x)+ g1(x) = ) o (h; (x)).

— X — X — X

4. Multiplication par une constante. fi(x) = 0(g1(x)) donne VA € R, A x fi(x) =
—X0

— X0

o (81).
5. Multiplication par une fonction. fi(x) = 0(gi(x)) donne fi(x) x hi(x) =
— X0 —X0
0(g1(x) x h(x)).
6. Composition par une fonction équivalente. f(x) it o(gl(x)) et g1(x) e hi(x)
— X0 — X0

donnent f;(x) = ) o (h1(x)).

— X

On a des regles de calcul similaires pour le « grand O ».

Exemple: Trouver un équivalent en 0 de sin(x) + 1 — cos(x).
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3.4 Croissances comparées

Théoréeme 41 Croissances comparées
On se donne trois réels a, S et y.

1
1. Poura>0:(nx)’ = o(x*) et |Inx/f = 0(—).
X—+00 x—0t X%

—

2. Poury>0:x* = o(e") et |xI* = ofe™)

3. Poury>0:(lnx)ﬁx = ofe™).

—+00

De maniere mnémotechnique, on peut retenir que : In < puissance < exp

4 Développements limités

Onnotera f(x) = g(x)+o(h(x))lorsque f(x)-gx) = o(h(x).
X—Xo X—Xo

— X

4.1 Développement limité d’ordre n en un point x, € R

Définition 42 Développement limité d’ordre 7 en un point x, € R

Soient n €N, xp € R et f une fonction définie sur un voisinage de x, sauf éventuellement en
X0.

On dit que f admet un développement limité d’ordre n en x( (en abrégé DL, (xy)), lorsqu’il
existe des réels ay ,a, ..., a, tels que :

fO = a0+ a(x—x) +a(x—X0)* + -+ an(x— x0)" + o (x — x0)")

n

= Y ap(x—x0)*+o((x—x0)")
X— X0 k=0

On peut définir de la méme maniére un DL, (x;j) de f ouun DL, (x;) de f.

On utilisera principalement des DL(0) :

n
f) = ap+ax+ax®+-+ax"+o(x") = Y apx +o(x")
x—0 x—0 k=0

Définition 43 Développement limité d’ordre 7 en +oo

Soient n € N, f une fonction définie sur un voisinage de +oo.

On dit que f admet un développement limité d’ordre n en +oco (en abrégé DL, (+00)),
lorsqu'’il existe des réels ag ,ay, ..., a, tels que :

ECSL1.1, Lycée Fermat Toulouse. http://mathcpge.org/ 184



4 Développements limités

a a a ( 1 ) 3
)
X X—+00 k=0 X

f&x) = a+—+—5+-+—+0
X—+00 X X xn

On peut définir de la méme maniere un DL, (—oo) de f.

Grace au théoréme suivant, on pourra toujours se ramener a des DL, (0).

Théoréme 44 On peut toujours se ramener aun DL, (0)

1. Soient n € N, xp € R et f une fonction définie sur un voisinage de xy, sauf éventuelle-
ment en xp.
On pose g(h) = f(xo+ h), ie f(x) = g(x — xop).
Alors f admetun DL, (xy) si et seulementsi g admetun DL,(0), et les coefficients sont
les mémes dans les deux développements. Autrement dit :

f(X) = ap+a;(x—xp)+ a(x—x0)* + -+ an(x—x0)" + o((x - x0)")
X— Xo

— X

—

= g =, G0t arh+ayh®+---+a,h" + o(h")

2. Soient n €N, f une fonction définie sur un voisinage de +oo (resp. de —oco).
Onpose g(h) = f(3), ie f(x) = g(1).
Alors f admetun DL, (+o0) (resp.un DL,(—o00)) si et seulementsi g admetun DL, (0")
(resp. un DL,(07)), et les coefficients sont les mémes dans les deux développements.
Autrement dit :
_ a as an 1
f(x)x_)—+ooa0+7+?+---+ﬁ+o(ﬁ)
— g(h) S, ot arh+ayh® +---+ayh" +o(h")

4.2 Développements limités usuels en 0

Il faut connaitre les formules suivantes au voisinage de 0.

» Exponentielle. Pour tout n € N, on ale DL,(0) de e*:

. 2 X3 x" "
e* = l+x+—+=—+-+=+o0(x"
x—0 2 3! n!
n .k
x
= ) 5 +o(x")
x—0 k=0k'

x e e
Exemple: e* :01+x+—+0(x2) et e* :1e+e(x—1)+E(x—1)2+8(x—1)3+0((x—1)3).
x— X—
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e Logarithme. Pour tout n € N*, on ale DL, (0) de In(1 + x) :

In0+x) = x-——+"—+--+(=D""! +o(x")
x—0 2
& k-1
= e + n
x—0 l;( ) k O(X )

etal’ordre 0:1n(1 + x) :0 0+o0()= :0 o(1).
x—>

X—

x% i3 3 (x— 1)2
Exemple:In(1+x) = x——-+ 3 o(x’) et In(x) = -D-

o((x-1)%).

e Puissance. Pour tout n € N*, onale DL,(0) de (1+x)*:

-1 -D(a-2
1+x% = 1+ax+a(a )x2+a(a )@ )x3+
x—0 2 3!
+05(05—1)(04—2)><~-~><(oc—n+1)
n!

nog(a—1)(@—2)x - x (@—k+1
= 1+Za(a azZixx(@Zk+ )xk+0(x”)
x—0 =1 k!

x"+o0(x™

etalordre 0: (1 +x)¢ =, 1+o0(1).
x—>

2
X X 1 x 3
Exemple: vV1+x = 1+=—-"—+o(x? et = 1-=+=x*+o0(x?).

p x—>028() Vitxx=0 2 8 ()

Il faut connaitre le cas particulier suivant, pour ¢ = —1:

1
— = 1-x+xX* -+ (D" A" +o(x")
1+x x—0
Z( 1 xk + o(x")
1 3
Exemple: —— = 1—x+x°—x>+0(x°).

1+ xx—>0

e Sinus. Pour tout n€ N, on ale DL,;2(0) de sin(x) :

3 5 2n+l
sin(x) = X——+—+--+(-D" +0(x2n+2)
x—0 3! 5! @2n+1)!
p X x2k+1 —_—
_ o 2"+
,CZO( 1 (2k+ D! ( )

3

X
E le: si = x——+o(x%).
Xxemplte Sll’l(.X) B Ox 6 O(X )
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e Cosinus. Pour tout n € N, on ale DL, (0) de cos(x) :

cos) = 1=+ Xy +o(x*")
~ 2 4 @2n)!
— i(_ )k x2k + ( 2n+1)
=0 = 2i o

4.3 Opérations sur les développements limités

A partir des développements limités précédents, et des regles de calcul suivantes, on peut
trouver des développements limités de la plupart des fonctions.

Définition 45 Troncature d’'une fonction polyndémiale

n
Soit f: x — Z aix’ = ag+ a1x + ax* + -+ + a,x" une fonction polyndmiale de degré n.
k=0
Pour tout p € N, on appelle troncature de f al’ordre p la fonction notée T),(f) :

p
Y akxk:ao+a1x+a2x2+-~-+apx” sipsn
Tp(f):x— 1 i=o

fX)sip=zn+1

Théoréeme 46 Regles de calcul sur les développements limités
On suppose que f et g toutes deuxun DL, (0) :

n n
f) = > apx® + o(x") et gx) = > brx* + o(x")
=010 0o
1. Troncature. Pour tout p € [0,n], f admet un DL,(0) obtenu en tronquant son
DL,0)alordre p:
p
fx) = > apx® + o(xP)

x—0 =0

2. Combinaison linéaire. Pour tout (a, ) € R?, A.f + u.g admet un DL, (0) :

a.f(x)+B.g(x) = Y (a.ax+ B.bi)x* + o(x")
=P k=0
3. Produit. f x g admetun DL,(0) :
fxg) = Tn[(z akx") x (Z bkxk)
o k=0 k=0 |

a dévéfopper

+o(x")
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4. Multiplication/division par une puissance de x.Si p€ Z :

n
Pr) = Y apxFP +o(x™P)
x—0 =
k=0
ce qui peut donner un DL, (0) (A\ l'ordre a changé!).
5. Substitution. Si x : £ — x(¢) est une fonction telle que thntl x(t) =0, on a le déve-
—

loppement asymptotique :

= arx(O* +o(x(0)")
T k=0

flx)

et donc pour x(t) =t avecpe Z:

F(7) = 3 apt? + o)

t—0 k=0

ce qui peut donner un DLy, (0) (A\ 'ordre a changé!).

/A\Les opérations de composition et de division sont possibles mais ne sont pas au pro-
gramme.

Exemple: Combinaison linéaire.

2 .3
1-cos(x)—sin(x) = —x+ I 0(x3)
x—0 2 6
Exemple: Produit.
e~ @2 8
= 1+=—-"+o0(x)
1+ x x—0 2 3

Exemple : Multiplication/division par une puissance de x.

. 3
sinx X

L TS
X x—0 3

Exemple: Substitution.

In?(2)

L. 1-x*+x°+0(x) 2% = 1+xIn@)+x* +0(x?)

1+x3 x—0 x=0

On voit déja se dégager un premier intérét des développements limités par rapport aux équi-
valents : la somme de deux développements limités sont autorisés !
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4.4 Développements limités et recherche de fonction équivalente

Théoréme 47 Fonction équivalente et développements limités
Si fadmetun DL, (0):

n
fa = Y apx® +o(x") = apx” + ap xP + o+ ap X+ apx + o(x")
— k:p —

avec ap, # 0, alors :
fx) ~ apxP
x—0

—

ie que f est équivalente au premier terme non nul du développement limité.

Un développement limité sera donc utilisé pour trouver I’équivalent d'une somme de fonc-
tions.

Pour un quotient de fonctions, on cherche un développement limité du numérateur et du
dénominateur, et on en déduit pour chacun un équivalent, ce qui donne ensuite un équi-
valent du quotient.

V1t x—-vV1—x
Exemple: lim > =1
x—0 ex _ ex
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5 Exercices

Exercice 1

1. Opérations sur les limites. Déterminer les limites suivantes. Si la limite n’existe pas,
envisager la limite a droite ou la limite a gauche.

. X=X
(@ lim
x—+oolnx+ x

(b) lim InxIn(nx)
x—1*

(¢) lim (In(sinx)—Inx)
x—0t

(d) Lim xle V*
X—+00

(e) lim x*
x—0%

1
) im ——
x—0x(x+1)

. In(+eM
(g lim ———
X—+00 X
2. Quantité conjuguée. Déterminer les limites suivantes :

2
(@) lim

X
=0V14+x2-1
o 2=Vx%2+4
(b) lim ——
=0 xy1+x—x
3. Limites par encadrement. Déterminer les limites suivantes :

. xcose*
(@ lim
x—+oo x2+1

(b) lim ex—sin X

X—+00
. 1

(¢) lim E (—)
x—0% X

Exercice 2 Utilisation des équivalents. Déterminer les limites suivantes.
1. Logarithme et exponentielle.
(@ lim x(In(1+x)-Ilnx)
X—+00

X
-1
b) lim 2
x—0% X
 In(l+x+x%
© lim ————
x—0 X

2x
@ lim (x_+2)
X

(x2 —2x+1 )x
xX2—4x+2
2. Puissances réelles.

oxVvVxi+1
(a) lim

=0 Vxt+x
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(b) xgglm\/x+\/x+ Vx—vx

X X
() lim -
X=t0oV/x+1 Vx+2

3. Fonctions trigonométriques.

. .
(@ lim xsin—
X—+00 X

sin(3x)

(b) lim —————
x—% 1—=2cos(x)

A
© lim — 82(2 )

y/
—Z x -3

x—=1 72X —¢
Exercice 3 Passer au logarithme dans un équivalent (2?2 ?)

1. Soient f et g deux fonctions définies au voisinage de x € R et a valeurs strictement
positives. L
On suppose que f(x) oy g(x) et que xhrgcl g(x) =1leR*\{1}.
—X0

— Xp

Etablir que In f(x) = Ing(x).

—Xp

2. En déduire un équivalent en +oo de f(x) = In(x? +2%).

Exercice 4 Le théoréeme des gendarmes permet de trouver des équivalents.
Soit f une fonction telle qu’au voisinage de +oo, on ait :

1
x2+—§f(x)sx2+x.
X

Déterminer un équivalent de f en +oo.

Exercice 5 Calculer les développements limités suivants :

1. DL, (0) de Y1vix 3. DLy(2)ded
. 2
2. DL3(0) de SnW=xos) 4 pry(r/4) de L2

Exercice 6 Plus difficile. A I'aide de développements limités, calculer les limites suivants :

1. lim(l— L ) et lim( 1+_cos(t))

—~0\¢ sin(f) —o 2 sin?(p)
1
2. lim (ex - sin(x)) sin(x)
x—0
. Vx-In(l+x)+In@2)-1
3. lim
x—1 e’ —ex

Exercice 7 Utiliser des développements limités pour calculer les limites suivantes :

x(2 + cos(x)) —3sin(x 1 1
1. lim ( ( )) (x) 3. li (_ -
x—0 x° x—0\x 11’11(1 + Xx)
1 1 1+x)x —
2 lim( - _) 4 pimdFYe
x—0 | sin? (x) x? x—0 X
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Chapitre 9

Polynomes

Dans tout le chapitre K désigne R ou C.

1 Généralités

1.1 Définitions

Définition 1 Polyndme
Une fonction P : K — K est une fonction polynome (ou plus simplement un polynéme) a
coefficients dans K lorsqu’il existe n € N et (ay, ..., a,) € K™ tels que:

n
VxeK, P@)=dag+ax+ax’+-+ax" =)y apx"
k=0

Notations :

» L'ensemble des polynomes a coefficients dans K est noté K[ X]. Il est clair que R[X] < C[X],
conséquence immédiate du fait que R< C.
« Si k € N*, on note X* la fonction polynome x — x*.

n
e Le polynome P: x— ap+a; x+ X*++a,x" = Z akxk se note donc plus simplement
k=0

n
P=P(X)=ay+am X+aX*+--+a,X"= Y arX", avecla convention apX° = ay.
k=0

Quelques polynémes particuliers :

e Le polynome nul : P(X) = 0k [x), défini par Vx € K, P(x) = 0.

e Les polyndmes constants : P(X) = a € K, définie par Vx € K, P(x) = a.

» Un polyndme n’ayant qu'un seul (resp. deux, resp. trois) coefficient(s) non nul(s) est appelé
monome (resp. bindme, resp. trindbme).

Exemple: P(X) = v/2 est constant; Q(X) = 2X? + X° est un bindme; R(X) = —X? est un mo-
néme.
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Théoréme 2 Unicité des coefficients
Les coefficients d'un polynéme sont uniques, ie que si on a n € N, (ay,...,a,) € K" et
(bo,...,by) e K" tels que:

n n
PX)=) axX*=Y bpx*
k=0 k=0

alors:
Vke[0,nl, ay=Dbs

n
Démonstration : On se rameéne a : P(X) = Z aiX ke~ Ok [x]- On procede par récurrence sur
k=0
n et, pour ’hérédité, on calcule P(2x) — 2P(x), pour tout x € K.

CQFD [

Corollaire 3 Unicité de I'écriture d’'un polynéme non nul

n
Tout P € K[X], tel que P # Ok x], s'écrit de maniére unique P(X) = Z aka avec n € N,

k=0
(ao,...,a,) e K" et .

Définition 4 Degré d’'un polynéme

Soit P € K[X] tel que P # Ok [x). On dit que P est de degré n lorsqu'’il existe (ay, ..., a,) € K"
n

telque P(X) =ap+ oy X + a2X2 +ota, X" = Z aka et.

k=0
n est alors unique, on le note deg(P) ou d°P.

On adopte parfois la convention deg(0kx;) = —oco. Cela permet de simplifier certains résul-
tats sur le degré.

Par exemple : P est un polynéme constant <= P = Ok x] ou ( P # 0k x) etdeg(P) =0 )
devient : P est un polynéme constant <= deg(P) <0

Notations:
» L'ensemble des polyndmes a coefficients dans K de degré inférieur ou égal a n est noté
KnplX]:

K,[X]={PeK[X]/ deg(P) < n}

e Il est clair que K,[X] € K[X], que K,[X] € K,+1[X] et plus généralement que, si n < m,
KnlX] € KplX].
» De plus on peut remarquer que Ko[X] désigne '’ensemble des polynémes constants.

Vocabulaire : Soit P € K[X] tel que P # Ok x].

e Terme dominant de P : c’est le monome de plus haut degré, de la forme a, X" avec n =
deg(P) et a, # Ok.

e Coefficient dominant de P : c’est le coefficient du terme dominant, de la forme a, avec
n =deg(P) et a, # Ok.
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» Terme constant de P : c’est le coefficient de degré 0, noté a,. Remarquer que c’est la valeur
de Pen0: P(0) = ay.

Définition 5 Polyndme unitaire
Soit P € K[X] tel que P # Ok[x). On dit que P est unitaire lorsque son coefficient dominant
est égalal.

Exemple: P(X) = X > _2X + 3 est unitaire, de degré 5, de terme dominant X°, de coefficient
dominant 1 et de terme constant 3.

Définition 6 FEgalité de deux polynémes
Soit (P,Q) € K[X]?. Alors :

PX)=QX) <= Vxelk, Px)=0Q(x)

Théoréme 7 Egalité de deux polynomes
Soit (P,Q) € K[X]?. Alors :

P(X) = Q(X) < P et Q ont méme degré et méme coefficients

1.2 Opérations sur les polynémes

Si P et Q sont deux polyndmes de K[ X] et A € K, on définit les fonctions suivantes P+ Q, 1.P,
PxQetQoP par:

VxekK, (P+Q)(x) = Px)+0Q(x)
A.P)(x) = AxP(x)
(QoP)(x) = Q(PW)
(PxQ)(x) = P(x)xQ(x)

On a donc au total quatre opérations : addition, multiplication par un scalaire, composition
et produit. Nous admettrons qu’elles donnent toutes un élément de K [X] et que les regles de
calculs sont les mémes que pour les fonction numériques.

En particulier, on a la propriété d’intégrité :
V(PQ) eKIX]?, (PxQ)(X) =0k < P(X)=0xkx ouQ(X) = Okx]

et la formule du bin6me :

V(BQ eK[X]*,¥neN, (PX)+QX)"=Y
k=0

n

Bk PX)* x Qx)"*

Un premier théoreme donne une formule de calcul des coefficients d'un produit.
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Théoreme 8 Coefficients d'un produit de polynémes

n 14
SiPX) =) arXFeK(XletQ(X) =) brX*eK[X]alors:

k=0 k=0
n+p
PQX) = Y cxX* avec cr= Y  aib;
k=0 0<i<n
O<j=p
i+j=k

Un second théoreme donne les regles de calcul du degré.

Théoréme 9 Regles de calcul du degré
Soient (P,Q) € K[ X]? tels que P(X) # Ok x) et Q(X) # Ok(x]-

1. SiAeK*:deg(A.P) =deg(P).

2. Engénéral : deg(P + Q) < max(deg(P),deg(Q))
et si deg(P) # deg(Q), alors deg(P + Q) = max (deg(P), deg(Q)).

3. deg(P x Q) =deg(P) +deg(Q).
4. siP ;é OIK[X] et Q # OK[X] : deg(QOP) = deg(Q) X deg(P)

Si deg(P) = deg(Q), on peut avoir deg(P + Q) < max(deg(P),deg(Q)) lorsque les termes do-
minants s’annulent.

1.3 Parité

Définition 10 Polyndéme pair/impair
Soit P e K[X].

1. Ondit que P est pair lorsque P(—X) = P(X),ie Vx e K, P(-x) = P(x).
2. Ondit que P estimpair lorsque P(—X) = -P(X), ie Vx €K, P(—x) = —P(x).

Théoréme 11 Caractérisation de polyndémes pairs/impairs
Soit P € K[X].

1. P est pair si, et seulement si, tous ses coefficients d'indice impair sont nuls.

2. P estimpair si, et seulement si, tous ses coefficients d’indice pair sont nuls.

Exemple : X° + X est impair et X® + 4X* + 3X? est pair. Par contre, X° + X? n’est ni pair, ni
impair.
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2 Racines d’'un polynéme

2.1 Arithmétique dans K[X]

Définition 12 Divisibilité dans K[X]

Soient (A, B) € IK[X]? tels que B(X) # 0k [x). On dit que B divise A lorsqu’il existe Q € K[X] tel
que A(X) = B(X) x Q(X). Dans ce cas on le note B | A; on dit que B est un diviseur de A, que
A est divisible par B ou encore que A est un multiple de B.

Proposition 13 Propriétés de la relation de divisibilité
Soient (A, B, C) € K[X]?3 tels que B(X) # Ok x] et C(X) # Ok [x.

1. Transitivité. Si C | Bet B| A alors C| A.

2. Réflexivité. Ona B | B.

3. Antisymétrie. Si B| C et C | B alors il existe A € K* tel que B = 1.C.
4. Si B| C, alors deg(B) < deg(C)

Théoréeme 14 Division euclidienne des polynémes

Soient (A, B) € K[X]2 tels que B(X) # Ok x]-

Alorsiil existe un unique couple (Q, R) € K [X]? tel que A(X) = B(X) x Q(X)+R(X) etdeg(R) <
deg(B).

Q est appelé quotient et R est appelé reste de la division euclidienne de A par B.

Exemple : Effectuer la division euclidienne de 2X3 + X? —2X — 1 par X?>+ X — 1.

Proposition 15 Division par X — a
Si PelK[X] et aclK alors le reste de la division euclidienne de P par X — a est P(a).

Définition 16 Polynomes irréductibles
Un polyndme P € K[X] est dit irréductible lorsqu’il est non constant et lorsque ses seuls
diviseurs sont les AP avec A € K*, ainsi que les polyndmes constants non nuls.

Proposition 17 Caractérisation des polyndmes irréductibles de K [X]
Un polyndme P € K[X] est irréductible lorsqu’il est non constant et ses diviseurs sont de
degré O ou de dégré égal a deg(P).
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2.2 Racines d’'un polynéome

Définition 18 Racine d’un polynéme
Soient P € K[X] et a € K. On dit que « est racine de P lorsque P(a) = O.

Le théoréme suivant est primordial dans la suite.

Théoréme 19 Racine et divisibilité
Soient P e K[X] et a € K. Alors :

a estracinedeP<— X—-a|P

Autrement dit : P(a) = 0k < 3Q € K[X] tel que P(X) = (X — a) x Q(X).

On peut noter que deg(Q) = deg(P) — 1.

Corollaire 20 Cas de racines deux a deux distinctes
Soient P e K[X] et (aq,...,a,) € K" deux a deux distincts. Alors :

n
ay,...,0; sont racines de P <— H X—-ap)|P
k=1

Corollaire 21 Relation entre degré et nombre de racines

Tout polynéme P de K[X] non nul a un nombre de racines au plus égal a son degré.

Par contraposée, s'’il existe n € N tel que deg(P) < n et P a au moins n + 1 racines, alors P est
le polyndme nul.

Exemple: La fonction x € R — e’* n’est pas polynomiale.

Définition 22 Racines multiples

Soient Pe K[X] et a € K.

Lordre de multiplicité de a pour Pestle plus grand entier r € N tel que (X—a)" | P, ie'unique
entier r e Ntelque (X—a)" | Pet (X —a)" ™! JP.

On dit alors que « est racine d’ordre r de P.

Remarquez que a racine d’ordre 0 signifie en fait que a n’est pas racine de P.

Vocabulaire :

 Sir =1, ondit que a est racine simple de P.

« Si r =2, on dit que « est racine douple de P.

« Sir = 3, on dit que « est racine multiple de P.
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2 Racines d’'un polynéme

Proposition 23 Autre définition de I'ordre de multiplicité
Pour a e K, r e N et P € K[X] : a est racine d’ordre r € N de P si et seulement si il existe
QeK[X]telque P(X) = (X —a)" x Q(X) et Q(a) #0.

2.3 Théoreme de d’Alembert-Gauss

Nous admettrons le théoreme suivant.

Théoreme 24 Théoréme de d’Alembert-Gauss
Tout polyndéme de C[X] non constant a au moins une racine complexe.
Par conséquent : tout polynéme de R[X] non constant a au moins une racine complexe.

Corollaire 25 Polyndomes irréductibles de C[X]
Les polynomes irréductibles de C[X] sont les polynémes de la forme A(X — a) avec L € C* et
aceC.

Corollaire 26 Décomposition d’'un polynéme de C[X] en facteurs irréductibles
Tout P € C[X] s'écrit :

0
PX)=Ax][](X-a))"
i=1

ouAeC, ¢eN* (a,...,ar) € C! sont deux a deux distincts, et (r1,...,7¢) € (N*)g sont tels
¢

que Y r; = deg(P).
i=1

De plus, cette écriture est unique a I’ordre des facteurs pres dans le produit.

Exemple: X* —1= (X -1)(X +1)(X — i)(X + i) dans C[X].

On va maintenant étudier le cas d'un polynéme a coefficients réels.

Proposition 27 Condition suffisante d’existence d’'une racine réelle
Soit P € R[X] de degré impair. Alors P a au moins une racine réelle.

Proposition 28 Racines complexes et polyndmes de R[X]
Soient Pe R[X] et a¢ € C. Alors :

a estracine de P < «a estracine de P
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Le calcul suivant sera fondamental dans la suite. Sia e C :

(X—a)x (X-&) = X?-2Re(a) X +|a)? € R[X]

Corollaire 29 Polynomes irréductibles de R[X]

Les polynomes irréductibles de R[X] sont :

e les polynomes de la forme A(X —a) avec L € R* et a € R;

o les polynomes de la forme A(X? + X +7) avec (A, B,7) eR, A Z0 et A = 2 —4y <.

Corollaire 30 Décomposition d'un polyndme de R[X] en facteurs irréductibles
Tout P € R[X] s’écrit :

4 h
PX)=Ax[[(X—ap) "< [[(X*+B; X +y))"I
i=1 j=1
o AeC, (L,h)EN, (A1,....,a0 B, Brs Y1 Yn) ERT2P et (r1,..., 10, V1, ..., V) € (I\I*)”h,
avec Vj € [1,h], Aj = ,6?—4}/]- <0.
De plus, cette écriture est unique a I’ordre des facteurs pres dans le produit.

Exemple: X3 —1= (X -1)(X?+ X +1) dans R[X].

3 Formule de Taylor

3.1 Dérivée d’'un polyné6me

Définition 31 Dérivée d’'un polynome
Soit P € K[X]. On définit le polynéme dérivé de P, noté P’ par :
« Si P est constant alors on pose P’ = 0.

n
e Sideg(P)=1alorsona P(X) = Z aka avec n =deg(P) et a, # 0.
k=0

n n—-1
On pose alors P'(X) = Z kaka_l = Z (k+ 1)ak+1Xk.
k=1 k=0

5 3 / 4
Exemple: P(X) =4X°+9X + > donne P'(X) =20X"+9.

Proposition 32 Degré du polynéme dérivé
Si P € K[X] est un polyndme non constant, ie si deg(P) = 1, alors deg(P’) = deg(P) — 1.
Si P € K[X] est un polynome constant, ie si deg(P) < 0, alors P’ = Ok x]-
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3 Formule de Taylor

Théoreme 33 Propriétés de la dérivation
Si(RQ)eK[X]? ona:

(PxQ)(X)=P'(X)x QX)+P(X) x Q"(X)

et:
(QoP)(X)=P'(X)x Q" o P(X)

Exemple: (X x P(X)) =2X x P(X) + X? x P'(X) et (P(2X))' =2 x P'(2X).

Définition 34 Dérivée d’ordres supérieurs
Soit P € IK[X]. On définit par récurrence le polynome dérivé d’ordre k de P, note P, par :

pO=p
{ VkeN, pk+D = (p®)’

Pour k € N, le polynome PX) désigne le polynome P dérivé k fois.

3
Exemple: P(X) = 4X°+9X + > P'(X) =20X*+9, P"(X) =80X3, P®(X) =240X?%, PW(X) =
480X, PP (X) =480 et pour k = 6, P (X) = O (x].

Proposition 35 Propriétés de polynome P
Soient P e K[X] et k € N.

1. Si k> deg(P), alors P¥ = 0.

deg(P) )
2. Sik<deg(P)etsiP(X)= a; X/, alors:
j=0
. deg(P) - deg(P) j! -
PR (Xx) = >, JG=Dxex(jok+DxXITF= Y (__k)!ajxf
j=k j=k J
deg(P)—k i+ 1) .
j=0 T
P(k)(o)

On a donc deg (P™®) = deg(P) - k et on remarque que ay = 0
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3.2 Formule de Leibnitz

Théoréme 36 Formule de Leibnitz
Si (PQ)eK[X]?etneN,alors:

n

PxQMX)=Y L

k=0

x PP X)) x QP x)= ) (7) x QW (X) x PR (x)
k=0 \"¢

Exemple: (PxQ)® (X) = P(X)xQ® (X)+3x P (X)x Q" (X)+3xP"(X)x Q'(X)+P® (X)x Q(X).
Exemple: Calculer la dérivée n-ieme de X2Q(X).
Exemple: Pour n € N, on pose P, = (X+1)"(X-1)"et L, = p (Polyndmes de Legendre).

2
n
Vérifier que P,(X) =n! }_ (Z) X+ DFx -1k
k=0

3.3 Formule de Taylor et application

Théoréme 37 Formule de Taylor pour les polynémes
SineN,Pelk,[X] etaclk, alors:

n p(k)
P(X) = Z k‘(a)
k=0 :

X-a)f

On arrive au résultat principal de ce paragraphe, qui permet de déterminer simplement
I'ordre de multiplicité d'une racine.

Lemme 38 Dérivé et ordre de multiplicité
Soient a € K, P1IK[X] et r € N*. Alors :

a est racine d’ordre r de P = a est racine d’ordre r — 1 de P’

Théoreme 39 Calcul de 'ordre de multiplicité

Soient a € K, P1IK[X] et r € N*. Alors on a équivalence de :
(i) a estracine d’ordre r de P;

(ii) P(a) = P'(a) = P"(a) = --- = P* V(@) =0 et PP (a) #0.

Exemple: Factoriser le polynome P(X) = X° -3X*+2X3+2X?-3X +1 dans C[X], puis dans
R[X] (réponse : P(X) = (X + 1)(X — 1%).

Exemple: Pour n € N*, on pose P, = (X+1)"(X—1)". Alors Yk € [0,n—1], PP (1) = PP (-1) =
0 et de plus P (1) #0 et P (—1) #0.
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4 Exercices

4 Exercices

Exercice 1 Déterminer les degrés et coefficients dominants des polynomes suivants :

n
1 X3-X(X-2+i) 2. (X-2"-(X+5"avecneN* 3. [[@X-k)
n n 5 k=0
4. [Tx-6)* 5. []kx-2)*
k=0 k=0

Exercice 2 Montrer qu'un polyndme de R[X] bornée sur R est nécessairement le polynéme
constant.

Exercice 3 Factoriser les polynémes suivants :

L. X*=X%+1, X8+ X*+1 et X* +1 dans R[X] et dans C[X]
2. X*+3X3-14X?%+22X -12 dans R[X] sachant que i + 1 est racine dans C

Exercice 4 On désire prouver le résultat suivant :

« Si a, b et ¢ sont trois complexes de module 1 vérifiant a + b + ¢ = 1, alors un des ces trois
complexes vaut 1 ».

Supposons que a, b et ¢ soient trois nombres complexes de module 1 telsque a+ b+ c = 1.

1 1 _
E—I_Z_l'

2. On considere le polynéme P définipar: P = (X — a)(X - b)(X —¢).
Justifier I'existence d’une constante complexe @ non nulle telle que : P = X3 — X? +
aX—a.

1. Justifier I'égalité : %+

3. Conclure.

Exercice 5
1. Déterminer '’ensemble des polynémes P de K[X] tels que : P(X + 1) = P(X).
2. Déterminer '’ensemble des polynémes P de K[X] tels que : P(X?») =(X?+1)PX).

3. Soit n € N. Montrer qu'’il existe un unique polynéme P, € K[X] tel que: P,, — P;, = X"
Exercice 6 Soit n € N*. Déterminer le reste de la division euclidienne de A par B lorsque :

1. A=X?"4+2X"+1etB=X%+1 2. A=X?"42X"+1etB=(X—-1i)?
3. A=X"+2X-2etB=(X-2)? 4, A=X"+2X-2etB=(X-3)?

Exercice 7 (Calcul de puissances d'une matrice avec un polynédme annulateur)
1 00

OnposeA=|1 0 0].
1 11

1. Donner une relation entre A3, A% et A.

2. Méthode 1 : Montrer qu’il existe deux suites (a;) nen €t (D) nen @ valeurs réelles telles
que:VneN, A" = a, A+ b, A%. En déduire I'expression de A", pour tout n € N*.

3. Méthode 2 : Déterminer le reste de la division euclidienne de X" par X® —2X? + X. En
déduire I'expression de A”, pour tout n € N.
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Exercice 8 (Formule de Vandermonde)
Soient V; et N, deux éléments de N* et n € [0, N7 + N>].

[N N-
En considérant le coefficient de X" dans le polynéme (1+X) Ny (14 X)N2, calculer Z ( 1) ( 2

k
k=0
Proposer une autre démonstration de cette formule en dénombrant des tirages simultanés
dans une urne.

Exercice 9 (Polynémes d’interpolation de Lagrange)

Soit n € N. On se donne n + 1 réels xy, xi, ..., X, deux a deux distincts, et n+ 1 réels yy, y1, ...,
Yn.
1. Soit k € [0, n]. Déterminer I'unique polynome Ly € R, [X] tel que :
. Li(x;)=0 sij#k
Yijelo,nl, J
J€10.n] { Li(xp) =1

n
2. En déduire que P = Z YLk est 'unique polynéme P € R, [X] tel que : Vj € [0, n],
k=0
P(x]-) = yj'
Exercice 10 Soitn=2.0npose P =(X+1)"—1.
1. Déterminer toutes les racines de P dans C et en déduire la factorisation de P dans C[X].

2. On note Q le polynome de C[X] tel que P = XQ. En calculant Q(0) de deux manieres
différentes, déterminer la valeur de :

n-1 ket
A= H sin (—) .

k=1 n
Exercice 11 (Polyndmes de Tchebychev)
P() =1let Pl =X
VneN, Ppip=2XPyi1 — Py
1. Pour tout n € N, déterminer le degré et le coefficient du terme de plus haut degré de

p,.

Déterminer le terme constant de P, et étudier la parité de P,,.

On considere la suite de polynomes (P;,) ;e définie par : {

Etablir que, pour tout n € N et pour tout x € R : P, (cos x) = cos(nx).
En déduire les racines de P;,.

Donner alors une expression factorisée de P, (X).

S T

Alaide des formule d’Euler et de De Moivre donner une autre expression de P, (X).

- 2k

)6MES de I'unité : z; = e’ n+l.

Exercice 12 Soit n € N. On note zg, z1, ..., 2, lesracines (n + 1

n
On définit P = Z aka € C[X], avec a,, #0, et on pose M = knE(?Xu |P(zk)|.
k=0 e[0,n

1. Vérifier que : M > 0.

n
2. Soit p € N fixé. Calculer )_ (z)” en fonction de p.
k=0

Y P(zx)
k=0

3. (a) Montrer que, pour tout ne€ N*,ona: <(n+1)M.

(b) En déduire que : |ayp| < M.
4. Montrer que : Vk € [0, n], |ax| < M.
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Chapitre 10

Variables aléatoires discretes

On considere une expérience aléatoire modélisée par un triplet (Q2, %, P), ot Q2 est un univers
fini.

1 Variables aléatoires discretes finies

1.1 Définitions

On note Q = {w,,...,wy} avec N = Card(£2), et on choisit comme tribu des évenements & =
PQ).

Définition 1 Variable aléatoire discreéte finie

On appelle variable aléatoire réelle discrete finie, en abrégé VARD finie, toute application
X:Q—R.

L'ensemble X(Q) = {X(wl), el X(wN)} est 'ensemble des valeurs prises par la variable aléa-
toire X.

Notations: Lensemble X (Q) est un ensemble fini de cardinal inférieur ou égal N = Card(Q) :
Card (X (Q)) < Card(Q)

On note n = Card (X (Q)) et X(Q) = {x1, X2,..., Xp} avec x1 < Xp < -+ < Xp.

Exemple: On lance deux dés cubiques distinguables: Q = [1,6]? et N = Card(Q) = 36.
On note X = Nombre de 6 obtenus. Alors X est une VARD finie et X(Q) = {0,1,2} et n =
Card (X (Q)) =3.

/\ ATTENTION : ne pas confondre variable aléatoire et événement. Une variable aléatoire
est un nombre aléatoire, et un évenement est un prédicat aléatoire, c’est-a-dire une phrase
qui peut étre vraie ou fausse.

Sur I'exemple précédent, on ne peut pas dire que « Nombre de 6 obtenus » est vrai ou faux, X
n’est donc pas un évenement.

Exemple : On considere une urne de 10 boules, composée de 6 boules blanches et 4 rouges.
On effectue p tirages successifs d'une boule avec remise : Q = [1,10]” (les boules sont nu-
mérotées) et N = Card(Q) = 10”.

On note X = Nombre de boules rouges obtenues. Alors X est une VARD finie et X(Q) = [0, p]
etn=Card(X(Q)=p+1.
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1.2 Eveénements associés a une VARD

Notation: Si X est une VARD et A une partiede R:
X 'A) ={weQ/X ) e A}

estun élément de %, ie X1 (A) est un événement. Cet événement sera noté plus simplement
[X € A].Onadonc:

[X e Al ={weQ/X(w) € A}

Cas particuliers :
e Si A={a} ol aeRU {400}, alors [X € {a}] est noté plus simplement [X = a].
* Si A=]—00,a] ot a € RU{+oo}, alors [ X €] — oo, al] est noté plus simplement [X < al.

*Si A=[a,blou(a,b) € (RU {+oo})2, alors [ X € [a, b[| est noté plus simplement [a < X < b]
etc...

Notation : Si X est une VARD et A une partie de RuU {+o0}, alors [X € A] est un événement, et
on peut donc calculer P([X € A]).
Pour simplifier les notations on notera P(X € A) = P([X € Al).

Exemple : On lance simultanément deux dés distinguables : Q = [1,6]2, & = 2(Q).
On pose X = Somme des deux chiffres obtenus. On a alors X(Q) = [2,12] et on peut considé-
rer les événements :

2
[X =111 ={(6,5);(5,6)} donc P(X =11) = 36

[X >10] = {(6,5); (5,6); (6,6)} = [X = 11] U [X = 12] donc P(X > 10) = ;—6

[X < 1] = @ évenement impossible, donc P(X <1) =0

[X <12] =Q = [X =0] évéenement certain, doncP(X =0) =1

On peut comparer les événements associés a X.

Par exemple [X <5] S [X <7] doncP(X <5)<P(X<7):

eneffet Voe Q, X(w) <5 = X(w) <7.

Deplus [X 24] =[X >3], donc P(X =4) =P(X >3),car: YweQ, X(w) 24 < X(w) > 3.
Deméme [X =3] = [X=3]n[X <4] doncP(X =3) =P([X =3] N [X < 4]).

Il faut bien comprendre que tous ces résultats viennent du fait que X ne prend que des va-
leurs entieéres.

Théoréeme 2 Systéeme complet d’événements associés a une VARD
Si X est une VARD alors la famille ([X = x]),. ., €St un s.c.e.Autrement dit, si X(Q) =

{X1,..., X}, alors la famille ([X = x¢]); -, = ([X =111, [X = x2],..., [X = x,]) estuns.c.e..

/\ ATTENTION'! Si A est une partie de R, [X € A] est un événement, ie un élément de %, et
on peut donc calculer P(X € A). Par contre P(X) ne veut absolument rien dire...en effet X
n’est pas un événement mais une variable aléatoire.
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1.3 Loide probabilité d’'une VARD finie

Définition 3 Loi de probabilité dune VARD
Si X est une VARD sur (2, %#,P), on appelle loi de probabilité de X 'application

Zx: XEQ) — 1[0,1]
X — P(X =x)

La loi de probabilité £y est aussi notée PX.

/\ ATTENTION'! Avant de déterminer la loi de X, il est donc indispensable de déterminer
X(Q), c'est-a-dire les valeurs prises par la VARD X.

Si on note X(Q) = {xy,..., Xy}, déterminer la loi de X c’est calculer P(X = xi), pour tout k €
[1, n]. Pour de petites valeurs de n, on peut représenter les résultats sous forme d'un tableau
aune entrée :

X X1 | X | oo | Xy
P(X=x)| 2| ? ?

ou d'un diagramme en batons.

Définition 4 Egalité en loi
Si X et Y sont deux VARD, définies chacune sur un espace probabilisé, on dit que X et Y sont
égales en loi lorsque ZLx = ZLy.

Onle note X Z Y.

/\ ATTENTION : X Z ¥ ne signifie pas que X = Y, méme si X et Y sont définies sur le méme
espace probabilisé (ie associée a la méme expérience aléatoire). Considérer par exemple le
lancer d'un dé, X =1 si le chiffre obtenu est pair et 0 sinon, et Y = 1 si le chiffre obtenu est
impair et 0 sinon.

Proposition 5 Propriétés élémentaires d’'une loi de probabilité
Soit X une VARD. On a alors :

() Vxe X(Q),P(X=x)€l0,1];

i ) PX=x-=1

xeX(Q)

Doncsi X(Q) = {xy,...,x,} alors:

Y P(X=xp)=1
k=1

Dans le tableau représentant la loi de X, la somme des cases de la seconde linge doit donc
étre égale a 1.
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Exemple: On lance deux dés distinguables et on note X = Sommes des deux chifres obtenus.
Alors X(Q) =[2,12] etlaloi de probabilité de X est:

kK ||2|3|4|5|6|7|8]9]10]|11|12

_mlla 23|45 |6 |5]4|3[2]2
P(X=k) | 55 | 36|36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36

On obtient le diagramme en batons :

0.15 ~
0.10 ~

0.05 ~

-0.05 -

Théoréeme 6 Construction d’'une VARD finie ayant une loi de probabilité donnée
On se donne des réels py, ..., p,, vérifiant :
eVkell,nl, pr=0;

n

« ) pr=L
k=1

Alors pour tous réels deux a deux distincts x, ..., X5, il existe une variable aléatoire X définie
sur un espace probabilisé (2, 22(Q2),P) telle que :

X(Q) ={x1,...,xpt et Vke [1,n], px =P(X = xx).

Et donc pour tout k € [1, n], px € [0, 1].

Il n'y a unicité, ni de (2, %,P), ni de la VARD X.

Exemple : Soit n € N. Alors il existe une VARD finie X, a valeurs dans [0, n], et de loi donnée
par:

1(n
P(X=k)=—
vkelo,n], PX=k) 2n(k)

1.4 Fonction de répartition d’'une VARD finie

Définition 7 Fonction de répartition d'une VARD
Soit X une VARD finie.

On appelle fonction de répartition de X la fonction

Fx R — [0,1]
I — PX<=1)
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Théoréme 8 Calcul de la fonction de répartition d’'une VARD
Si X est une VARD finie alors, alors Fy est une fonction constante par morceaux sur R.
Plus précisément, si X(Q) = {x, x2,...,Xp} avec x; < xp << Xp,ona:

0 Sit<xp
P(X =x) Six;<t<xm
P(X =x1)+P(X =x») Sixy <t<ux3
VIER, Fe() = Y P(X=x;) =3 PX=x1))+PX=x2)+P(X=x3) sixg=st<xy
oyt : :
PX=x)+-+P(X =x,-1) SixX,_1 S t<xy
1 Six, <t

k
On peut retenir que [X < xi] = U [X = x;] etdonc:
i=1

k
Fi(xp) =P(X = x) = ZIP(X: X)) =PX=x1) +P(X =x2) +--- +P(X = x¢)
i=1

Théoréeme 9 Lafonction de répartition caractérise la loi

1. Si X(Q) = {x1,x2,..., X} avec x; < xp < -+ < Xy, alors X(Q2) = ensemble des points de
discontinuité de Fx et :

Vke[2,n], PX=xi)=Fx(xp)—Fx(xp_1)

etP(X = x;) = Fx(x1).
2. Si X et Y sont deux VARD finies, alors :

VIieR, Fy()=Fy(t) = X%y

Ce résultat est fondamental : il indique que pour définir la loi d'une VARD finie, il suffit de
donner sa fonction de répartition.

Exemple: On définit F : R — R par son graphe :

Ly @) GV
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Cette fonction définie la loi d'une VARD X, définie sur un espace probabilisé (Q2, Z,P), telle
que X(Q) =1{0,1,2,3} et:

k 011123

111

PX =k % i 8|8

Cas particulier o1 X(Q2) < [0, ] : Dans ce cas on utilise les formules suivantes (a savoir re-
démontrer), valables pour tout k € [0, n] :

PX=k=PX<k)-PX<k-1)=PX=zk)-P(X=k+1)

et:
k n
PX<sk=) PX=j) e PXzk=) PX=))
j=0 j=k
Exemple : Dans une urne de n boules numérotées, on effectue n tirages d'une boule sans
remise (I'urne est vidée).
On note X = nombre de tirages nécessaires pour obtenir un numéro supérieur ou égal au

précédent, avec la convention que X = n + 1 si ceci ne se produit pas au bout des 7 tirages.
Donner la loi de X.

1.5 Transfert de loi

Soit (Q, %,P) un espace probabilisé fini.

On considere une VARD X : Q — R et une fonction f : R — R telle que X(Q) € 2¢. On a
alors le schéma de composition :

2, L n

e

Q

On admettra que I'application Y = f o X est aussi une VARD sur (2, %#,P). On la note plus
simplement Y = f(X).

Connaissant la loi de X et]’expression de la fonction f, nous souhaiterions déterminer la loi
dela VARD Y = f(X) : c’est ce qu'on appelle un transfert de loi (la loi de X est transférée par
la fonction f).

Valeurs prises par Y : Si X est une VARD finie telle que X(Q) = {x1,..., x5}, alors Y(Q) =
{fx1),..., f(xp)}. On peut aussi noter Y (Q) = {y1,...,yp} avec y1 < y» < --- < yp; dans ce
cas p < n (car f peut ne pas étre injective).

Exemple: X(Q) ={-2,-1,0,1,2}et Y = X? donne Y (Q) ={0,1,4}.

On peut maintenant s’intéresser a la loi de Y. Pour cela il est important de comprendre le
point suivant : si on prend y € Y (Q2) une valeur prise par la VARD Y, alors, par définition, y a
un antécédent par f dans X(Q) : 3x € X(Q) tel que y = f(x). Et comme f est en général non
injective, il y a plusieurs valeurs de x possibles, voire méme une infinité!

Exemple: Sur I'exemple précédent, 1 a deux antécédents: —1 et 1.
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Théoréme 10 Formule de transfert de loi
Laloide Y = f(X) est donnée par :

VyevY@), P(Y=y= Y PX=x)

xeX(Q)

Q f(0)=y
On somme sur tous les antécédents de y.
Exemple: Silaloi de X est donnée par :

k -2|1-110]1]2

_ 1| 1|12

PX=Kk| 5|1 |10]|5]|5
etsi Y = X2, alors Y(Q) = {0,1,4} et :
k 0|14

PY=k | L |2

ailw

2 Espérance mathématique d’'une VARD

2.1 Définition

Définition 11 Espérance mathématique d’'une VARD
Si X est une VARD finie telle que X(Q) = {x1,..., x,}, alors on appelle espérance de X le réel :

n
E(X) =) xp xP(X = xp)
k=1

On peut aussi écrire la formule de la maniere suivante :

EX)= ) xxPX=x
xeX(Q)

Exemple: On lance deux dés distinguables et on note X = Sommes des deux chifres obtenus.
Alors X(Q) = [2,12] etlaloi de probabilité de X est :

kK ||2|3|4|5|6|7|8]9]10]|11|12

_mlli2|l2|3|4|5|6|5|4|3[2]21
P(X=k) | 55 | 36|36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36

Puisque X est une VARD finie, E(X) existe et :

1 2 3 4 5 6 5 4 3 2 1
E(X)=2x—4+3x—4+4x—45x—+6x—+7x—+8x —+9Ix —+10x—+11x—+12x— =7
36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36
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C’est la notion d’espérance qui justifie I'introduction de la notion de variable aléatoire en
plus de celle d’évenements. Par exemple si on lance n fois une piéce, et si on note E; = «le
i-ieme lancer donne pile » et X = « nombre de piles obtenus sur les n lancers » alors 1'éve-
nement [X = k] se décompose en unions/intersections d’évenements E;. On peut donc se
demander quel est 'intérét d’utiliser la VARD X...? L'intérét est qu'on voudrait calculer le
nombre moyen de piles obtenus sur les 7 lancers, ie calculer E(X), et cette quantité ne s’ex-
prime pas en fonction des E; !

2.2 Théoreme de transfert

On reprend les notations du paragraphe sur le transfert de loi:

2, L n

e

Q
Onavuquelaloidela VARD Y = f(X) se calcule par la formule :

VyeY(Q), PY=y)= ) PX=x
xeX(Q)
tq f(x)=y

On veut cette fois calculer son espérance :

EY)= ) yxP¥=y= ) |yx| ) PX=x

yeY (QQ) yeY (QQ) xeX(Q)
tq f(x)=y

On peut voir que le calcul est compliqué. On va donc essayer d’avoir une formule simple,
donnant E(Y) connaissant la loi de X, et sans avoir a calculer laloide Y.

Théoréme 12 Théoréme de transfert
Soit X une VARD finie et f : R — R telle que X(Q) € %y.
Si X(Q) ={xy,..., x5} alors Y = f(X) est aussi une VARD finie et :

E(Y)=E(f(X)) =) flxr) x P(X = xp)
k=1

Ce résultat sera tres utile en pratique, car dans beaucoup de cas on ne sait pas calculer sim-
plementlaloidela VARD Y = f(X).

On peut aussi écrire la formule de la manieére suivante :

EY)=E(fX)= ) [fx)xPX=x)

x€X(Q)

Exemple: On lance deux dés distinguables et on note X = Sommes des deux chiffres obtenus.
Alors X(Q) =[2,12] etlaloi de probabilité de X est:

kK (2|34 |5|6|7[8]9]|10]|11]12

“hlL|l2|3 4L 2|8 51432 L
P(X=K) | 35 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36
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Puisque X est une VARD fine, [E(XZ) existe et :

1 2 1
F(X?) =22 x —+3%x — +... +12%2x — = ===
6 36 36 6

Corollaire 13 Linéarité de I'espérance (version 1)
Soit X une VARD finie. Alors pour tout (a, b) € R?, E(aX + b) :

E(aX+b)=ab(X)+b

En particulier si a = 0, on a pour tout b € R : E(b) = b. Et donc pour b = E(X), on obtient
E(E(X)) = E(X), puis E(X —E(X)) =0.

Définition 14 VARD centrée

1. On appelle VARD finie centrée une VARD finie X telle que E(X) = 0.
2. Si X est une VARD finie, on appelle VARD centrée associée a X la VARD Y = X —E(X).

2.3 Variance d’une VARD finie

Définition 15 Variance d’'une VARD finie
Soit X une VARD finie. On appelle variance de X, notée V(X) ou Var(X) :

VX0 =E| (X -E0)’]

La variance sert a mesurer la dispersion quadratique de X autour de sa valeur moyenne (=
son espérance).

Théoréme 16 Regles de calcul de la variance
Soit X une VARD finie.

1. V(X)=0;

2. V(X) =0 <= X est constante.
Dans ce cas : X = E(X).

3. Pour tout (a, b) € R? :
V(aX +b) = d*V(X)

Théoréeme 17 Formule de Koenig-Huyghens

Soit X une VARD finie. Alors :
V(X) = E(X?) - (EX)°
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Puisque V(X) =0, onaE(X?) = (ECX))?. Plus généralement, on peut montrer que si ¢ est une
fonction numérique convexe, alors E(¢(X)) = ¢(E(X)) (inégalité de Jensen), mais c’est une
autre histoire. ..

C’est cette formule qu’on utilise en pratique pour calculer la variance d'une VARD finie.

Exemple: On lance deux dés distinguables et on note X = Sommes des deux chifres obtenus.
Alors X(Q) =[2,12] etlaloi de probabilité de X est:

kK ||2|3|4|5|6|7|8]9]10]|11|12

—ollrl2|3 a5 |6 |5|a[3|2]|1
P(X_k) 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 36 36

Puisque X est une VARD fine, V (X) existe et :

329 _, 35
VX)=——-7=—
6 6

Définition 18 Ecart-type d’une VARD
Soit X une VARD finie. On appelle écart-type de X le réel : 0(X) = vV (X).

Contrairement a la variance, I'écart-type posséde la méme unité que X, et s'interprete donc
mieux en pratique. Il sert a mesurer la dispersion de X autour de sa valeur moyenne.

Définition 19 VARD centrée réduite Soit X une VARD finie, non presque stirement
constante.

1. Ondit que X est une VARD centrée réduite lorsque E(X) =0 et V(X) = 1.
X —-E(X)

2. On appelle VARD centrée réduite associée a X la VARD : X* = %
o

En effet si X™* est une VARD centrée réduite.

3 Lois usuelles

Dans tout ce paragraphe X est une VARD définie sur un espace probabilisé (Q, #,P).

3.1 Loicertaine

Définition 20 VARD de loi certaine
X suit la loi certaine de parametre a € R, lorsque X = a P-p.s., ie P(X = a) = 1.

X est donc une VARD finie.

On obtient le diagramme en batons :
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Par abus de notations, on peut considérer que X (Q) = {a}.

Théoréeme 21 Espérance et variance d’'une VARD de loi certaine
Soit X une VARD de loi certaine de parametre a € R. Alors :

E(X)=a et V(X)=0

Théoréme 22 Caractérisation de la loi certaine
Soit X une VARD finie. Alors :

X suit une loi certaine <= V(X) =0

et dans ce cas le parametre est a = E(X).

3.2 Loiuniforme

Définition 23 VARD de loi uniforme
Soit A une partie de R finie et non vide. On dit que X suit la loi uniforme sur A lorsque
X(Q)=Aet:

i A PX=a)=——
ae ( @) Card(A)

Onle note X — % (A).

X est donc une VARD finie.
. 1
SiA={a,,...,a,} avec n = Card(A), alors: Vke [1,n], P(X = a) = -

Si A est un singleton, A = {a}, alors % ({a}) est laloi certaine de parametre a.

Pour % ([1,5]), on obtient le diagramme en batons :

-1 1 2 3 4 5 6
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Exemple: Si X — % ([1,nl]), alors X(Q) = [1,n] et:

1
Vkell,nl, I]J’(X:k)zz

Théoréme 24 Espérance et variance d’'une VARD de loi %([1, )
Soit X une VARD de loi % ([1, n]). Alors X :

n+1 n® -1
et V(X)) =
2 12

E(X) =

/\ ATTENTION : ces formules sont fausses si X — 2([0, nl).

Modélisation 1 : On choisit au hasard un nombre dans A, partie finie non vide de R. On note
X = Nombre obtenu. Alors X — % (A).

Exemple : On dispose d'une urne de 10 boules numérotées. On tire une boule au hasard et
on note X = Numéro obtenu. Alors X — %([1,101).

Modélisation 2 : On se donne A partie finie non vide R, de cardinal 7, et on s’'intéresse a
un élément donné de A noté ay. On effectue une successions de tirages sans remise d'un
élément de A. On note X = Nombre de tirages nécessaires pour obtenir I’élément a,. Alors
X —a([1,n]).

Exemple : On dispose d'un jeu de 32 cartes. On tire les cartes une a une sans remise et on
note X = Nombre de tirages nécessaires pour obtenir I'as de coeur. Alors X — %([1,32]).

Exemple : Un gardien doit ouvrir une porte dans le noir, avec n clef dont une seule est la
bonne. On note X le nombre d’essais nécessaires pour trouver la bonne clef. On suppose

que le gardien essaie les clefs une & une, sans utiliser deux fois la méme. Alors X — %([1, nl)

. n+l
et le nombre moyen d’essais pour trouver la bonne clef est donc

3.3 Loide Bernoulli

Définition 25 VARD de loi de Bernoulli
On dit que X suit la loi de Bernoulli de parametre p €]0, 1[ lorsque X () = {0, 1} et :

PX=1=p et P(X=0=1-p=g¢q

Onle note X — %(p).

X est donc une VARD finie.

Théoréme 26 Espérance et variance d'une VARD de loi 2(p)
Soit X une VARD de loi £(p). Alors :

EX)=p et VX)=pg=pl-p)
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Modélisation : On consideére une expérience aléatoire qui n’a que deuxissues possibles : suc-

ces ou échec.
1 sil'expérience donne un succes

On note plaprobabilité qu’elle donne un succes et X = .1 .. ;
piap q { 0 sil’expérience donne un échec

Alors X — ZB(p).

Exemple: On dispose d'une piece de monnaie truquée, de telle sorte qu’elle donne Pile avec
probabilité p €]0, 1[.

1 silapieé Pil
Onnote X — { sila piece donne Pile

0 silapiéce donne Face
Alors X — AB(p).

Exemple: On tire une carte dans un jeu de 32 cartes.

1 sila carte est un coeur
On note X = .

0 sinon

1
Alors X — % (Z)

Théoréme 27 Caractérisation de la loi de Bernoulli
Soit X une VARD. Alors :

X suit une loi de Bernoulli < X (Q) ={0,1}

et dans ce cas le parametre est p =E(X) =P(X =1).

Exemple: Si X — %(p), alors X* — %(p).

Exemple : Si A est un évenement tel que P(A) ¢ {0,1}, alors X = 14 est une VARD de loi
%(P(A)). En particulier on obtient que E(1,4) = P(A), formule qui relie probabilité d’un éve-
nement et espérance d'une VARD.

3.4 Loibinomiale

Définition 28 VARD de loi binomiale
On dit que X suit la loi binomiale de parametres n € N* et p €]0, 1[ lorsque X(Q) = [0, n] et :

n
k

n—k

Vkel0,n], PX=k = ( Pk(l —p)

Onle note X — %B(n, p).

X est donc une VARD finie.

Ona %B(1, p) = B(p).
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Si k € Z, k ¢ [0,n], on a par convention (}) = 0. De plus, on a aussi P(X = k) = 0. Donc

P(X=k)= (Z)pk(l — )"k Ainsi:

n

VkeZz, P(X:k):(k

1
Pour 28 (10, 5)’ on obtient le diagramme en batons::

0.3
0.2

0.1

Théoreme 29 Espérance et variance d’'une VARD de loi %(n, p)
Soit X une VARD de loi %(n, p). Alors :

E(X)=np et V(X)=npqg=npl-p)

Modélisation : On considere une expérience aléatoire qui n'a que deux issues possibles :
succes avec probabilité p ou échec avec probabilité g =1 - p.

On effectue n répétitions indépendantes de cette méme expérience.

On note X = Nombre de succes obtenus.

Alors X — %(n, p).

Exemple: On dispose d'une piece de monnaie truquée, de telle sorte qu’elle donne Pile avec
probabilité p €]0, 1.

On la lance n fois de manieres indépendantes.

On note X = Nombre de Piles obtenus.

Alors X — A(n, p).

Exemple: On dispose d'une urne de N boules : N; boules blanches et N> boules noires.
On effectue n tirages successifs d'une boule avec remise.
On note X = Nombre de boules blanches obtenues.

N
Alors X — % (n, —1)
N
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4 Exercices

Exercice 1 (Lois usuelles)
Dans chacune des expériences qui suivent, reconnaitre la loi de X.

1. Onrange au hasard 20 objets dans 3 tiroirs.
X =nombre d’objets dans le premier tiroir.

2. Un enclos contient 15 lamas, 15 dromadaires et 15 chameaux. On sort un animal au
hasard de cet enclos.
X = nombre de bosses.

3. Une urne contient 6 boules vertes, 3 boules rouges et 5 boules bleues. On tire succes-
sivement et avec remise 10 boules de 'urne.
X = nombre de boules vertes tirées.

4. On suppose que la probabilité de naissance d’'une fille et d'un garcon sont identiques.
X = nombre de gar¢ons d'une famille de 3 enfants.

5. On suppose que 1% des trefles possédent 4 feuilles. On cueille 100 trefles.
X = nombre de trefles a 4 feuilles cueillis.

Exercice 2 (Jeux d’argent)
Un jeu est dit équitable losque I'espérance du gain relatif du joueur est nulle. Pour chacun
des jeux suivants, déterminer si le jeu est équitable.

1. Lejoueur lance 2 des. S’il sort 7, il gagne 5 euros, sinon il perd 1 euro.

2. Le joueur mise sur rouge ou noir a la roulette au casino (composée de 18 rouges, 18
noirs et du zéro qui est vert). Pour une mise donnée, la casino paye deux fois la mise
en cas de sortie de la bonne couleur (la mise est perdue dans tous les cas).

3. Toujours a la roulette, il joue un numéro plein : s’il gagne, la casino lui paye 36 fois sa
mise en cas de sortie du numéro choisi.

4. Le joueur remplit une grille de loto qui cofite € euros : il choisit 6 numéros entre 1 et
49. Si ses numéros sortent, il gagne un million d’euros.

Exercice 3 Une urne contient deux boules marquées 1, deux marquées 2 et une marquée
3. On préleve simultanément deux boules au hasard et on appelle X la somme des numéros
marqués sur les deux boules. Déterminer la loi de X son espérance et son écart-type.

Exercice 4 Onlance 4 dés équilibrés, on note X ="le nombre de numéros différents sortis".
Déterminer la loi de X puis calculer son espérance et sa variance.

Exercice 5 (Plus grand numéro obtenu lors d'un tirage simultané)
On effectue un tirage simultané de n boules dans une urne composée de N boules numéro-
téesde 1 a N. On note X le plus grand des numéros obtenus.

1. Déterminer laloi de X.

Nk
2. En déduire que pour tout n€ [0,N] : ) ( ) = (

N+ 1)
k=n n

n+1

3. Déterminer 'espérance de X.

Exercice 6 (Loi hypergéométrique)
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1. On dispose d'une urne de N boules : N; boules blanches et N, boules noires.
On effectue n tirages successifs d'une boule sans remise.
On note X = Nombre de boules blanches obtenues.
Déterminer laloi de X.

2. On dispose d'une urne de N boules: N; boules blanches et N, boules noires.
On effectue un tirage simultané de n boules.
On note X = Nombre de boules blanches obtenues.
Déterminer la loi de X.

3. On dispose d'une urne de N boules: N; boules blanches et N, boules noires.
On effectue n tirages successifs d'une boule avec remise.
On note X = Nombre de boules blanches obtenues.
Déterminer la loi de X.

Exercice 7 (Urne vidée de ses boules blanches)

On consideére une urne de taille N > 1, contenant r boules blanches et N — r boules noires
(0 < r = N). Dans cette urne, on préleve les boules une a une et sans remise, jusqu’a I’ob-
tention de toutes les boules blanches, et on note X le nombre de tirages qu’il est nécessaire
d’effectuer pour cela.

1. Dansle cas r = 1, reconnaitre la loi de X. Donner son espérance. Méme question dans
lecasr=N.

2. Lecasgénéral: 1 <r < N.
(a) Déterminer I’ensemble des valeurs prises par X.
(b) Soit k I'une de ces valeurs. Vérifier que :
k-1
(r—l)

(3

PX=k =

r(N+1)
r+1

3. Montrer que: E(X) =

Exercice 8 (n-iéme succeés lors de tirages sans remise)

Une urne contient N = 1 boules dont r = 1 sont rouges et les autres sont blanches. On tire
successivement et sans remise toutes les boules. Soit n € [1,r]. On appelle X,, le rang d’ap-
parition de la n™€ boule rouge. Trouver la loi de X,,.

Faire le lien avec I'exercice précédent.

Exercice 9 (Une formule de calcul de I'espérance d'une VARD)
1. Soient N € N et X une vard vérifiant : X(Q) c [0, N].
N
Montrer que : E(X) = ) P(X > k).
k=0

2. On considere une urne de N boules numérotées. On effectue un tirage simultané de n
boules, et on note X le plus grand numéro obtenu. Déterminer E(X).

Exercice 10 (Minimum et maximum lors de tirages simultanés)
On considere une urne contenant N jetons numérotés de 1 a N. On tire simultanément n
jetons de l'urne (n < N) et on note X le plus petit des numéros obtenus et Y le plus grand.

1. Déterminerlesloisde X et Y.
2. Pour (i, j) € X(Q) x Y (Q), déterminer P([X =i]Nn[Y = j]).
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Exercice 11 (Expérience en deux étapes)

On dispose de n € N* urnes numérotéesde 1 a n: Uy, Uy, ..., U,. Lurne U contient k boules
numeérotées de 1 a k. On choisit au hasard une urne, on note X le numéro de I'urne choisie,
puis on tire une boule au hasard dans I'urne choisie, on note Y le numéro de la boule tirée.

1. Pour (i, ) € [1, n]?, déterminer P([X = i]N[Y = j1), en déduirelaloide Y.
2. Déterminer 'espérance de Y.

3. Donner un équivalent de E(Y) lorsque n — +oo.

Exercice 12 (Fonction génératrice d'une VARD finie)
Soit n € N. On se donne X une variable discrete finie a valeurs dans [0, n]. On appelle alors
fonction génératrice de X la fonction Gy : R — R définie par:

VieR, Gx(t)=E(tY)

—

. Montrer que Gy est une fonction polyndmiale de degré inférieur ou égal a n.

. Donner I'expression de Gy lorsque X — %(p), X — %(n, p), X — ([1, nl).

w N

. Si Y est une VARD finie a valeurs dans [0, ], montrer que :

XLy = VreR, Gx(f) =Gy (r)

I

. Etablir que:
G0

k!

Vkel0,n], PX=k) =

5. Montrer que E(X) = G,(1), et que V(X) = G%(1) + G, (1) - (G} (1))

Exercice 13 (Entropie d'une VARD finie)

Dans le cadre des variables discretes finies, la notion d’entropie (de Shannon) s’introduit
simplement. Elle donne une mesure de la quantité minimale d’'information nécessaire pour
"coder" le résultat d’'une variable aléatoire X. C’est une notion tres utilisée en théorie de
I'information.

On se donne X une variable discrete finie a valeurs dans R. On note X(Q) = {x1,...,x,} et,
pour tout k € [[1; n]], on pose pr = P(X = xx). On appelle alors entropie de X le réel :

HX)=-) pilnpr)=- Y PX=xh(PX=x)
k=1 xeX(Q)

avec la convention xIn(x) =0si x =0.
1. (a) Montrerquesix=0:—-xIn(x) <1-x.
(b) Sin= Card (X(Q)), montrer que 0 < H(X) < In(n).
2. Montrer que H(X) =0 si, et seulement si, X est constante.
3. Onpose n= Card (X(Q)). Alors :

H(X) =In(n) <= X — 2 ([[1;nl)
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Chapitre 11

Introduction aux espaces vectoriels

Dans tout ce chapitre K désigne R ou C.

1 Généralités sur les espace vectoriels

1.1 Espace vectoriel sur K

Définition 1 Espace vectoriel sur K
Soit E un ensemble non vide. On dira que E est un espace vectoriel sur K, ou un K-espace
vectoriel (= K-ev), ou que E a une structure de K-ev lorsque :

(i) Eestmunid'une addition + qui est une application :

P2 —

E
(x,y) — X

+y

vérifiant :

o Commutativité.V(x,y)eE?, X+y=Ty
+

+X
o Associativité. V(x,y,z2)eE, (Xx+7¥)+z=

X+(y+72)
o Elément neutre. Il existe un unique élément de E, noté 0_1;:, tel que :
VXeE, 0p+X=%+0p=<x.
e Opposé. Vx € E, il existe un unique élément de [, noté — x et appelé opposé de x,
vérifiant: VX €E, X+ (-x)=(-%)+x —0g.
(ii) Eest muni d'une multiplication par un scalaire . qui est une application :

vérifiant :

o V(A X)eK?xE, (A+w. X =A% +p.x

e VAT, T EKXE, A(T+T)=AT+AT

o V(A u, X)eK?xE, A(u.X)=Axw.x =p.(1.X)

=l

Dans la suite, 'opération X + (- ¥ ) sera notée X —y.

Les éléments de E sont appelés vecteurs, et ceux de [K scalaires.
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CHAPITRE 11 : Introduction aux espaces vectoriels

On peut remarquer qu’'un espace vectoriel sur C donne aussi un espace vectoriel sur R, en
considérant la restriction a R de la multiplication par un scalaire.

Proposition 2 Regles de calcul
Si(AL,wek?et(x,y)ek? ona:
L AX-Y)=AT-17;

2. /1.0_]:: = O_E);

3. A-w. X =A% —u.7x;

4. 0.X =0z;

5. (-1).(-X)=A1.7%;

6. Intégrité externe. 1.X =0z <> 1 =0o0u X = 0z;
AX=p % < X =0goul=y;
AX=L7Y <= A=0oux=7y.

Exemple: {0} est un R-ev et un C-ev. Par contre @ n’en est pas un.

Exemple: Un vecteur x € K" est un n-uplet (x, x2,...,X,).
Si X =(x1,...,x,) et 7 = (y1,...,Yn) sont deux vecteurs de K", on définit leur somme :
X+ Y =1 X))+ W1y, Yn) = (1 + V1,00, Xn + Vi)
SileK et x € K" on définit :
AT =A%, X)) =Ax X1,..., A X Xp)

Alors (K", +,.) est un K-ev. Le vecteur nul est B)[Kn =(0,...,0).

En particulier pour n =1 : K est un K-ev pour ses opérations naturelles. R est un R-ev, et C
est un C-ev donc un R-ev.

/\ ATTENTION : R n’est pas un C-ev!

Exemple: Soient A un ensemble quelconque et F un K-ev. On rappelle que F* désigne
I'ensemble des fonctions f : A — F définies sur A a valeurs dans F.
Pour f et g éléments de F4, on définit la fonction f +g: A — F par:

Ve A, (f+gx)=f(x)+gkx)
et pour A € K et f élément de F*, on définit la fonction A.f : A — F par:
VxeA, ANHx)=Af(x

Alors ([FA, +, ) est un [K-ev. Le vecteur nul Tﬂm est la fonction constante égale a 0_1;

En particulier :

-pourF=Ret A=N, (RY,+,.) estun R-ev; (suites réelles)

-pour F =Ret I intervalle de R, (RI ,+,.) estun R-ev. (fonctions définies sur un intervalle I)

Exemple :|[K[X] | On rappelle que K[X] est I'ensemble des fonctions polynémes a coeffi-
cients dans K.
Alors (K[X], +,.) estun K-ev. Le vecteur nul 0 k[x; estla fonction constante égale a 0 sur K.

Exemple : | /,,;,(K) | On rappelle que .4, (K) est I'’ensemble des matrices de taille n x p a
coefficients dans K.
Alors (Myp (K), +,.) est un [K-ev. Le vecteur nul 0 My (K) €S la matrice nulle de taille n x p.
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1.2 Sous-espaces vectoriels

Définition 3 Sous-espace vectoriel

Soit E un K-ev et F une partie de E.

On dit que [ est un sous-espace vectoriel de E (noté sev de [) lorsque :
OF#£3;

(ii) F stable pour « + »: V(X 1, X2) €F?, X1+ X2 €F;

(iii) F stable pour «.»: V(1,X) e K xF, .X €F

Exemple: Un K-ev E a toujours deux sev triviaux : {0z} et E.

Proposition 4 Propriété du vecteur nul
SiF estunsevdunK-evE, alors Og € F.

Pour montrer que [ # @, on vérifie donc la plupart du temps que O? el.
Exemple: ¢ n’'est jamais un sevd'un K-ev E.

Théoreme 5 Caractérisation des sous-espaces vectoriels de E

Soit F une partie d'un K-ev E. Alors [ est un sev de E si et seulement si :
(F#3;

(ii) F stable par combinaison linéaire : V(1, X1, X2) e K xF2, 1. X1+ X2 €F

Exemple: Dans R? : F1 = {(x,y) e R?/x* + y* = 1}, F» = {(x,y) € R/ x + y = 1} et Z* ne sont
pas des sev de R?. Par contre F3 = {(x,y) € R*/ x+ y =0} en est un.

Exemple: K, [X] estun sevde K[X].
Exemple: T (K), T, (K), #,(K) et o, (K) sont des sev de ./, (K).

A\GL,(K) n'est pas un sev de .4, (K) : il ne contient pas le vecteur nul et n’est pas non plus
stable par multiplication!

Théoreme 6 Un sevestun K-ev
Si E est un K-ev et F un sev de E, alors les restrictions a F des opérations « + » et «.» de E,
munissent F d'une structure de K-ev.

En pratique, pour montrer qu'un ensemble [ est un espace vectoriel sur K (8 conditions), on
cherche un K-ev E contenant [ (ie F < E), et on montre que F est un sev de E (seulement 2
conditions).

Exemple: K, [X] estun K-ev puisque c’est un sev de K[X].

Théoreme 7 Intersection de sev
SiF et G sont des sevd'un [K-ev E, alors F NG est aussi un sev de E.
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/\ ATTENTION : en général F UG n’est pas un sev de E.

Exemple: On pose F = {(x,y) e R?/ y = x} et G = {(x,y) € R?/ y = —x}. F et G sont des sev de
R?, mais F UG n’en est pas un.

Exemple: SiF et G sont des sevd'un K-ev E, alors F UG est aussi un sev de E si et seulement
siFcGouGcF.

Exemple: D, (K) est un sev de ./, (K).

2 Familles de vecteurs

Dans tout ce paragraphe, E désigne un K-ev.

2.1 Combinaisons linéaires

Définition 8 Combinaison linéaire Soit & = (uj, ..., up) une famille finie de p vecteurs de
E (c’est-a-dire un p-uplet de vecteurs de E).

On dit que X € [ est combinaison linéaire (= CL) des vecteurs de & lorsqu’il existe des sca-
laires (A1,...,4p) € KP tels que:

p
X = Z /lk.uk
k=1

Exemple: Dans R? avec une famille finie.
(2,3) estCLde (1,0) et (1,1): (2,3) =3.(1,1) + (-1).(1,0).

Exemple:| Un exemple général a connaitre dans K.

Pour tout i € [1, n], on pose ¢; = (0,...,0,1,0,...,0).
i—iéme 1position

Alors tout X = (x1,...,X,) € K" est CL de la famille (e, ..., e,) :
X o= (X1,...,Xp)
= (x1,0,...,00)+(0,x,,0,...,0)+---+(0,...,0,x,)
= x.(1,0,...,0) + x2.(0,1,0,...,0) + -+ + x,.(0,...,0,1)

—_ —_ —_
= Xi.eyt+xg.r+---+Xxp.€,

L —_—
= Z Xic-€
k=1

Exemple:| Un exemple général a connaitre dans K, [ X].

SiP=ay+a X +ayX*+---+a, X" est un élément de K ,[X], alors P est CL des polynomes 1,
X, ..., X". Ceci prouve que tout élément de K, [X] est CL de la famille (1, X, X2 ..., X"™.

Exemple: | Un exemple général a connaitre dans .4, (K).

Pour tout (i, j) € [1, n] x [1, p], on rappelle qu’on note E;; la matrice de .4, () dont tous les
coefficients sont nuls, exceptés celui situé a l'intersection de la ligne i et de la colonne j, qui
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est égal a 1.
Les matrices E; j, pour (i, j) € [1, n] x [1, p], sont appelées matrices élémentaires de ./, ().
Si A€ Myy(K), alors A est CL des matrices élémentaires de .4, (K).

Théoréme 9 CLetsev
SiF est un sev de E et (u;);c; une famille de vecteurs de [, alors toute CL de ces vecteurs est
encore un vecteur de F.
En particulier, si (ﬁ{, . ..,LT,,) est une famille de vecteurs de F, alors V(A4,...,1,) € KP, on a

p —_—
Z Ar.up €F.
k=1

2.2 Sous-espace vectoriel engendré par une famille de vecteurs

Définition 10 Notation Vect(%)
Soit & = (ﬁ{, e u_)p) une famille de vecteurs de E. On note Vect(%) ’ensemble des vec-
teurs de E qui sont combinaison linéaire des vecteurs de & :

p
Vect(F) = {ZM.E}/WE [1,p], A EK}
i=1
et donc pour x € E:
—_ —_ P —_
X € Veot(F) <= A, Ap) €KP [T = Y At
i=1

Noter que si & famille de vecteurs de E, on a Vect(%) < E.

On adopte aussi la convention : Vect(@) = {0z}.
Exemple : On a vu au paragraphe 2.1. que K" = Vect (ey, ..., e,), avec ¢; = (0,...,0,1,0,...,0),
|
i-iéme position

pour i € [1, n].

Exemple: On a vu au paragraphe 2.1. que K ,[X] = Vect(l,X, Xz,...,X”).

Exemple: On a vu au paragraphe 2.1. que .4, (K) = Vect ((Eij) 1<izn )

1sj<p

Théoréeme 11 Propriétés de Vect(F)
Soit & = (uj,..., u,) une famille de vecteurs de E.

1. Vect(Z) est un sev de E qui contient & : & < Vect(¥);

2. C’estle plus petit sev de E contenant & :
siF est un sev de E tel que & <, alors Vect(&) < F.
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Important : ce résultat peut servir a montrer trés rapidement qu'une partie F de E est un sev.

Exemple: T ={(x,y,2) €eR®/ x+2y = z} = Vect[(1,0,1);(0,1,2)].

Corollaire 12 Inclusions de Vect
Si & et ¥ sont deux familles finies de vecteurs de E :
F <% donne Vect(&) < Vect(¥9).

Corollaire 13 Regles de calcul sur les Vect
Soit (u1, ..., Up, Up+1) une famille de vecteurs de E.

1. Si ups1 est CL de la famille (uj,...,up), alors on peut «l'enlever du Vect» :
Vect (U1, ..., Uy, Up+1) = Vect (Ui, ..., up)
2. On peut additionner a un vecteur toute CL des autres :
p-1
si (A1,...,Ap-1) € KP7L, alors Vect (ui,..., Up_1, up) = Vect| U, ..., Up—1, Up+ Y Ai.l;
i=1
3. On peut multiplier un vecteur par un scalaire non nul :
sia #0, alors Vect (u,..., up_1, up) = Vect (U1, ..., Up—1,a.Up)

4. Vect(us,..., up) ne dépend pas de I'ordre des vecteurs :
sio:[1, p] — [1, p] est bijective, alors Vect (ui, ..., up) = Vect (Ug),---» Us(p))

5. On peut « enlever le vecteur nul d'un Vect » :
Vect (u1,..., up,05) = Vect(uj, ..., up)

2.3 Familles génératrices

Définition 14 Famille génératrice d’'un sev

Soit & famille de vecteurs de E.

On dit que & est une famille génératrice de E, ou que E est engendré par &, lorsque
E = Vect(Z).

Comme on a % c [, on peut dire que Vect(¥#) < E. Donc & est génératrice de E si et seule-
ment si E € Vect(Z), ie tout vecteur x € E est CL des vecteurs de .

Rédaction : Soit F = (uj,..., up) une famille finie de p vecteurs de E.
Pour montrer qu’elle est génératrice de [, on se fixe un vecteur x € [F, et on cherche des
scalaires 11, ..., A, tels que::

p
7= Aelii
k=1

En considérant cette égalité comme une équation d’'inconnue (14,...,1,) € K?, on doit mon-
trer qu'il existe au moins une solution.

Exemple: T = {(x,y,z) € R®/ x + 2y = z} est engendré par ((1,0, 1); (0, 1,2)).
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Exemple :| Famille génératrice de K" | On a vu au paragraphe 2.2. que la famille (ej,..., ;)

est génératrice de K", avec e; = (0,...,0,1,0,...,0), pour i € [1, n].
8 1 p

i—ieme position

Exemple: | Famille génératrice de K ,[X] |On a vu au paragraphe 2.2. que la famille (1, X, X 20X
est génératrice de K, [X].

Exemple:| Famille génératrice de .4, (K) |On avu au paragraphe 2.2. que la famille (E; ) 1=i=n
1<j<p

est génératrice de ), (K).

Théoréme 15 Ajout de vecteurs dans une famille génératrice
Soient & et ¢ deux familles finies de vecteurs de E. On suppose que :
(i) Fc¥9;

(ii) & est génératrice de E.

Alors ¢ est aussi une famille génératrice de E.

Exemple: F = {(x,y,z) € R?/ x+2y = z} est aussi engendré par ((1,0, 1);(0,1,2); (1, 1,3)).
Ainsi, toute sur-famille d'une famille génératrice de E est encore génératrice de E.
En pratique ce résultat n'a que tres peu d’intérét. En effet, on préférera avoir des familles

génératrices de taille minimale (nous verrons pourquoi dans un autre chapitre). Pour cela
on utilisera le théoréme suivant.

Théoréme 16 Enlever des vecteurs dans une famille génératrice
Si # = (ui,..., up-1, up) est génératrice de E, et si u, est CL de la famille F = (u3, ..., up-1),

alors & est encore génératrice de E.

Ce résultat est énoncé dans le cas d’'une famille finie, mais il est encore valable dans le cas
d’une famille infinie.

On peut donc retenir que dans une famille génératrice de E, si un vecteur est CL des autres,
alors on peut I'6ter de la famille tout en gardant une famille génératrice de E.

Exemple: Si E = Vect[(1,0); (1,-1);(0,1)] alors E = Vect [(1,0); (0,1)].

2.4 Familles libres

Définition 17 Famille libre
Soit & = (ﬁ{, el u_,;) une famille finie de p vecteurs de E (c’est-a-dire un p-uplet de vec-
teurs de ).
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On dit que & est une famille libre, ou que les vecteurs Ui, ..., u_,,f sont linéairement indé-
pendants, lorsque, pour tout (14,...,1,) € KP:

p —_
ZA]C. k:OE:/h:---:/lp:O
k=1
Dans le cas contraire, on dit que & est liée, ou que les vecteurs de & sont linéairement

dépendants.

On adoptera la convention que @ est une famille libre de tout [<-ev E.

On peut remarquer que le caractere libre d'une famille de vecteurs %, ne dépend du choix
du K-ev E. Par conséquent si & < ou [ sev de E, alors & est libre dans F si et seulement si
elle est libre dans E.

A\ Ceci est faux pour la notion de famille génératrice qui est intrinsequement liée au sous-
espace vectoriel dans lequel on travaille.

Rédaction : Soit F = (i1, ..., U,) une famille finie de p vecteurs de E.
Pour montrer qu’elle est libre, on se fixe des scalaires 1, ..., A, tels que::

P
Z Ap.ur0p
k=1

En considérant cette égalité comme une équation d’'inconnue (14,...,A,) € K?, on doit mon-
trer qu’elle a pour unique solution Ay =+ =14, =

Exemple: Dans R?, ((1,2); (1,3)) est libre et ((1,0); (1,1); (0,2)) est lice.

Exemple: La famille (ej,..., e,) estlibre, avec ¢; = (0,...,0,1,0,...,0), pour
I

i—iéme position

i€[1,n].

Exemple: | Dans K ,[X]|La famille (1, X, X2,...,X™ estlibre.

Exemple: | Dans ./, (K) |La famille (E;;) 1=i=n estlibre.

I=jsp

Théoréme 18 Famille libre a un vecteur
Soit u un vecteur de E. Alors :

(u) estlibre < u # 0p

Définition 19 Vecteurs colinéaires

Soient U et v deux vecteurs de E.

On dit que % et U sont colinéaires lorsqu il existe 1 € K tel qu
maniere équivalente lorsque U # 0z g ouil existe A € K tel que

—

u=A7Touv=Au,oude
7.

e =
e =A
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Théoréme 20 Famille libre a deux vecteurs
Soient u et v deux vecteurs de E. Alors :

- — . -  — P
(u, V) estlibre <= ¥ et v non colinéaires

/\ ATTENTION : Ce critere est faux dés qu’on a plus de deux vecteurs. Par exemple pour trois
vecteurs, le critere devient non coplanaires.

Exemple: 1l devient évident que ((1, 2);(1, 3)) est libre!

Théoréme 21 Caractérisation des familles liées
Soit & = (uj,..., u,) une famille de vecteurs de E. Alors :

Z estliée < un des vecteurs de & est CL des autres

Exemple: 1l devient évident que ((1, 0);(1,1); (0, 2)) est liée!

Corollaire 22 Cas simples de familles liées
Toute famille de vecteurs de E contenant le vecteur nul, ou deux vecteurs identiques, est liée.

Théoréme 23 Enlever des vecteurs dans une famille libre

Soient & et ¢ deux familles finies de vecteurs de E. On suppose que :
() ¥ c¥9;

(ii) ¢ est libre.

Alors & est libre.

Exemple: ((1,0,0, 0);(0,1,0,0);(0,0,0, 1)) est libre.

On peut donc retenir que toute sous-famille d'une famille libre est libre, et donc par contra-
posée, toute sur-famille d'une famille liée est liée.

En pratique ce résultat n'a que tres peu d’intérét. En effet, on préférera avoir des familles
libres de taille maximale (nous verrons pourquoi dans un autre chapitre). Pour cela on utili-
sera le théoreme suivant.
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Théoréeme 24 Ajout d’'un vecteur dans une famille libre
SiZF =(ui,..., u,) estlibre, alors::

(ul,..., up, Up+1) estlibre < u,,1 & Vect(ui, ..., up)
et donc par contraposée :

(ul,..., up, ups1) estliée < u,.1 € Vect(u,..., up) < up.1 est CLde (i3, ..., up)

On peut donc retenir que si on a une famille libre de E, alors on peut lui ajouter un vecteur
qui n'est pas CL des vecteurs de la famille, tout en gardant une famille libre.

Exemple: Former une famille libre a trois vecteurs a partir de ((1, 2,0);(2,1, 0)).

2.5 Bases

Définition 25 Base d’'un K-ev
Soit 28 famille finie de vecteurs de E.
On dit que £ est une base de E lorsque 2 est libre et génératrice de E.

Proposition 26 Base de Vect(%)
Soit & famille finies de vecteurs de E. Alors :

& base de Vect(#) < & est libre

Exemple: % = ((1,0, 1); (0, 1,2)) estune base de F = {(x,y,2) e R3/ x+ 2y = z}.

Exemple: ‘ Base canonique de K" ‘On pose % = (ey,...,e,),avec e; = (0,...,0,1,0,...,0), pour
|

i-ieme position
i € [1,n]. On a vu au paragraphe 2.3. que 98 est génératrice de K", et au paragraphe 2.4.
qu’elle est libre. Donc £ est une base de K", appelée base canonique de [K".

Exemple: | Base canonique de K ,[X] |On pose % = (1, X, X?,..., X™). On a vu au paragraphe

2.3. que 2B est génératrice de K,[X], et au paragraphe 2.4. qu’elle est libre. Donc 28 est une
base de K, [X], appelée base canonique de K, [ X].

Exemple :| Base canonique de .4, (K) | On pose 98 = (E;) 1=i=» . On a vu au paragraphe 2.3.
1<j<p

que % est génératrice de .4y, (), et au paragraphe 2.4. qu’elle est libre. Donc 28 est une
base de ./, (K), appelée base canonique de ./, ().
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Théoréme 27 Caractérisation des bases
Soit % = (&1,...,€,) une famille de vecteurs de E. Alors on a équivalence de :
(i) 28 est une base de [E;

p
(i) pour tout X € E, 3(A4,...,Ap) e KP tel que X = ) Ag.£k.
k=1

Définition 28 Coordonnées dans une base
Soit B = (£1,...,€,) une base de E. Le théoréme précédent donne que tout x € E est

p
caractérisé par 'unique p-liste (14,...,4,) € K” tel que x= Z Ak €.

k=1
Les scalaires (11,...,A,) sont appelés coordonnées de X danslabase 28. On le note :

X =g, Ap)%

Exemple : | Coordonnées dans la base canonique de K" | Elles sont égales aux composantes

du vecteur. Par exemple, si X =(2,1,3), alors ses coordonnées dans la base canonique de R3
sont (2,1,3).

Exemple: | Coordonnées dans la base canonique de K, [ X] | Elles sont égales aux coefficients

de la fonction polynomes. Par exemple, P = X? +2X + 1 a pour coordonnées (1,2,1) dans la
base canonique de K, [X].

Exemple:| Coordonnées dans la base canonique de .4, () |Elles sont égales aux coefficients

1 1
de la matrice. Par exemple, (2 0 1) a pour coordonnées (1,-1,1,2,0,1) dans la base ca-

nonique de .#>»3(R).

Exemple : Dans [ = {(x,y,2) € R®/ x+2y = z}. Une base de F est 8 = ((1,0, 1); (0, 1,2)). Par

exemple: X =(1,1,3) = (1, 1)%.

Exemple : Dans R,[X] muni de la base (1, X-1,(X- 1)2), quelles sont les coordonnées de
P=X?+2X+1.

Exemple: Dans E muni d'une base (&7, ..., 8—,;), quelles sont les coordonnées de £, pour tout
kell,n]?
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3 Exercices

‘ Espaces vectoriels et sous-espaces vectoriels

Exercice 1 Dans chacun des cas suivants, justifier sila partie considérée est un sous-espace
vectoriel.

1. A={(x,y) eR% x2—)2=0} 2. B={x)) eR% x*+)2=0} 3. C={(x,y)eR% x—y=0}
4, D:{(a+b,a—b,a); (a,b)EIRz} 5. E:{(1+x’x); xeR} 6. F= ZZ 7x7

Exercice 2 On note R® I'ensemble des fonctions numériques. Déterminer si les parties sui-
vantes sont des sous-espaces vectoriels de R® :

1. A={feR®/ f continue }
B={feR®/ f paire }

C ={f eR®/ f impaire }
D={feR®/ f gannule }

Ll

Exercice 3 On note RN I'espace vectoriel des suites réelles. Les parties suivantes sont-elles
de sous-espaces vectoriels de RN 2

1. A= {(un)neN € RN/ (un) nen bornée }

2. B= {(un)nel\l € RN/ (un)nel\l monotone}
3. C={(un)nen € RV/ (1) nen convergente }
4

. D ={(un) nen € RY/ (1) nery arithmétique }

1
5. EZ{(un)neNERN/ VneN, upp = —Up + un}
n+l

Exercice 4 On note K[X] I'espace vectoriel des polyndmes a coefficients dans K. Les par-
ties suivantes sont-elles de sous-espaces vectoriels de K[ X] ?

1. A={PeK[X]/O0 estracine de P}

2. B={PeK[X]/ 0 estracine double de P}

3. C={PeKI[X]/ 0 est racine au moins d’ordre 2 de P}
4. Pour neNfixé: D = {P e K[X]/ deg(P) = n}

a_+bb b_ b)/ (a,b) € [Kz} est un sev de

Exercice 5 1. Montrer que la partie A = {
Mo ([K).
2. Soit p e N*. La partie B, = {A€ 4, (K)/ AP =0,} est-elle un sev de 4, (K) ?
011 0 0O

On pourra considérer |0 0 1| et|0
1

0 0f.
00O 00

Exercice 6 Soient[F et G deux sev de E K-ev. Montrer que FUG est un sev de E si et seulement
siFcGouGcF.

Familles libres, génératrices
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3 Exercices

Exercice 7 Les familles suivantes sont-elles libres (si non, on donnera une combinaison li-
néaire nulle, dont les coefficients sont non tous nuls) ? génératrices de R3 (si non, on donnera
un vecteur de R® qui ne s’exprime pas en fonctions des vecteurs de la famille) ? Sont-elles des
bases de R3 ?

F = ((2,4,3),(1,5,7))

F = (1,23),239),3,45),456)
F = (1,1,0,21,0,0,1,1)

Exercice 8 Les sev de K" peuvent étre définie de 3 facons différentes :

e Par des équations cartésiennes: A = {(x, ¥z, 1) € R*: x— y+z=0ety—-2t= O}.

e Par un paramétrage : B = {(2a-3b+c,a+2b-c,—b+c,a); (a,b,c) eR*}.

« Par la donnée d’'une base (ou d’'une famille génératrice) : C = Vect((l,z, -1,0),(0,1,3, —1)).
Ecrire chacun de ces ensembles sous les trois formes possibles.

Exercice 9 Les famille suivantes sont-elles des familles libres de I’espace vectoriel indiqué ?
((X -1)?,(X -2)%,(X -3)?) dans R[X]
X2+1,2X,2X% + X) dans R[X]

1
2
3. [x+~ cos(x),x— xcos(x), x— sin(x),x— xsin(x)) dans R®
4. (1) pen, (coS? 1) e, (cos(2n))neN) dans RM

5

(2" e, (3") pesy (1) ety dans R
01 1 -1 -1 -1
S I

Exercice 10 Donner une famille génératrice des espaces vectoriels suivants :

L E={Un)nen/YNEN, i1 =2uy,}
2. F={PeKI[X]/O0estracine de P}
3. G=AR)

Exercice 11 On dit qu'une famille de polynémes (P, Py,..., P,) (ot n € N) est échelonnée
lorsque, pour tout k € [0, ] : deg(Py) = k.

Montrer que toute famille échelonnée de polynémes (Py,..., P,) forme une famille libre de
KI[X].

Exercice 12 SoitEunkK-evet(ey,..., € ,) une famille libre de vecteurs de E.
Pour tout k€ [1,n],onnote €y = € p+ € k11-
Montrer que la famille (€ 1,..., € ,-1) est libre.
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Chapitre 12

Séries numériques

+00

Le but de ce chapitre est de définir, lorsque cela est possible, la somme infinie Z un, et de
n=0

I'utiliser dans des calculs.

1 Généralités

1.1 Définitions

Définition 1 Série numérique
Soit (#y) n=n, une suite de nombre réels définie a partir d'un rang ny. On lui associe une suite
(Sn) n=n, définie par :

n
Sn= Z U

k=ng

La suite (Sy) n=n, est appelée série de terme général u,,, et est notée Z Uy.
n=ny
Pour n = ng donné, le réel S,, est appelé somme partielle de rang n associée a la série Z Un,
n=ny
et le réel u, est appelé terme général de cette série.

/\ ATTENTION! 1l ne faut pas confondre la série (qui est une suite de réels) et ses sommes
partielles (qui sont des nombres réels).

- 1 PP .
Exemple: La série Z — est appelée série harmonique.
n=1

Proposition 2 Les sommes partielles donnent le terme général

Si ) uy estune série numérique, alors :
n=ny

Vn=zno+1, u,=S,—-S,-1
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CHAPITRE 12 : Séries numériques

Définition 3 Nature d’'une série

On dit que la série Z u, converge lorsque la suite (S,) ,=5, €st convergente, ie lorsque
n=ny
n
lim ) u existe et est finie.
n—+oo
k=ng
Dans le cas contraire (la limite est infinie ou elle n’existe pas), on dit que la série Z Uy
n=ny
diverge.
Deux séries sont dites de méme nature lorsqu’elles sont toutes les deux convergentes ou
toutes les deux divergentes.

Déterminer la nature d'une série c’est déterminer si elle converge ou si elle diverge.

Rédaction : Pour montrer que deux séries sont de méme nature il faut donc montrer que :

Y uyconverge < Y v, converge.
n=ny nzny
Pour cela on montre que :

« Y upconverge => Y v, converge»et« ) U, cOnverge => Y i, CONVEIZE ».

n=ny n=ny n=mnp n=ny

Ou par contraposée :
« Z u, converge — Z v, converge » et « Z u, diverge = Z v, diverge ».
n=ny n=ny n=ny n=np

Ou encore :

« Y updiverge = ) v, diverge»et« Y v, diverge=> )  u, diverge».
n=ny n=n; n=ny n=ny

Proposition 4 Les premiers termes ne changent pas la nature de la série

Si ny = ny, alors les deux séries ) unet Y  u,sontde méme nature.
n=ng n=m

Définition 5 Somme et reste d’'une série convergente
n

On suppose que Z u, converge et pour n = ngy, on note S, = Z Uy sa somme partielle de

n=ng k=ng
rang 7.
n +00
. . L. . ef ..
1. lim )  uyestappelée somme de la série etestnotée S= Y wu, = lim S,.
n—+oo i n—+00

2. Pour tout n = ngy, R, = S— S, est appelé reste d’ordre n de la série Z Up.
n=nyp

Proposition 6 Propriétés du reste d’'une série convergente

On suppose que Z u, converge et pour n = ngp, on note R, son reste d’ordre n.
n=ny
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1 Généralités

+00
1. Pour tout n = ng, R, = Z uy. Au passage, on peut noter que la relation de
k=n+1
Chasles est vraie pour les sommes de séries.
2. lim R,=0.

n—+oo

/\ ATTENTION aux notations :

. Z u, désigne la série (donc une suite réelle) ;

n=ny
n

e Sy = Z uy désigne la somme partielle de rang n de la série (donc un nombre réel) ;

k= ny
et pour une série convergente :
+00
R, = Z uy désigne la somme de la série (donc un nombre réel) ;
k=n+1
+00
«S= ) u,désignelasomme de la série (donc un nombre réel).
n=ny

Dans la somme de la série, la variable est muette :
+00 +00 +00
S= D> up= Y uk= ) up=...
n=np k=ng p=no

par contre pour le reste d’ordre 7 il ne faut pas prendre n comme variable de la somme, cela
+00

naaucunsens: ) upn'existe pas!
n=n+1

/\ ATTENTION ! La somme d’une série convergente dépend des premiers termes. Si n; > ny,
la relation de Chasles donne :

+00 +00 n—1
Youn= )Y up+ Y, up
n=ny n=m n=ny

1
Exemple: La série harmonique )  — diverge.
nx=1

1
Exemple : La série géométrique Zo Zn converge vers 2 (ce qui leve le fameux paradoxe de
n=
Xénon).

1.2 Propriétés des séries

Théoréme 7 Dualité suite/série
Si (Vy) n=n, est une suite réelle, on pose pour toutn = ny+1: u, = v, — v,—1. Alors:

(Un)n=n, €St convergente <= > up= Y (vy—Up_1) st convergente
n=np+1 n=ngp+1

Dans ce cas:

+00 +00
Y up= ) (Wn-vp1)= ( lim Un) — Un,
e ! n—+oo

n=np+1 n=np+1
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CHAPITRE 12 : Séries numériques

Limplication = est une généralisation aux séries des sommes télescopiques, et sert dans
de nombreux calculs.

1
Exemple: La série Z ——— converge vers 1.
n=2 n(n—-1)

La réciproque < donne une nouvelle méthode pour montrer qu'une suite converge sans
calculer sa limite ('autre étant le théoreme de la limite monotone). Nous verrons des appli-
cations en TD.

Théoreme 8 Condition nécessaire de convergence

1. Soit E U, une série numérique convergente. Alors: lim u, =0.
n—+oo
n=ny

2. Par contraposée : si la suite () ,=,, Ne converge pas vers 0, alors la série Z u; di-
n=nyp
verge.

/\ ATTENTION : la réciproque est fausse comme le montre la série harmonique.

Définition 9 Série grossiérement divergente

Une série E un, telle que lim u, # 0 ou n'existe pas, est appelée série grossierement di-
n—+oo
n=ny
vergente.

Exemple: Les séries Z (-D"et Z n! sont grossierement divergentes.
n=0 n=0

Théoréme 10 Linéarité de la convergence

Siles séries Y upet Y v, convergent, etsiA€R, alorslesséries Y (un+vy) et Y Auy
nz=ny n=ng nz=ny n=ng
convergent aussi. De plus:

+00 +00 +00 +00 +00
Z(un+vn): Z un+z v, et Z/l.un:/l.z Uy

n=ny n=ny n=ny n=ny n=ny

Corollaire 11 Espace vectoriel des séries convergentes
Onnote & 'ensemble des séries numériques convergentes, définies a partir d'un méme rang
ny. Alors & muni des opérations naturelles est un R-espace vectoriel.

ECSL1.1, Lycée Fermat Toulouse. http://mathcpge.org/ 240



2 Séries a termes positifs

Corollaire 12 Addition de deux séries

1. On peut écrire :
+00 +00 +00
Z (up+vy, = Z U, + Z Upn
n=ny n=ny n=ny
dés qu’au moinx deux séries convergent.

2. Sil'une des séries ) u, ou Y v, converge et l'autre diverge, alors Y  (un+ vy)

n=ny n=ny n=ny
diverge.
3. Siles deux séries )  unet ) v, divergent, alors on ne peut rien dire de général sur
n=ny n=ny
Z (u, + v;) (on a une forme indéterminée).

n=ny

Corollaire 13 Multiplication d’'une série par une constante

Pour tout A € R*, les séries Z u, et Z A.u, sont de méme nature.
n=ny n=ny

Si on multiplie ) u, par A =0, on obtient la série nulle, qui converge vers 0. Ce cas n'est
n=ny
donc pas particulierement intéressant. ..

2 Séries a termes positifs

En multipliant une série a termes négatifs par —1, on obtient une série a termes positifs, et
ces deux séries sont de méme nature. Tout ce qui suit concerne donc aussi les séries a termes
négatifs, et plus généralement les séries dont le terme général est de signe constant a partir
d’un certain rang (car la nature d’'une série ne dépend pas de ses premiers termes).

2.1 Regles de comparaison

Soit (S;,) n=n, une suite croissante a partir d'un rang ny. On rappelle que d’apres le théoreme
de la limite monotone, on a seulement deux alternatives possibles :

* (Sy)n=n, converge vers unréel ¢ vérifiant: Vn = ny, S, < ¢;

* (S3) n=n, diverge vers +oo.

Définition 14 Série a termes positifs

On dit que la série Z U, est a termes positifs lorsque : Vn = ngy ,u, = 0.
n=ny
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CHAPITRE 12 : Séries numériques

Théoréeme 15 Nature d’une série a termes positifs
n

Soit )  u, une série a termes positifs. Pour n = ng, onnote S, = Y uy sa somme partielle
n=ny k=ny
de rang n. Alors :

1. (Sn)n=n, est croissante.

2. Z u, converge < (Sy)n=n, €st majorée. Dans ce cas si M est un majorant de
n=ny

(Sn)nzny
n +00
Vnzng, Y ug< ) ux<M

k=ngp k=ng

3. Si (S4) n=n, non majorée, alors Z un diverge et HEIPOO S, = +oo.
n=ny

+00
Si (S5) n=n, non majorée, alors on peut poser Z U, = +oo. Pour une série a termes positifs,
n=ny
+00 +00 1

lanotation )_ u, a donc toujours un sens dans RU {+oo}. Par exemple : )  — = +oo.
n=ng n=1

+00
/\ ATTENTION : par contre la notation ) (—1)" n’ a aucun sens (la limite n’existe pas) !
n=0

Théoréeme 16 Théoréme de comparaison par inégalité pour les séries a termes positifs
Soient (4) n=n, €t (Vy) n=n, deux suites réelles telles que 0 < u,, < v, pour n = n.

+00 +00
Alors: ) vy, converge => Y u,converge, etdanscecas0< ) up< ) vy
n=ny n=ny n=ny n=ny
Donc par contraposée: Y u, diverge = ) _ v, diverge.
n=ny n=ny

Rédaction : On rédige de la maniére suivante:ona Vn=ny, 0< u, <v, et Z v, converge,
n=ny
donc d’apres le théoreme comparaison par inégalité pour les séries a termes positifs, Z Up
n=ny
converge.

/\ ATTENTION, la rédaction suivante est fausse :

+00 +00

onaVn=ny0<u,<v,donc0< ) u,< ) vpet Y uv,converge, donc d’apres le
n=ngy n=ny n=ngp

théoréme comparaison par inégalité pour les séries a termes positifs, Y u, converge.

n=nyg
+00

En effet, on ne peut pas utiliser la notation Y u, dans un calcul tant que la convergence
n=ny

n’a pas été justifiée.

Exemple:Vn=2,0

IA
| =
IA

1 1
t ) ———— converge, donc )  — converge.
n=e n(n—1) n=1

/\ ATTENTION :la réciproque est fausse, ie si Z u, converge, alors on ne peutrien dire sur
n=ny
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2 Séries a termes positifs

1 1

lanaturede ) wv,.On peut considérer le contre-exemple suivant: Vn>2,0< —— < —

n=ngy I’l(l’l - 1) n

. 1 . 1

mais ) — divergeet y ———

n=1 n=2 (n—-1)

Dans le théoréme de comparaison par inégalité pour les séries a termes positifs, on ne peut
donc pas dire que les deux séries sont de méme nature.

converge.

/\ ATTENTION'! Ce théoréme n’est vrai que pour des séries a termes positifs (ou de signe
constant) ! Nous verrons un contre-exemple en TD (il n’est pas simple d’en construire un).

Corollaire 17 Théoréeme de comparaison par équivalents pour des séries a termes posi
tifs
Soient (4) n=n, €t (Vn) n=n, deux suites réelles telles que u,, ~ . Un et v, =0a.p.cr.

n—+oo

Alors ) upet ) v, sontde méme nature.
n=ny n=ny

Le résultat est donc plus fort que pour la comparaison par inégalité, puisque les deux séries
sont de méme nature

/\ ATTENTION : par contre, en cas de convergence, les sommes des deux séries ne sont pas
égales!

/\ ATTENTION'! Ce théoréme n’est vrai que pour des séries a termes positifs (ou de signe
constant). Nous verrons un contre-exemple en TD.

1 1
Exemple: )_ sin (5) divergeet Y In (1 + )

n=1 n=1

converge.

Corollaire 18 Théoréme de comparaison par « petit o » pour des séries a termes positifs
Soient (uy) n=n, €t (Vy)n=pn, deux suites réelles telles que u, =0 et v, =0 a.p.c.r,, et uy, =

n—+00
0 (vp).

Alors: ) v, converge = )  u, converge.
n=ng nzngp
Donc par contraposée: Y  u, diverge = ) _ v, diverge.
n=ng nzngp

/\ ATTENTION : cette fois les deux séries ne sont pas de méme nature.

/\ ATTENTION'! Ce théoréme n’est vrai que pour des séries a termes positifs (ou de signe
constant).

1 1 1
Exemple: — = o|—]donc — diverge.
p 71 n—+oo (\/ﬁ ) r;l 8

1
Exemple:e™V" = o (ﬁ) donc ) e V7" converge.

n—+oo
n=0

Cesrésultats sont tres utiles pour étudier la nature d'une série. Par contre, on peut remarquer
qu'’ils ne donnent aucune information sur la valeur de sa somme en cas de convergence.
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CHAPITRE 12 : Séries numériques

2.2 Convergence absolue

Définition 19 Convergence absolue

On dit que lasérie ) u, converge absolument lorsque la série ) |u,| converge.
n=ng n=ngp

Dans le cas d'une série a termes positifs (ou de signe constant), la convergence absolue coin-
cide avec la convergence. Pour les séries dont le terme général change de signe, l'intérét de
cette notion repose sur le théoréeme suivant.

Théoréme 20 La convergence absolue implique la convergence

Si ) up converge absolument alors elle converge.
n=ny

Démonstration : On remarque que, pour tout n = ng : U, = (4, +|u,l)—|u,l. On conclut grace
au théoréme de comparaison par inégalité pour les séries a termes positifs, et par linéarité
de la convergence.

CQFD U]

-n"
2

Exemple: )

n=1

converge.

+00

Exemple: Si (a,b) € R? et b €]0, 1], la fonction de Weierstrass fix— Z b" cos((amx) est
n=0

définie sur R.

On peut donc dans certains cas se ramener a I’étude de Z |u,|. On travaille alors avec une
n=ny
série a termes positifs, et tous les résultats du paragraphe précédent s’appliquent.

Proposition 21 Propriétés des séries absolument convergentes

Onsedonne ) upet Y v, deuxséries absolument convergentes.
n=ny n=ny

1. Inégalité triangulaire. On a:

+00
= Z |tnl

n=ny

+00
2 Un

n=ny

2. Linéarité de I’absolue convergence. Pour tout A € R, les séries Z (uy+uvy,) et Z A.uy,
n=ny n=ny

sont aussi absolument convergentes.

Définition 22 Série semi-convergente

Une série ) u, est dite semi-convergente lorsqu’elle est convergente, mais non absolu-
n=ny

ment convergente, ie que Y u, convergeet Y |u,| diverge.
n=ny n=ny
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3 Séries de référence

-n"

Exemple : La série ) _

n=1

est semi-convergente (c’est loi d’étre évident; sa somme vaut
—1n(2)).

Les séries semi-convergentes sont « pathologiques». On a en particulier le résultat suivant,
du a Riemann.

Théoréme 23 Commutativité des termes dans un série convergente

Soit ) uy une série convergente.
n=ny

1. Si elle est absolument convergente, alors on peut commuter ses termes sans changer
la valeur de sa somme. Autrement dit, pour tout bijectiono :N— Nona:

+00 +00
Z Ugn) = Z Up

n=ny n=ny

2. Si elle est semi-convergente, alors toute commutation des termes peut changer la va-
leur de la somme. On peut méme montrer que pour ¢ € R, il existe une bijection
o:N—Nona:

+00
Z Ugn) = ¢

n=ny

C’est le théoreme de réarrangement de Riemann.

Ce théoreme est hors-programme ! Mais il faut retenir que pour une série absolument conver-
gente, I'ordre des termes n’intervient pas dans le calcul de la somme. Ce résultat aura son
importance dans le chapitre sur les variables aléatoires discretes.

3 Séries de référence

3.1 Séries de Riemann

Théoréme 24 Séries de référence de Riemann
Soit a € R. Alors :

1
) — converge <= a > 1
nx=1

Dans ce cas la convergence est absolue, puisque la série est a termes positifs.

Démonstration : Pour a < 0, la série est grossierement divergente. Pour a > 0, on utilise une
comparaison a une intégrale.

CQFD U]

+00
n=1

ticuliers. La fonction ( est appelée fonction de Riemann, et elle est reliée a de nombreux
problémes. Il est bien de connaitre la valeur suivante :

1
Dans le cas @ > 1, on ne connait pas la valeur de {(a) = —, sauf dans des cas par-

+001 71'2
2: _— = —
{(2) n;nz 5
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Corollaire 25 Regles du n%u,, pour des séries a termes positifs

Soit ) u, une série a termes positifs.
n=ny

1. S’il existe a > 1 tel que lir+n n%u, =0, alors la série Z u, converge (absolument).
n—+oo

n=ny

2. S’'il existe a < 1 tel que lim n%u, = +o0o, alors la série u; diverge.
n—+oo n
n=ny

En pratique, il est conseillé de redémontrer ce critere a chaque fois.

In3(n)

2

Exemple: La série )_

n=1

est convergente (absolument).

3.2 Séries géométriques et leurs dérivées

Théoréeme 26 Séries géométriques
Soit x € R. Alors :
Y x" converge < |x| <1

n=0

Dans ce cas la convergence est absolue et on a:

+00 1 +00 xp
Y x'=— et VpeN, ) x"=—
n:() 1 - X n:p 1 - X
Ces formules sont a connaitre parfaitement.
Théoréme 27 Formule du bindme négatif
Soient x e Ret r e N. Alors :
n n
Z x" converge < |x| <1
n=r \T
Dans ce cas la convergence est absolue eton a:
X' =—
=\ r (1 _ x)r+l
N [n
Démonstration : On pose S(N,r) = Z x",pourxeRet Ne Ntelque N >r.
n=r\T

Pour tout N = r + 1, on peut vérifier que :

1-xS(N,r+1) = —( N )xN“ +xS(N-1,r)
r+1
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3 Séries de référence

r

Par récurrence sur r on peut donc montrer que lim S(N,r) = ————.
N—+oo (1-x)r*1

CQFD U]

Cette formule est utilisée en pratique sous la forme suivante.

Corollaire 28 Dérivées de la série géométrique
Soient xe Ret p eN. Alors :

Y nn-1)x--x(n-p+1)x""P converge < |x| < 1
n=p

Dans ce cas la convergence est absolue eton a:

+00 +00 |
Y nn-1x--x(n-p+Dx"P=) n(n—l)><---><(n—p+1)x”_‘”:L1
n=p n=0 (1-x)P*

De maniere mnémotechnique, on peut retenir que :
+00
« Y dérivée p fois de x" = dérivée p fois de n
n=0

Les formules les plus souvent utilisées sont les suivantes, valables pour |x| <1 :

+00 1 1 +00 9
nx"'=— et nn-1x"°"=——
n; (1-x)? n;g 1-x)?3
eten ajoutant x #0 :
+00 1 1 +00 9 2
Yonx"l=——— et ) nm-1x""=——p
n=0 (1-x) n=0 (1-x)
+00
Exemple: Nature et calcul de Z n?x™ en fonction de x € R.
n=1

3.3 Séries exponentielles

Théoréeme 29 Séries exponentielles
n

X
Pour tout x € R, la série Z — converge absolument (et donc converge). De plus :

n=0 n.
+o0o .1
X
prinidl
n=0 1
+00
En particulier : Z —=e (la constante de Néper).
n=0 "%
+00 n— 1
Exemple: Nature et calcul de Z —.
n=0
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3.4 Meéthodologie pour étudier la nature d’une série

On souhaite déterminer la nature de Z Uy,.
n=ny

 Si '’énoncé demande explicitement de montrer que la série converge et de calculer sa
N

somme il faut transformer I’expression des sommes partielles Z u, en faisant apparaitre
n=ny
par télescopage, changement d’indice, Chasles ou linéarité des sommes partielles de sé-
N

ries de références. On calcule ensuite Nlim Z u, et il faut trouver une limite finie (ce qui
—+00 =70

prouve la convergence de la série). La somme de la série est alors égale a cette limite.
« Sil’énoncé demande la nature de la série, on procede par ordre décroissant de priorité:
* si lir+n u, # 0 la série diverge grossierement;
n—+oo
* si u, n'est pas de signe constant, étudier la nature de Y |uyl;

n=nyg
* chercher un équivalent simple de u, lorsque n — +o0;

* essayer la regle du n%u,, ;

* encadrer u,, ;
N

* essayer de calculer Nlim Z un, en faisant éventuellement apparaitre des séries de réfé-
—+00 =,

rence.

4 Produit de séries
Terminons par une petite explication sur la pire bétise du chapitre.
/\ ATTENTION'! La formule suivante est totalement fausse :

Lo on=(Z) <[5

n=0 n=0

On a par contre le résultat suivant qui n’est pas au programme.

Théoréme 30 Produit de Cauchy
Soient Z un et Z v, deux séries absolument convergentes. Pour tout n € N, on pose :
n=0 n=0

n

Cn = Z Up X Up—k
k=0

Alorsla série ) _ ¢, est absolument convergente et :
n=0

Lo (Sl (%)

n=0 n=0
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5 Exercices

Exercice 1 Déterminer la nature de la série de terme général u, dans les cas suivants :

— VN _ _n?-5 _ n-2 _ M2
1. u,=e 1 2. Up= PPTREN) 3. up= _2”—1( ) 4. Up= 2n+13

_ : _ n _ Ccos(n. _
5 up=nsin(zz) 6. u,=-I T Un= a8 Un= e

Exercice 2 Montrer la convergence de la série de terme général u,, puis calculer sa somme :
_ 1 _ _6 _ 2n(n+1) nn +3
1. u,= D D) 2. Up= ni2 3. uUp=""%r— 4. u,=(-1)

_ n’+n+l — 3 (o)
(l)n(n+1)' 6. un—% 7. un_ln((mz)”w) 8. un—,];lrkEN fixé

5. uy,

Exercice 3 Etudier la convergence absolue et la convergence de la série de terme général
u, dans les cas suivants :

1. un:(—l)”ln(1+%) 2. un—sm(( 1)) 3. u,=(- 1)”‘/— 4. u,=cos(nvni+n+1)

Inn

Exercice 4 Etudier la nature de la série de terme général u,, en fonction des parametres
indiqués::
1. up=(n+1-vn)? acR 2. up=In(l1+-%), acR

3. u,=In(n)+aln(n+1)+bln(n+2), (a, b)cR?

Exercice 5
n

1
1. Pour neN*, onpose S, = ) % et u, =S, —In(n).
k=1

1
(a) Montrerque u,+1-u, = —-—+0

n"e "\/n

n!

) En déduire que la suite (u,) ,en cOnverge.

2. Pour n €N, on pose x;, =

Xn+1 1 1 . . ye .
(@) Montrer que In = +o0 . En déduire qu'’il existe une constante
X, ) n—+o 12n2 n2)

n n
C>0telleque:n! ~ C\/ﬁ(—).
n—+00 e

. ‘s ‘s N s1n[2 )
Exercice 6 On considere la série Z Up OU Up = —57—.
n=0

1. Montrer que cette série converge.

2. Onnote S la somme de la série, et S;, sa somme partielle de rang n. Vérifier que :
VneN, [S=S§,l<
27’1

3. Ecrire un programme Scilab qui calcule une valeur approchée de S 4 1073 pres.

Exercice 7

. -n"
1. Etudier la convergence et calculer la somme de la série ) In (1 + =1 )
n=2 n

. n _1 k
2. Etablir la convergence de la suite (P);>2 définie par: P, = H (1 + ( k) )
k=2
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Exercice 8 (Critére spécial des séries alternées) Soit (a,) e une suite décroissante de
n

réels positifs, convergente vers 0. Pour tout n € N, on pose: S, = Z (—l)kak.
k=0

1. (a) Monter que les suites (S2,) et (S2,,+1) sont adjacentes.

(b) En déduire que lasérie )  (-1)"a, est convergente.
n=0

+00
(c) Montrer quesieN: | -D¥*ar| < ap
k=n
., L. (=" (=" . .
2. Etudier la nature des séries Z et Z ———  , en fonction du parametre a €
n=1 n¢ n=2 n%+(=1"
R.
En déduire un contre-exemple ou u,, ~ v, et les séries Z u; et Z v, sont de
n—+00 n=ny n=ng
. . (-n"
nature différente (considérer u,, = NG L)
n

Exercice 9 Soient (u,),en une suite de réels positifs et (v,,) ,en définie par: v, = li‘z .
n

Montrer que les séries Z u, et Z v, sont de méme nature.
n=0 n=0

Exercice 10 On considere la suite () ,eny définie par ug = > et Up = sin(uy).

3 b4
1. Etudier la fonction f: x — sin(x) — x sur [0, > ] , puis montrer que (u;) est strictement

positive et convergente vers 07.
3
2. Dans les questions suivantes, on admettra que : sin(x) - x ~ ——.
X

-0 6
(a) Alaide de I’étude la série U1 — Uy, Montrer que u> converge.
n n
n=0 n=0

(b) Alaide de I'étudela série Y In(ups1) —In(uy), montrer que Y u’ diverge.
n=0 n=0

Exercice 11 (Exemple de série de fonctions ex1.15 Analyse ESCP 2012) Pour n =

2 )

LetxeR onpose uy(x) = (~1)"In(1+ ==

n
1. Pour n € N*, onnote S, (x) = Z ux(x) lasomme partielle de rang n de la série de terme
k=1
général ui(x). En considérant les sommes partielles de rangs pairs et celles de rangs

impairs, montrer que la série }_ u,(x) converge pour tout réel x.
nx=1

On notera u(x) la somme de cette série.
+00
2. Pour n=1, on pose R, (x) = Z up(x).

k=n+1

1
Montrer que Vx € R, |[R, (x)| <In(1 + m).

1
3. Montrer que la série de terme général (—1)"In(1 + —) est convergente. On notera s sa
n
somme.
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4. M li 1)"In(1 !
. ontrerquexlrlloou(x) Z( ) In +

n= 1
1
On pourra considérer s,, = Z (—l)k In|1+ Ak et utiliser le fait que :
k=1
[t(x) = sl < 1u(x) = Sp(O +[Sp (X) = $pl +[55, — sl
(2nh?
5. Montrer que pour tout n =1, s,, =In (W(Zn +1)) et en utilisant 'équivalence de
Stirling: n! ~ ( ) v2nn, déterminer lim u(x).
n—+oo \ e X—+00

Exercice 12 (Critére de d’'Alembert) 1. Onse donne une suite de réels (a;,) ,en Stric-

tement positifs.
an+1

On suppose que : nlim =¢avecl€R =[0,+00.

—+00

(a) Cas 01]1
1+7¢

Montrer qu’a partir d'un certain rang : @, < = a,.

n

En déduire que la série Z a, est convergente.

n=0
(b) Casou

Avec la méme méthode que précédemment, montrer que la série Z a, est diver-
n=0
gente.

(c) Casou

Al’aide des séries de Riemann Z —, aeR, construire un exempleou ¢ =1etla
n=1
série diverge, et un exemple ou ¢ = 1 et la série converge.

2. Applications.

n
(a) Retrouver le résultat du cours suivant : pour tout x € R, Z — converge absolu-

n=0
ment.
(b) Etudier la nature de la série : Z
neN \ 1
+oo ] 77,'2
Exercice 13 (Un calcul de somme) On admettra dans cet exercice que ) Priaire
n=1
—1)"
1. Montrer que )_ est convergente.
n=1
i N (_l)n N 1
2. Pour tout N € N*, on pose Sy = ) " etTy=) =
n=1 =
(a) EtablirquesiN=1:
1 N-1 1 1 N-1 1
Son==-Tn~- —— et Thy=-Tn+ —
NN ,szo(zk+1)2 NN Z < (2k+1)2

1
(b) En déduire que pour N=1: Son = ETN_ Ton.

+00 (—l)n 71'2
Concl : =—-—.
(c) Conclureque: ) ] 5

n=1
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Chapitre 13

Espaces probabilisés quelconques

1 Vocabulaire et axiomatique

1.1 L univers

On consideére une expérience aléatoire, et note Q2 'univers associé. On rappelle que les élé-
ments w € Q) sont appelés observations ou réalisations de I'expérience aléatoire.

Dans le chapitre 6, nous avons vu différents exemples d'univers finis. Nous allons lever cette
restriction de finitude. On peut d’ores et déja donner les exemples suivant.

Exemple : On lance une infinité de fois une piece : Q = {P,F}N ou Q = {0,1}™. Un élément
w = (W) nen € Q est une suite réelle qui représente la liste des résultats obtenus aux lancers,
le terme de rang n (ie w,) représentant le résultat du n-iéme lancer. Par exemple n’obtenir
que des «pile» se note w = (1,1,1,...).

Exemple: Soit p e N*.

On effectue une infinité de tirages successifs avec remise d'une boule, dans une urne de N
boules : Q = [1, p]N. Ceci sous-entend qu’on a numéroté les p boules de 1 & p; un élément
w = (W) nen st une suite réelle qui représente la liste des numéros tirés, la terme de rang n
(ie wy) représente le numéro obtenu lors du du n-ieme tirage.

1.2 Latribudes événements
Intuitivement, un événement A est défini par une phrase qui peut étre vraie ou fausse selon

le résultat de I'expérience aléatoire. On a vu au chapitre 6 qu'un évenement A est nécessai-
rement une partie de Q, ie que A € 22(Q)).

Sion note & I'ensemble de tous les évéenements qu'on peut associer a I’expérience aléatoire,
alors & < 22(Q). Lensemble % est une tribu, au sens suivant.
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Définition 1 Tribu d’événements

Soit & une collection de parties de Q, ie & < 22(Q2). On dit que & est une tribu d’évenements
lorsque :

i) QeF;

(ii) & est stable par passage au complémentaire :

VAeEF, AeF

(ii) & est stable par union dénombrable :

+00
V(An)nel\leg’.Nr U Ap€F
n=0

Précisons quelques notations :
o« ZN désigne 'ensemble des suites d’évenements, donc (A,) pen € F N signifie simplement
que A, € & pour tout n € N.

+00
o | J Anestégala | A,

n=0 neN

Donnons maintenant les propriétés d'une tribu d’événements.

Théoréme 2 Propriétés d’'une tribu d’événements
Soit & une tribu d’évenements. Alors :

(iv) g e F;

(v) & est stable par union finie :

N
VNeN*Y(A,...,AN) e FN, |JAreZ
k=1

(vi) & est stable par intersection dénombrable :
+00
V(An)nel\leij» ﬂ AHEFJ
n=0

(vii) & est stable par intersection finie :

N
VN eN* Y(A,,...,AN) € FV, ALeEF
k=1

Exemple : Pour tout univers (, on a les exemples triviaux de tribus suivants : {@, Q} et 22(Q).

En pratique si Q est fini ou dénombrable (ie en bijection avec N), on choisira & = 22(Q).
Dans les autres cas (univers infinis non dénombrables, par exemple Q = R), on ne précisera
pas la tribu & par souci de simplicité (et parce que le programme d’ECS ne permet pas de la
décrire rigoureusement).

ECS1.1, Lycée Fermat Toulouse. http://mathcpge.org/ 254
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Définition 3 Espace probabilisable
Un espace probabilisable est un couple (2, %) ou Q est I'univers et & est une tribu d’évene-
ments.

Exemple: Sur Q) = {1,2,3,4,5,6} on peut choisir comme tribu :

o & =2(Q) si on s’intéresse au chiffre obtenu en lancant un dé;

« 7 ={#;{2,4,6}(1,3,5},Q} si on s'intéresse seulement 2 la parité du chiffre obtenu en lan-
cant un dé.

Le choix de la tribu dépend donc de I'’expérience a modéliser.

Les propriétés suivantes ont été vues au chapitre 6, dans le cas de familles finies d’évene-
ments (A, Ao, ..., AN).

Si (Ap) nen famille dénombrable d’évenements (= suite d’événements) :

+00 +oo_ +00 too_
U An ﬂ An ﬂ Ap = U An
n=0 n=0 n=0 n=0

(BUAR)

+00 +00
=JBnAy Bu(ﬂ An):

n=0 n=0

Définition 4 Famille dénombrable d’événements deux a deux incompatibles
Les évenements de la famille (A;,) ,eny sont dits deux a deux incompatibles lorsque :

Vi, ))eN?, i#j= AinAj=¢

1.3 Systemes complets d’évenements dénombrables

On se donne un espace probabilisable (Q, ).

Définition 5 Systeme complet d’événements dénombrable

Soit (A;,) nen une suite d’évenements de Q2. On dit que (Ay) nen €St un systeme complet d’éve-
nements ( = s.c.e.) dénombrable lorsque :

(i) les (Aj) nen sont deux a deux incompatibles :

Vi, ) EN?, i#j= AinAj=9

(i) | J A, =Q
=0
Qi) VneN, A, #o

Intuitivement, un s.c.e. correspond a une disjonction des cas, suivant le résultat de 1'expé-
rience aléatoire.

Exemple : On lance une infinité de fois une piéce de monnaie. On note P,, = « on obtient
une infinité de piles », et pour n € N, P,, = « on obtient exactement 7 piles ». Alors la famille
(Poo, Py, P1, Py,...,Py,,...) estun s.c.e. dénombrable.
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Proposition 6 Décomposition d’'un événement sur un s.c.e.
Tout événement se décompose sur un s.c.e. dénombrable (A;),en €n une union d’évene-
ments deux a deux incompatibles :
+00
VBe%, B-= (BNAj;)

n=0

etles (BN Ay,), . sont deux a deux incompatibles.

On rappelle qu’on avait le méme résultat avec un s.c.e. fini.
Un s.c.e. permet aussi de définir une tribu.

Théoréeme 7 Tribu engendré par un s.c.e.
Si (A;)ier est un s.c.e. (fini ou dénombrable), il existe une unique tribu sur Q qui est la plus
petite tribu (au sens de I'inclusion) qui contient tous les A;, i € I.

Ce théoréme justifie la définition suivante.

Définition 8 Tribu engendré par un s.c.e.
Si (A;)jer est un s.c.e. (fini ou dénombrable), la plus petite tribu contenant les A;, i € I, est
appelée tribu engendrée par les s.c.e. (A;)je;.

Si ala fin de 'expérience, on a seulement I'information qu'un des évenements du s.c.e. s’est
réalisé, la tribu engendrée par ce s.c.e. représente I’ensemble des événements pour lesquels
on pourra dire s'ils sont réalisés ou non.

Exemple: Sion lance un dé a 6 faces et considere le s.c.e. (A, A) ol A= {2;4;5} = «obtenir un
chiffre pair », alors la tribu engendrée est & = {@;{2,4,6};{1,3,5},Q}.

1.4 Probabilités sur un espace probabilisé quelconque

Définition 9 Probabilité

Soit (2, %) un espace probabilisable.

On appelle probabilité sur (2, %) toute application P: % — [0, 1] telle que :
HPEQ) =1;

(ii) P est o-additive :

+00 +00
YV (A,) nen € FN les (An)nen sont 2 a 2 incompatibles = [P’( An) = Z P(A,)
n=0 n=0

Si A est un évenement, alors le réel P(A) est appelé probabilité de I'évenement A.

Dans le point (i), il est sous-entendu que : si les (A,)en sont deux a deux incompatibles,

alors la série ) P(A,) converge.
neN
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Le o devant la propriété de o-additivité signifie qu’'on prend une famille dénombrable, et
qu’on obtient la somme d’une série.

+00
Donnons un exemple de calcul de la probabilité d’'un événement du type | A
n=0

Exemple: Soit n € N*. On considére une urne composée de n boules noires, 1 boule rouge et
1 boule verte (donc n +2 boules au total). On effectue une infinité de tirages successifs d'une
boule avec remise.

Montrer que la probabilité de 'évenement E = «au moment ou on obtient la boule rouge

. . . . 1
pour la premieére fois, la boule verte n'a jamais été obtenue » est égale a 2

Définition 10 Espace probabilisé
Un espace probabilisé est un triplet (2,.%,P) ou Q est 'univers, & est la tribu des évene-
ments et [° est une probabilité définie sur &.

Théoréme 11 Propriétés d'une probabilité
Soit (2, #,P) un espace probabilisé. Alors :
(iii) P(@) = 0;

(iv) P est additive :

=) P(AY

k=1

n
U Ax

k=1

VneN*,V(Ay,...,Ap) € F" les (Ar) ke[, 2 2 2 incompatibles = P

On se donne deux évéenements A et B :

W) P(A) =1-P(A);

(vi) P(A\B) =P(A)—P(ANnB) etdoncsi B< A, alorsP(A\B) =P(A) —P(B);
(vii) si A< B, alors P(A) <P(B);

(viii) P(AUB) =P(A) +P(B) —P(ANB)

Linégalité de Boole et la formule du crible de Poincaré sont encore valides (cf chap 6).

Nous avons au chapitre 6 comment définir simplement une probabilité sur un univers fini.
Donnons la généralisation de ce résultat au cas d'un univers infini dénombrable (nous ne
traiterons pas dans ce chapitre le cas d’'un univers infini non dénombrable).

On considere donc un espace probabilisable (2, %) ol Q est dénombrable, ie Q = {w,/n €
N}. Dans ce cas, on choisit # = 22(Q)) (toute partie de Q2 est un événement).
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Théoréme 12 Probabilité sur un univers infini dénombrable

1. Soit P est une probabilité sur (Q, 2(Q)). Pour tout n € N, on pose p, = P({wy}). Alors

+00
les réels (pn) nen sont dans [0, 1], la série Z pn converge et vérifie Z pn=1.
neN n=0

2. Réciproque. On se donne une suite de réels (p,) en Vérifiant :
« ils sont positifs;

+00
o lasérie ) p, convergeet Y p,=1.
neN n=0

Alors il existe une unique probabilité P sur (Q2, 22(Q))) telleque : VrneN, p, = [P’({wn}).
Et donc pourtoutneN, p, € [0,1].

C’est le deuxieme point que nous utiliserons pour définir une probabilité dans le cas d'un
univers infini dénombrable. Cette probabilité P vérifie :

YAe2(N), P(A)= ) pn

neN
wp€eA

le nombre de termes de la somme pouvant éventuellement étre infinie. Par exemple, si A =

+00
{wg, w2, W1, Ws, ..., W2y, ...}, Alors : P(A) = Y pay.
n=0

Exemple : On peut poser : VneN, p, =

ol Quelle est la probabilité de choisir un entier

pair?

Théoréeme 13 Léquiprobabilité n’existe pas dans le cas dénombrable
Lorsque Q est dénombrable, on ne peut pas définir de probabilité uniforme sur (Q, 22(Q)).

1.5 Propriétés de continuité monotone pour une probabilité

La propriété de o-additivité donne le théoréme suivant.

Théoréme 14 Théoreme de continuité monotone : cas d’'une suite crois
sante/décroissante pour I'inclusion
Soit (2, #,P) un espace probabilisé.

1. Onsuppose que (A;),en €st une suite croissante d’évenements, ie: VneN, A, € A,41.

Alors:
+00
2. On suppose que (Ay)nen €st une suite décroissante d’événements, ie: VneN, A, S
Ay Alors:
+00
P £1;4k :IAHEDP(An)
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Exemple: On lance une infinité de fois une piece de monnaie.
Alors P( « on obtient que des faces » ) = 0, et donc P( «on obtient au moins un pile» ) = 1.

On peut se passer de 'hypothéese de monotonie.

Corollaire 15 Théoréme de continuité monotone
Soient (Q2, %#,P) un espace probabilisé et (A;) ,en une suite d’événements. Alors :

U U N 8
P A= lim P Ag et P A= lim P Ap
k=0 n—ree k=0 k=0 n=reo k=0

+00

U Ak

k=0

Ce théoréme permet, entre autres, de calculer P sans '’hypothese d’'incompatibilité.

1.6 Eveénements négligeables et presque sfirs

Définition 16 Evénement négligeable
Soit (2, #,P) un espace probabilisé et A un évéenement. On dit que A est négligeable pour P,
ou que A est P-négligeable, ou que A est quasi-impossible, lorsque P(A) = 0.

/\ ATTENTION : A P-négligeable ne signifie pas que A = @ ! Par contre I'événement impos-
sible @ est P-négligeable pour toutes les probabilités P sur (Q, &).

Exemple : Dans le jeu de pile ou face infini, 'évéenement « on obtient que des faces » est né-
gligeable pour la probabilité uniforme (ie si la piéce est équilibrée).

Définition 17 Evénement presque siir

Soit (2, #,P) un espace probabilisé et A un événement. On dit que A est presque slire pour
P, ou que A est vrai P-presque slirement, ou que A est quasi-certain, lorsque P(A) = 1. Onle
note : A est vrai P-p.s..

/\ ATTENTION : A vrai P-p.s. ne signifie pas que A = Q! Par contre I'événement certain Q
est vrai P-p.s. pour toutes les probabilités P sur (Q2, &).

Exemple : Dans le jeu de pile ou face infini, 'évéenement « on obtient au moins un pile » est
vrai p.s..

/\ ATTENTION : ces notions dépendent du choix de P!
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1.7 Probabilités conditionnelles

La définition est la méme que dans le cas d'un univers fini.

Définition 18 Probabilité conditionnelle

Soient A et B deux événements tels que P(B) # 0.

P(AnB
On appelle probabilité conditionnelle de A sachant B, le réel P(A|B) = (IPT%) P(A|B) est
aussi notée Pg(A).

Intuitivement, P (A) représente le calcul de la probabilité de A, du point de vue d'un ob-
servateur qui observe I'expérience aléatoire seulement a partir du moment ou B s’est déja
réalisé.

Exemple: Soit n € N*. On considére une urne composée de n boules noires, 1 boule rouge et
1 boule verte (donc n+2 boules au total). On effectue une infinité de tirages successifs d'une
boule avec remise.

On a vu que la probabilité de I'événement E = « au moment ol1 on obtient la boule rouge

1
pour la premiere fois, la boule verte n'a jamais été obtenue » est égale a 2 (le calcul utilisait
la propriété de o-additivité de ). Retrouver ce résultat par analyse a un pas.

Pp définit une nouvelle probabilité sur (2, comme I'énonce le théoréme suivant.

Théoréeme 19 Propriétés de Pp
Soit B un événement tel que P(B) # 0.

1. Pourtout Ae #,ona:P(AnB) =P(B) xPg(A).
2. P est une probabilité sur (2, F).

La formule des probabilités composées est encore valides, sous la méme forme (A pas de
produit infini!).

Théoréeme 20 Formule des probabilités composées / Formule du conditionnement mul-
tiple

n—-1
Soit (A, ..., A,) des évenements tels que P | |J Ax | #0. Alors::
k=1
n
Pl Ak| = PAD) xPa (A2) X Py na,(A3) x - xPpy (Ap)
k=1

M Ak
k=1
i—1

() Ak

k=1

P
1

Aj

n

1

i—-1

[ Ak

k=1

avec la convention que, pouri=1:P| A; =P(A).
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La formule des probabilités totales se généralise au cas d'un s.c.e. dénombrable.

Théoréeme 21 Formule des probabilités totales
On suppose que (Ay) nen €St un s.c.e. dénombrable.
Alors, pour tout B € &, lasérie ) P(BnA,) = )_ P(A,)P4,(B) converge et :

neN neN

+00 +00
VBe%, P(B)= P(BN A, = P(AP4, (B)

n=0 n=0

Complément : On dit que qu'une famille d’événements (A,) ;%) est un systéme quasi-complet

d’évenements dénombrable lorsque :
+00

P ( U An) =1
n=0

() VG, )eN? i#j= AinAj=@.

(iii) Vn e N, P(A,) # 0. La différence avec un s.c.e. dénombrable est que :
+00

* I'évenement |_J A, n’est pas certain mais seulement presque sir;
n=0
* I’événement A, n’est pas impossible mais négligeable.

Pour ces valeurs P4, (B) n’existe pas ...mais on a tout de méme la formule suivante :
+00
VBeZ, PB)=) PBNA,)
n=0
Exemple : On suppose que le nombre d’actions mises en vente en une journée est n € N
n

22

avec probabilité p, = e~ — On suppose aussi que chaque action trouve un acheteur avec
n!

1 .
probabilité —, indépendamment du devenir des autres actions. Pour k € N, déterminer la
probabilité g de vendre k actions dans la journée.

La formule de Bayes se généralise elle aussi au cas d'un s.c.e. dénombrable, mais ce n’est pas
au programme! On se contentera de 'appliquer avec des s.c.e. finis.

1.8 Indépendance mutuelle d’'une famille dénombrable d’événements

Rappel : on dit que A L B lorsque P(An B) =P(A) x P(B).
Exemple: Quels sont les évenements A telsque A L A?

On se donne une famille dénombrable d’évenements (Ay) nen-

Définition 22 Indépendance deux a deux
On dit que les (A;) nen sont deux a deux indépendants lorsque :

Vin,p eN?, n#p= A, LA,
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Définition 23 Indépendance mutuelle
On dit que les (A;) ,en sont mutuellement indépendants lorsque :

VcN, Jfinie—=P

[ An

nej

= I]:P(An)

nej

+00 +00
/\ On ne peut pas dire que P ( N An) = H P(A,) (pas de produit infini).

n=0 n=0

Proposition 24 Lien entre indépendance mutuelle et indépendance deux a deux
Si les (A;) nen sont mutuellement indépendants, alors ils sont aussi deux a deux indépen-
dants.

/A Comme on I'a vu au chapitre 6, la réciproque est fausse.
En pratique, on utilise 'indépendance mutuelle.
Le lemme des coalitions reste valide (cf chapitre 6).

Exemple : On lance une infinité de fois une piece de monnaie. Pour tout n € N*, on note P,,
I’évéenement « obtenir P au n-iéme lancer ». Alors les éveénements (P;,) ,en+ sont mutuelle-
ment indépendants.

Exemple : On effectue une infinité de tirages successifs d’'une boule avec remise , dans une
urne constituée de boules blanches et de boules noires. Pour tout n € N*, on note B,, 'éve-
nement « obtenir une blanche au n-iéme tirage ». Alors les évenements (Bj,) ,en+ SONt mu-
tuellement indépendants.

2 Variables aléatoires réelles

2.1 Variables aléatoires réelles

On se donne un espace probabilisable quelconque (Q, %).

Définition 25 Variable aléatoire réelle
On appelle variable aléatoire réelle (VAR) sur (Q2, %) toute application X : QO — R telle que :

VxeR, X '(l-ooxl)={weQ/X() <x}eZF

En premiere année d’ECS, on admettra toujours que X est une variable aléatoire réelle.
Notation : Si X est une VAR et A une partie de RU {+o0}, on admettra que :

X 1A ={weQ/X(w) e A}
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est un élément de &, ie que X 1(A) est un évéenement. Cet événement sera noté plus sim-
plement [X € A]. On adonc:

[XeAl={weQ/X(w) e A}

On peut donc calculer P([X € Al).
Pour simplifier les notations on notera P(X € A) = P([X € Al).

Cas particuliers :

e Si A={a} ol aeRU {400}, alors [X € {a}] est noté plus simplement [X = a].

¢ Si A=]—00,a] ol a € RU{+oo}, alors [ X €] — oo, al] est noté plus simplement [X < al.

«Si A=[a,blou (a,b) € (RU {+oo})2, alors [ X € [a, b[| est noté plus simplement [a < X < ]
etc...

Les événements du type [X < x] permettent d’en exprimer d’autres.

Exemple: [a< X <b|=[X<bIn[X=<a]l=[X=<bI\[X=<al

1
X——<X<x
n

+00
Exemple: [X =x] = ()
n=1

2.2 Loi et fonction de répartition d’une variable aléatoire réelle

Définition 26 Fonction de répartition d’'une VAR
On appelle fonction de répartition de X la fonction

Fx: R — [0,1]
r — PX<=0p)

Théoréeme 27 Propriétés d'une fonction de répartition

Fx est croissante sur R.

Ona lim Fx(f)=0et lim Fx(t)=1.
t——00 t—+o00

Fx est continue a droite en tout point de R.

OnaVvVieR, P(X>1t)=1-Fx(1)
etV(a,b) eR? a<b= P(a< X < b) = Fx(b) — Fx(a).

Ll

Démonstration :

1. Sig<t,alors[X<=f] S [X =< B].

2. Les limites existent car Fx croissante.

Pour le calcul, on considere les suites d’événements ([X < n]), ., et ((X < -nl), -

3. Pour e R, FX(tg )= lirn+ Fx(x) existe car Fx croissante.
x— tO

Pour le calcul, on considére la suite d’évenement ( X<th+—

al
n nel\l-
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4. Remarquer que [a< X < b] = [X < b]\[x < a].

CQFD [

Donnons ensuite la définition de la loi de probabilité d'une VAR X.

Définition 28 Loi d’'une VAR
On appelle loi d'une VAR X I'application P définie par :

VIintervallede R, PX(I)=P(X€eI)

Le résultat suivant (admis) justifie I'utilisation de la fonction de répartition.

Théoréeme 29 Lafonction de répartition caractérise la loi
PX est entierement déterminée par la donnée de F,.
En particulier, deux VAR qui ont la méme fonction de répartition ont la méme loi.

Intuitivement, I'idée est ce qu'une propriété vraie pour tous les intervalles du type ] — oo, x]
(x € R), et qui est stable par les opérations d'union et de complémentaire, devient vraie pour
tous les intervalles de R.

On peut définir une VAR directement a partir de sa fonction de répartition, grace au résultat
suivant.

Théoréeme 30 Existence d’'une VAR de fonction de répartition donnée
On se donne une fonction numérique F définie sur R telle que :

1. F estcroissante sur R.
2. Ona lim F(f)=0et lim F(¢)=1.
t——00 t—+oo
3. F est continue a droite en tout point de R.

Alors il existe un espace probabilisé (Q, %,P) et une VAR X sur (Q2, %) tels que F est la fonc-
tion de répartition de X.
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3 Exercices

Exercice 1 On considére une infinité d'urnes. On en choisit une au hasard de telle sorte
que la probabilité de choisir 'une numéro n soit égale a zin (avec n = 1). L'urne numéro n est
composée de 2" boules dont une seule blanche. On choisit une urne au hasard puis on tire
une boule. Quelle est la probabilité d’obtenir une blanche ?

Exercice 2 Un enfant lance un galet pour faire des ricochets sur I'’eau. On suppose que la

probabilité que le galet ricoche pour la n®*™M€ fois, sachant qu'il a ricoché les n— 1 coups
) " 5 1

d’avant, est égale a ol

1. Soit n € N. Quelle est la probabilité p,, que le galet coule apreés n ricochets ?

+00
2. Calculer Z pn etinterpréter ce résultat.
n=0

Exercice 3 Sur un réseau informatique des ordinateurs se transmettent une information
de manieres indépendantes. On suppose qu’a chaque transmission I'information est trans-
mise correctement avec la méme probabilité p € [0, 1].

1. Pour n € N*, déterminer la probabilité p,, que I'information soit transmise correcte-
ment 7 fois consécutives.

2. Déterminer 111}1 pn etinterpréter ce résultat.
n—+oo

Exercice 4 On considere une suite lancers indépendants d'une piece truquée pour laquelle
la probabilité d’obtenir "pile" est p et la probabilité d’obtenir "face" est g =1 - p (p €]0, 1]).
"pile" (resp. "face") sera noté en abrégé P (resp. F).

1. Soit n = 1. On considére I'événement A, : "La séquence PF apparait pour la premiere
fois aux lancers (n — 1) et n." Calculer P(A4,,).

2. Quelle est la probabilité de I'événement A : "La séquence PF apparait au moins une
fois".

3. Soit B I'événement : "La séquence PP apparait sans qu’il n'y ait eu de séquence PF
auparavant". Calculer P(B).

+00 4.1
Exercice 5 On admettra que pour tout x €] — 1,1, la série Z — converge, et que :
n=1 1

+00 xn
vxel-1,1, ) —=-In1-x)
n=1 1

On dispose d'une urne contenant initialement une boule blanche, et d’'une piece de mon-
naie équilibrée.

On effectue des lancers successifs et indépendants de la piece :

« si on obtient « pile » alors on tire une boule au hasard dans I'urne et on arréte les lancers;

« si on obtient « face » alors on ajoute une boule noire dans I'urne et on continue les lancers.

1. Expliquer pourquoi cette expérience se termine presque sirement au bout d'un nombre
fini de lancers.

2. Quelle est la probabilité d’obtenir une boule blanche a la fin de 'expérience ?
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Exercice 6 (Lemme de Borel-Cantelli) Soit (A,), une suite d’événements d'un espace
probabilisé (Q, <7, P). On note p, =P(Ay). On note B I'événement () ( | Ax).

nzl k=zn
On rappelle que cet événement est en fait :

B = {w € Q/ w appartient a une infinité des A,}

1. On suppose que la série Z P(Ax) converge. Montrer que P(B) = 0.
k

2. On suppose que les événements (A;) sont indépendants et que la série ZIP(AH) est
n
divergente.

(a) Montrer que I'événement B est égal a | J (] Ax), o M désigne I'événement
nzl kzn
contraire de I'événement M.

(b) Exprimer P( N Ay) en fonction des py.
k=n

(c) Montrer que la série Zln(l — pi) est divergente.
k

(d) Endéduire que P(B) =1.

3. Un singe tape aléatoirement sur les touches d’'une machine a écrire. Montrer qu’avec
probabilité 1, il écrira une infinité de fois 'intégralité de n'importe quel livre.

4. Soit a un réel strictement positif et (X;) une suite de variables aléatoires indépen-

dantes telles que pour tout n, X, suitla loi de Bernoulli de parametre —.
n

(a) Montrer que nlir+n E(X,) =0.
—T1T00
(b) On suppose que 0 < a < 1. Montrer qu’avec une probabilité égale a 1, 'ensemble
{n/ X,, = 1} contient une infinité d’éléments.

(c) On suppose que a > 1. Montrer qu'avec une probabilité égale a 1, 'ensemble
{n| X, =1} est fini.
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Variables aléatoires discretes

1 Variables aléatoires discretes

1.1 Définitions

Définition 1 Variable aléatoire discréte infinie

On appelle variable aléatoire discrete finie (VARD finie) toute VAR X telle que '’ensemble
X(Q) est fini.

On appelle variable aléatoire discrete infinie (VARD infinie) toute VAR X telle que’ensemble
X(Q) est dénombrable (ie en bijection avec N).

Sans préciser si elle est finie ou infinie, on parlera de variable aléatoire discrete (VARD en
abrégé).

Notations:

Pour une VARD finie '’ensemble X (Q) est noté X(Q) = {x1,...,xny}, 0o x] < Xp < --- < Xp.
Pour une VARD infinie I’ensemble X (Q) est noté X(Q2) = {x,,/ n € N}, ou la suite de réels
(x) nen €st strictement croissante.

Exemple: On lance une infinité de fois une piece : Q = {0; 1}V,
On note X = Rang d’apparition du premier pile. Alors X est une VARD infini et X (Q) = N* U
{+o0} (on dit que X = +o00 lorsqu’on obtient toujours des Faces depuis le premier lancer).

Théoréme 2 Quasi-systeme complet d’évéenements dénombrable associé a une VARD
Si X est une VARD finie alors la famille ([X = x¢]), ;. st un quasi-s.c.e..
Si X est une VARD infinie alors la famille ([X = x,]) ., st un quasi-s.c.e. dénombrable.

En général ce n’est pas un s.c.e. car on peut avoir P(X = x) = 0 pour certaines valeurs de k.

Définition 3 Tribu engendrée par une VARD
On appelle tribu engendrée par la VARD X, notée o(X), la tribu engendrée parle s.c.e. ([X =

x])xeX(Q)'
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Intuitivement o (X) correspond a tous les événements qui donnent de I'information sur X.

Théoréeme 4 Caractérisation de la loi de probabilité d’'une VARD
Si X est une VARD sur (2, %#,P), laloi de probabilité de X est caractérisée par la donnée des
valeurs de P(X = x) pour x € X(Q).

C’est-a-dire qu’au lieu calculer les P(X € I) pour tous les intervalles de R, on est ramené a
calculer ces probabilités seulement pour les singletons.

/\ ATTENTION'! Avant de déterminer la loi de X, il est indispensable de déterminer en pre-
mier X (Q), c’est-a-dire les valeurs prises par la VARD X.

Définition 5 Egalité en loi
Si X et Y sont deux VARD, définies chacune sur un espace probabilisé, on dit que X et Y sont
égales en loi lorsque ZLx = Zy.

Onle note X Z Y.

Proposition 6 Propriétés élémentaires d’'une loi de probabilité
Soit X une VARD. On a alors:

() Vxe X(Q),P(X=x)€l0,1];

i ) PX=x-=1

xeX(Q)

Si X est une VARD infinie telle que X(Q) = {x,,/ n € N} alors Z P(X = x,) converge et :

n=0
+00
Y P(X=x,)=1
n=0
etdonc lim P(X =x,) =0.
n—+oo

Exemple: On lance une infinité de fois une piece et on note X = Rang du lancer ou on obtient
le premier Pile. Alors X(Q) =N* U {+oo} et :
1

1)\k-! 1
VkeN*, [P(X:k):(—) x—=— et P(X=+00)=0
2 2 2k

Sur cet exemple on peut considérer, par abus de notation, que X (Q) = N*.

/\ ATTENTION : P(X = +o0) = 0 ne signifie pas que [X = +oo] = @, mais seulement que cet
évenement est P-négligeable!

On obtient le diagramme en batons :

0.4

0.2 1

-1 1 2 3 4 5 6 7
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Théoréeme 7 Construction d’'une VARD infinie ayant une loi de probabilité donnée
On se donne une suite de réels (p;) ,en Vérifiant :
eVneN, p,=0;

+00
> pn=1

n=0
Alors pour toute suite de réels strictement croissante (x;) »en, il existe une variable aléatoire
X définie sur un espace probabilisé (2, #,P) telle que :

XQ)={xp/neNtetVneN, p, =P(X = x,).
Et donc pour toutneN, p, € [0,1].

Il n'y a unicité, ni de (Q2, %,P), ni de la VARD X.

Exemple: 1l existe une VARD infinie X a valeurs dans N* et de loi donnée par:

, 3
VkeN', P(X=k=_

1.2 Lexpérience a-t-elle une fin ?

Dans certaines situations, on note X = Nombre de répétitions d’'une expérience aléatoire
jusqu’a obtenir une certaine condition. On alors X(Q2) <€ NU {+o0}, I'évenement [X = +o0]
correspondant au cas ou la condition souhaitée n’est jamais vérifiée.

On cherche alors a calculer :

e P(X = +00) qui correspond a la probabilité qu'on répete indéfiniment I’expérience ;

» P(X < +00) qui correspond a la probabilité qu’on ne répete I'expérience qu'un nombre fini
de fois.

Ces deux quantités étant reliés par la formule :

P(X < +00) +P(X =+00) =1

Définition 8 Expérience ne se répétant qu'un nombre fini de fois presque stirement

On dit que I'expérience ne se répete presque stirement qu'un nombre fini de fois, ou que
I'expérience s’arréte presque stirement au bout d'un nombre fini de tours, lorsque :

P(X < +00) = 1 ou de maniere équivalent P(X = +o0) = 0.

On dispose de deux méthodes pour déterminer ces quantités. Commencons par éliminer ce
qu'’il ne faut pas faire!

/\ ATTENTION : on ne peut pas dire que lirP P(X = n) =P(X = +o0) | En effet on a toujours
n—+oo
lim P(X = n) =0 puisque la série Z P(X = n) converge...

n—+oo
n=0

Premiere méthode : utiliser la loi de X et la o-additivité de . On suppose qu’on a calculé
P(X = n) pour tout n € N. On remarque alors que :

+00
[X <+oo] = |J[X=nl
n=0
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et comme les évenements situés dans I'union sont deux a deux incompatibles :

+00
PX<+o00)=) P(X=k) (1)

n=0
+00
/\ ATTENTION : dans 'union U [X = n] figurent tous les événements [X = n] pour n € N,
n=0

mais ne figure pas 'événement [X = +oo]. On a pourtant I'impression que 'indice n peut
prendre la valeur +oo, mais ce n’est pas le cas. ..

Une autre facon de le voir est de partir du fait que la famille ([X = n])neNU (100} EStUN S.CE.,
ce qui donne :

+00

Y P(X=n)+P(X=+00)=1

n=0
etdonc: .

PX=400)=1-) P(X=n) (2
n=0

Les deux formules sont les mémes puisque P(X < +o0) + P(X = +00) = 1.

Exemple : Deux joueurs A et B jouent a Pile ou Face. Le joueur A gagne si le premier Pile
survient a un lancer de rang pair, et le joueur B gagne si le premier Pile survient a un lancer
de rang impair. Par exemple pour les lancer « FFP » c’est le joueur B qui gagne, et pour les
lancer « FFFFFP » c’est le joueur A qui gagne.

Ce jeu se termine presque stirement en un nombre fini de tours.

Deuxiéme méthode : utiliser la fonction de répartition de X et le théoréme de continuité
monotone. On suppose qu’on a calculé P(X < n) pour tout n € N. On remarque alors que la
suite d’évenements ([X < n]),, est croissante pour I'inclusion et donc, d’apres le théoreme
de continuité monotone:

P (:g[X < n]) = nl—i»IPooP(X =n)

+00
or |J[X = nl=[X < +oo] donc:

n=0

P(X <+4+00) = nl_l,IP P(X=n) (3)

Une formule semblable est obtenue en remarquant alors que la suite d’événements ([X =
n])ne,\I est décroissante pour I'inclusion et donc, d’apres le théoréme de continuité mono-
tone:
+00
P(ﬂ (X = n]) = lim P(X=n)
n=0 n—+oo

+o0
or [][X = n] = [X = +oo] donc:

n=0

P (X =+o00) = nl_igl@lP(X =n) 4)

En fait les formule (1), (2), (3) et (4) sont les mémes, mais nous ne rentrons pas dans le détail
par souci de concision...

Exemple : On considere une urne de N boules, composée d'une boule noire et de N -1
blanches. On effectue des tirages successifs d'une boule avec remise. On arréte les tirages
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dés qu’on a obtenu une boule noire.
Cette expérience se termine presque sirement en un nombre fini de tours.

Abus de notation : Lorsque P(X < +o00) =0, on considerera que X(Q2) < R.

Exemple: Nous allons construire un exemple d’expérience qui peut durer indéfiniment avec
une probabilité strictement positive.

On considére une urne contenant initialement une seule boule, celle-ci étant de couleur
noire.

On ajoute ensuite une boule blanche, et on tire une boule. Si elle est noire on arréte, sinon
on continue selon le processus suivant :

e avant le k-iéme tirage, on remet la boule blanche tirée dans l'urne, on ajoute encore k boules
blanches supplémentaires, et on tire alors une nouvelle boule.

Les tirages ne s’arrétent que lorsqu’on a obtenu une boule noire.

On note X le nombre de tirages effectués. On a X (Q) = N* U {+o0}.

B k(k+1)

Au moment d’effectuer le k-ieme tirage, I'urne contient Sy = 1+2+---+k boules

blanches; cette formule étant aussi vraie pour k = 1.

n—1 Sk
OnadoncP(X=n)=[] )
k=15k+1
+00 2
Etd P(X =+ = Infl———]].
onc P( 00) = exp n;ln( n2+n+2)

2
On aP(X = +o00) > 0 puisque la série In|1 - ————] est convergente.
( )>0puisq ,;1 ( n2+n+2) &

1.3 Fonction de répartition d'une VARD

Théoréme 9 Loi d’'une VARD et point de discontinuité de sa fonction de répartition
Pour tout 7o € R, ona: Fx(f,) = lin[; Fx(x) =P(X < tg) = Fx(ty) —P(X = 1p). Et donc:
=1

F, estcontinueen ) <= P(X =1) =0

En particulier si ty ¢ X(Q), alors Fx est continue en f,. Les points de discontinuité de Fy sont
donc inclus dans X (Q).

Abus de notation : En supprimant de X(Q) les valeurs prises avec probabilité 0, on peut
meéme considérer que X(Q2) est exactement égal a I'’ensemble des points de discontinuité
de F X-

X<thy—-—

Al
n nEN.

ECSL1.1, Lycée Fermat Toulouse. http://mathcpge.org/ 271

Démonstration : On considere la suite d’évenement (

CQFD U]




CHAPITRE 14 : Variables aléatoires discrétes

Corollaire 10 Lafonction de répartition caractérise la loi
Si X est une VARD telle que P(X < +o00) = 1, alors X(Q2) = ensemble des points de disconti-
nuité de Fy et :

Vte X(Q), P(X=t)=Fx(t)—Fx(t")= sautde discontinuité de Fx au point ¢

Ce résultat est fondamental : il indique que pour définir la loi d'une VARD il suffit de donner
sa fonction de répartition.

Théoréme 11 Calcul de la fonction de répartition d’'une VARD
La fonction de répartition d'une VARD X est constante par morceaux.

1. Cas d'une VARD finie: X(Q) = {x1,...,X,} avec x; < Xp < --- < Xj. Alors:

0 sit<x;
P(X = x1) Six;<t<xp
P(X =x1) +P(X = x) Sixp<t<x3

ViER, Fo(f) = Z P(X = x3) =< PX=x)+P(X=x)+P(X=x3) sixg<t<x

kell,n]
tqxg=st

PX=x)++PX =x,-1) Six,_1<t<xy,
1 six,<t

2. Cas d'une VARD infinie: X(Q) = {x,,/ n € N} avec (x;) ,en Strictement croissante. Alors :

0 Sit< X

VEeR, Fy(t) = PX=xp)={ & '
<) kEZN ( ) =9 ZP(X:xi) Si Xg <t < Xpyrpourun k eN

tqxp=t i=0

k
On peut retenir que [X < x| = | J[X = x;] etdonc:
i=1

k
Fi(xp) =P(X =x¢) = ZIP(X: X)) =P(X=x)+P(X=x2)+--+P(X = x¢)
i=1

Cas particulier o1 X(Q2) N : Dans ce cas on utilise les formules suivantes (a savoir redé-
montrer), valables pour tout k € N :

PX=k=PX<k)-PX<k-1)=PX=zk)-P(X=k+1)

et:
k n
PX<sk=) PX=j) e PXzk=) PX=))
j=0 j=k
Exemple : Dans une urne de n boules numérotées, on effectue des tirages d'une boule avec
remise.

ECSL1.1, Lycée Fermat Toulouse. http://mathcpge.org/ 272



1 Variables aléatoires discreétes

On note X = nombre de tirages nécessaires pour obtenir un numéro strictement supérieur
au précédent, avec la convention que X = +oo si ceci ne se produit jamais.
Donner la loi de X.

1.4 Transfertde loi

Soit (Q, %,P) un espace probabilisé.

On considere une VARD X : Q — R U {+o0} et une fonction f : RU {+oc0} — R U {+o0} telle
que X(Q) €P¢. On a alors le schéma de composition :

@f —f>[R2u{+oo}

q
foX
Q

On admettra que I'application Y = f o X est aussi une VARD sur (2, %#,P). On la note plus
simplement Y = f(X).

Connaissant la loi de X et]’expression de la fonction f, nous souhaiterions déterminer la loi
dela VARD Y = f(X) : c’est ce qu'on appelle un transfert de loi (la loi de X est transférée par
la fonction f).

Valeurs prises par Y : ¢ Si X est une VARD infinie telle que X(Q) = {x,/ n € N}, alors Y(Q) =

{f(x,)/ n € N}. On peut aussi noter Y (Q) = {y1,...,yp} avec y; < y» < -+ < yp, ou Y(Q) =
{yn/ n €N}, selon les cas (nombre fini ou dénombrable de valeurs).

Exemple: X(Q) =N* et Y =2X donne Y (Q) ={2n/ neN*}.

0 siX entier pair

1 si X entier impair donne Y (€) = {0, 1}.

Exemple: X(Q)=NetY = {

On peut maintenant s’intéresser a la loi de Y. Pour cela il est important de comprendre le
point suivant : si on prend y € Y (Q2) une valeur prise par la VARD Y, alors, par définition, y a
un antécédent par f dans X(Q) : 3x € X(Q) tel que y = f(x). Et comme f est en général non
injective, il y a plusieurs valeurs de x possibles, voire méme une infinité!

Exemple: Sur 'exemple précédent, 1 a une infinité d’antécédents : tous les entiers impairs.

Théoréme 12 Formule de transfert de loi
Laloide Y = f(X) est donnée par :

VyeY(@), P(Y=y= ) PX=x
xeX(Q)

tq f(0=y

On somme sur tous les antécédents de y.
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1
Exemple: Si X estune VARD avaleurs dans N*, telle que Vk e N*, P(X = k) = o5 etsiY =2X,
alors Y(Q)=1{2k/keN* et: )
VkeN", P(Y:2k):§

1
Exemple: Si X est une VARD a valeurs dans N*, telle que Vk e N*, P(X = k) = o5 etsiY =

. X 3 1
{0 si X entier pair ,alors Y(Q) ={0,1} et:

1 si X entier impair

k 01

P(Y =k)

W=
Wi

2 Espérance mathématique d’'une VARD

2.1 Espérance mathématique d’'une VARD

Définition 13 Espérance mathématique d’'une VARD

1. Si X estune VARD finie telle que X(Q) = {x1,..., X,}, alors on appelle espérance de X le
réel :
n
E(X) =) xp x P(X = xg)
k=1
2. Si X est une VARD infinie telle que X(Q) = {x,/n € N}, alors on dit que E(X) existe

lorsque la série Z x, xP(X = x;,) converge absolument. Dans ce cas, on appelle espé-
neN

rance de X le réel :
+00

E(X) =) xpxP(X =xp)

n=0

Si X est une VARD infinie telle que P(X = +o00) > 0, on dit que E(X) n’existe pas.

Pour une VARD infinie, il faut donc montrer que I’espérance existe avant de la calculer. Pour
cela, on doit vérifier que la série Z x, x P(X = x,) converge absolument, ce qui assure que

neN
sasomme ne dépendent de I'ordre des termes. On doit donc montrer que Z | %, xP(X = x,,)
eN
+00 .
converge, puis calculer ) _ x, x P(X = x,,). Dans la majorité des cas, la VARD X sera a valeurs
=0
" +00
positives, et le calcul de Z xp x P(X = x,) prouvera la convergence de la série et, comme
n=0

elle est a termes positifs, le calcul prouvera en fait la convergence absolue de la série et donc
I'existence de I'espérance de X.

Remarquons que la définition impose que : E(X) existe = P(X = +o00) = 0.
On a la formule « universelle » suivante, valable si X est une VARD finie ou infinie :

E(X) = Z xxP(X=x)
xeX(Q)
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1
Exemple: Soit X une VARD a valeurs dans N telle que: Vn e N*, P(X = n) = T
Alors X admet une espérance et E(X) = 2.
1
Exemple: Soit X une VARD telle que : X(Q) = {2"/neN}, VneN*, P(X =2") = —

2n
Alors X n'admet pas d’espérance.

On reprend les notations du paragraphe sur le transfert de loi :

@f —f>[R2u{+oo}

i
foX
Q

Onavu quelaloidela VARD Y = f(X) se calcule par la formule :

VyeY(Q), PY=y)= ) PX=x
x€X(Q)
tq f(x)=y
On veut cette fois calculer son espérance (si elle existe). Sous réserve de convergence absolue
de la série :

EYV)= ) yxP¥=y= ) |yx| ) PX=x
yeY (Q) yeY (Q) . ;;)(;()Ki)y

On peut voir que le calcul est compliqué. On va donc essayer d’avoir une formule simple,
donnant E(Y) connaissant la loi de X, et sans avoir a calculer laloide Y.

Théoréeme 14 Théoréme de transfert
Soit X une VARD a valeurs dans RU {+oo} et f: RU {+oo} — R telle que X (Q) € D¢.

1. Cas d’'une VARD finie : Si X(Q) = {x1,...,x,} alors Y = f(X) est aussi une VARD finie,
donc admet une espérance, et

E(Y)=E(f(X)) =) flxp) x P(X = xx)
k=1

2. Cas d’'une VARD infinie: Si X(Q) = {x,,/ n € N} alors :

E(Y) =E(f(X)) existe < Y f(xp) xP(X = x,) converge absolument

n=0

= ) }f(xn)| x P(X = x,,) converge

n=0

et dans ce cas:

+00
E(Y)=E(f(X) =) flxn) xP(X = xp)
n=0

On al’énoncé « universel » suivant :

E(Y) =E(f(X)) existe<= ) f(x) x P(X = x) converge absolument
XEX(Q)
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et dans ce cas:
EY)=E(fX)= ) [f)xPX=x)

x€X(Q)

3
Exemple: Soit X une VARD a valeurs dans N* et telleque: Vn=1,P(X =n) = YT
Alors E(2%) existe et E(2X) = 3.

Corollaire 15 Linéarité de I'espérance (version 1)
Soit X une VARD telle que E(X) existe. Alors pour tout (a, b) € R?, E(aX + b) existe et :

E(aX+b)=abE(X)+b

En particulier si a = 0, on a pour tout b € R : E(b) = b. Et donc pour b = E(X), on obtient
E(E(X)) = E(X), puis E(X — E(X)) = 0.

Définition 16 VARD centrée

1. On appelle VARD centrée une VARD X, admettant une espérance, et telle que E(X) = 0.

2. Si X est une VARD admettant une espérance, on appelle VARD centrée associée a X la
VARD Y = X - E(X).

2.2 Moments d’'une VARD

Définition 17 Moments d'une VARD
Soient X une VARD et r € N. On dit que X admet un moment d’ordre r lorsque E(X") existe.

Dans ce cas, on appelle moment d’ordre r de X le réel :

my(X) =E(X")

Pour r =1, on retrouve I'espérance de X.

Si X est une VARD finie telle que X(Q) = {xy,...,x,}, alors X admet des moments de tout
ordre et d’apres le théoreme de transfert :

n
vreN, my(X)=E(X")= ) x;xP(X=xg)
k=1

Si X est une VARD infinie telle que X(Q2) = {x,,/ n € N}, le théoréme de transfert donne que :

E(X") existe <= )_ |xpn|" x P(X = x,,) converge
n=0

etdans ce cas:
+00
my(X)=E(X") = ) x), xP(X = xy)

n=0
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Ainsi pour calculer les moments d'une VARD X, il suffit de connaitre la loi de X. Il n’est pas
nécessaire de déterminer la loi des VARD X" pour r € N.

Théoréme 18 Existence de moments d’ordre inférieur
Soit X une VARD qui admet un moment d’ordre r € N. Alors X admet des moments a tout
ordre s € [0, r].

Démonstration : Seul le cas d'une VARD infinie pose probleme. Pour s € [0, r], il suffit d"uti-
liser I'inégalité suivante :

1 sijxl=1

. <1+|x|
[x|" si|x|>1 Il

VxeR, |x|° s{

CQFD [

Théoréme 19 Existence du moment centré d’ordre r
Si X estune VARD qui admet un moment d’ordre r € N, alorsla VARD centrée X —E(X) admet

elle-aussi un moment d’ordre r égal a E[(X - E(X))r] )

Démonstration : Utiliser la formule du binbme pour montrer que :

.
V(x,b) eR?, |x-b"< Y (;;)Ibl’_klxlk
k=0

CQFD [J

Définition 20 Moment centré d’ordre r d'une VARD
Si X est une VARD admettant un moment d’ordre r € N, on appelle moment centré d’ordre

rle réel : ‘
1 (0 = E| (X~ EC0)' |

2.3 Variance d’une VARD

Définition 21 Variance d’'une VARD
Soit X une VARD admettant un moment d’ordre 2. On appelle variance de X, notée V(X) ou
Var(X), son moment centré d’ordre 2 :

VX0 =E| (X -E0)’]

Donc V(X) existe si E(X?) existe.
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Si X est une VARD finie, X admet une variance.

La variance sert a mesurer la dispersion quadratique de X autour de sa valeur moyenne (=
son espérance).

Théoréeme 22 Regles de calcul de la variance
Soit X une VARD admettant un moment d’ordre 2.

1. V(X)=0;

2. V(X) =0 < X est presque stirement constante.
Dans ce cas: X =E(X) p.s..

3. Pour tout (a, b) € R?, aX + b admet un moment d’ordre 2 et :

V(aX+b) =a*V(X)

Théoréeme 23 Formule de Koenig-Huyghens
Soit X une VARD admettant un moment d’ordre 2. Alors :

V(X) = E(X?) - (EX))°

Puisque V(X) = 0, on a E(X?2) = (E(X))°. Plus généralement, on peut montrer que si ¢ est une
fonction numérique convexe, alors E(¢(X)) = ¢(E(X)) (inégalité de Jensen), mais c'est une
autre histoire. ..

C’est cette formule qu’on utilise en pratique pour calculer la variance d'une VARD.

1
Exemple: Soit X une VARD a valeurs dans N telle que : Vn e N*, P(X = n) = on
Alors X admet une variance et V(X) = 2.

Définition 24 Ecart-type d’une VARD
Soit X une VARD admettant un moment d’ordre 2. On appelle écart-type de X leréel : 0(X) =

VV(X).

Contrairement a la variance, I’écart-type posséde la méme unité que X, et s’'interprete donc
mieux en pratique. Il sert a mesurer la dispersion de X autour de sa valeur moyenne.

Définition 25 VARD centrée réduite Soit X une VARD admettant un moment d’ordre 2,
non presque siirement constante.

1. Ondit que X est une VARD centrée réduite lorsque E(X) =0 et V(X) = 1.

X-EX
2. On appelle VARD centrée réduite associée a X la VARD : %
o
. X -E(X) P
EneffetsiY = T, alors Y est une VARD centrée réduite.
o
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3 Lois usuelles

Dans tout ce paragraphe X est une VARD définie sur un espace probabilisé (2, &, P).

3.1 Loigéométrique

Définition 26 VARD de loi géométrique
On dit que X suit la loi géométrique de parametre p €]0, 1[ lorsque X(Q) =N* et :

VkeN*, PX=k=pl-p)*'=pgF! ou g=1-p

Onle note X — ¥4(p).

X est donc une VARD infinie.

Dans certains cas, on considére une variante : 1a loi géométrique décalée sur N, notée ¥4, (p).
Onditque Y — %, (p) lorsque Y (Q2) =N et :

VkeN, P(Y =k =pq*

Ces deux lois sont reliées de la facon suivante.

Proposition 27 Lien entre loi géométrique et loi géométrique décalée
Soi Y une VARD et X =Y + 1. Alors::

Y =% (p) = X—%(p)

1
Pour ¢ (5), on obtient le diagramme en batons::

0.3
0.2

0.1
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Théoréme 28 Espérance et variance d'une VARD de loi ¥4 (p)
Soit X une VARD de loi 4(p). Alors X admet des moments de tous les ordres.
En particulier :
l1-p
p?

1 q
EX)=— et V(X)=—=
p p

Exercice 1 Que dire des moments de la loi 4,(p) ?

On utilise aussi souvent la fonction de répartition d'une loi géométrique.

Théoréeme 29 Fonction de répartition d’'une VARD de loi ¢4 (p)

1. Soit X une VARD de loi ¢4(p). Alors :
VkeN*, P(X<k=1-g* e PXzk=qg""!
2. Réciproquement, si X est une VARD telle que :
VkeN*, P(X<k=1-qg"

alors X — ¥4 (p),ouqg=1-p.

Modélisation : On considére une expérience aléatoire qui n'a que deux issues possibles :
succes avec probabilité p ou échec avec probabilité g =1 — p.

On effectue une infinité de répétitions indépendantes de cette méme expérience.

On note X = Rang du premier succes obtenu.

Alors X — 4 (p).

/\ Plus généralement, on peut fixer n € N*, et considérer X, = Rang du n-iéme succes. Pour
n=1, X; —%(p), etpour n =2, X, suit une loi appelée loi binomiale négative... mais ce n’est
pas au programme !

Exemple: On dispose d'une piece de monnaie truquée, de telle sorte qu’elle donne Pile avec
probabilité p €]0, 11.

On la lance une infinité de fois cette piece, de manieres indépendantes.

On note X = Rang du premier Pile obtenu.

Alors X — 4 (p).

Terminons par une autre propriété de modélisation des lois géométriques.

Théoréme 30 Absence de mémoire de la loi géométrique
Si X — % (p), alors:
V(s,DeEN*, P(X>s+t|X>s5)=P(X>1)
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Réciproquement, si X est une VARD telle que X (Q) =N* et qui vérifie la propriété d’absence
de mémoire, alors X est suit une loi géométrique de parametre p = P(X = 1) (mais ce n'est

pas au programme).

sus sans mémoire.

On peut retenir que la loi géométrique est la loi d’attente du premier succes dans un proces-

3.2 Loide Poisson

La loi de Poisson est la «loi des événements rares » :
» Nombre de clients dans une file d’attente;
» Nombre de particules rayonnées par un élément radioactif sur une période;;

» Nombre de soldats tués par des coups de pieds de chevaux dans 'armée prussienne entre

1875 et 1894.

Elle a été introduite par Siméon Denis Poisson en 1837 pour modéliser les erreurs de juge-

ments dans un proces.

La modélisation est hors-programme : I’énoncé précisera toujours quelles sont les VARD qui

suivent une loi de Poisson.

Définition 31 VARD de loi de Poisson
On dit que X suit laloi de Poisson de parametre A > 0 lorsque X(Q) =Net:
/VC
VkeN, P(X=k) = e_AW
k!

Onle note X — 22(A).

X est donc une VARD infinie.

Pour 22 (3), on obtient le diagramme en batons :
0.3

0.2

0.1

12

Théoréeme 32 Espérance et variance d’'une VARD de loi 2#(1)
Soit X une VARD de loi £2(A). Alors X admet des moments de tous les ordres.
En particulier :

EX)=VX)=A
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4 Exercices

Exercice 2 (Lois usuelles) Dans chacune des expériences qui suivent, reconnaitre la loi
de X.

1. Un employé de télémarketing appelle des clients pour leur vendre un volet roulant
électrique. La probabilité qu'un client achete un volet est de ﬁ, et on suppose que sa
liste de client est infinie.

X =nombre de clients qu’elle doit appeler pour vendre le premier volet.

2. Chaque jour le cours d'une action monte avec probabilité %
X =nombre de jours consécutifs avant d'oberserver la premiére baisse.

3. Un concierge dispose d'un trousseau de n clefs, et ne sait plus laquelle ouvre sa porte.
Il les essaie une par une en mettant de coté celles qui n’ouvrent pas la porte.
X =nombre d’essais avant d’ouvrir la porte.

4. Le méme concierge rentre chez lui apres une soirée un peu trop alcoolisée. Cette fois
il ne met plus de coté les clefs déja essayées.
X = nombre d’essais avant d’ouvrir la porte.

Exercice 3 (Rupture de stock)

Un commercant estime que la demande d'un certain produit saisonnier est une vard X de
loi: .
p

1+ p)k+1

ol p > 0 est le prix d'une campagne publicitaire de I’année précédente.

VkeN, PX=k =

1. Vérifier que X suit bien une loi de probabilité.
2. Déterminer I'espérance et la variance de X (si elles existent).

3. Connaissant son stock s, déterminer la probabilité de rupture de stock.

Exercice 4 (n-iéme succeés lors de tirages avec remise : loi bindmiale négative) On
effectue des lancers indépendants d'un dé cubique non équilibré. Pour n € N* fixé on note
X, le temps d’attente du néme as. Déterminer la loi de X,,, son espérance et sa variance (si
elles existent).

Exercice 5 (Une formule de calcul de I'espérance d’'une VARD) Soit X une vard vé-
rifiant: X(Q) cN.

n n—1
1. Montrer que:YneN*, Y kP(X=k) = ) P(X>k)-nPX > n).
k=0 k=0

2. On suppose que X admet une espérance.
+00
(@) Montrerque:VneN,0<nP(X >n) < Z kP (X = k).
k=n+1
(b) En déduire que la série de terme général P(X > n) converge et que sa somme vaut
E(X).
3. Réciproquement : on suppose que Z P(X > n) converge. Montrer qu’alors la série
neN

Z kP (X = k) converge et que X admet une espérance.
keN

4. Enoncer le théoréeme ainsi établi.
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5. On effectue des tirages d'une boule avec remise dans une urne de n boules numéro-
tées. On arréte les tirages lorsque le numéro de la boule tirée est supérieur ou égal
au numéro de la boule obtenue au précédent tirage. On note X le nombre de tirages
effectués.

(a) Déterminer X(Q).
(b) Calculer E(X).

Exercice 6
N +00 /12n
1. Soit A € R. Montrer que e’1+2e = > :
!
n=0 (2”).

2. Soit X — 22(1). On note Y la variable aléatoire égale a 0 si X est paire et 1 sinon.
Déterminer la loi et 'espérance de Y.

Exercice 7 (Loi de Poisson composée) Un élément chimique émet des électrons pen-
dant une période T. Le nombre d’électrons émis est une variable aléatoire Y qui suit une loi
de PO1ssON de parametre A. Chaque électron a une probabilité p d’avoir un effet biologique
(on dira qu'il est efficace). Soit Z la variable aléatoire égale au nombre d’électrons efficaces
émis pendant une période 7.

1. Pour (i, j) € N2, déterminer P([Y = i]n[Z = jD.

2. Déterminez laloi de Z. Calculez son espérance.

Exercice 8 (Calcul d’'espérance par analyse a un pas) Onreprendl’exemple delaruine
du joueur.

Un joueur joue a un jeu d’argent contre le casino. On suppose qu’initialement la fortune du
casino de est b, avec b e N.

Soit p un réel vérifiant 0 < p < 1.

A chaque répétition du jeu on suppose que le joueur gagne 1 euros avec probabilité p ou
perd 1 euros avec probabilité g =1 - p.

On note X, la variable aléatoire égale au nombre de tours de jeu avant que le joueur ou le
casino soit ruiné, lors d'une partie ot le joueur commence avec une fortune initiale de a eu-
1os.

Si ceci ne se produit jamais, on pose X, = —1. On rappelle qu'on a démontré que P(X, = —1)
(et que c’est le toujours le joueur qui est ruiné si p < q).

On admet que X, admet une espérance qu’'on note E(X,). On a E(Xy) = E(X,+p) =0.

1. Pour jeN* et k€ [1,a+ b-1], montrer que :
PXk=))=qPXg-1=j - D+ pPXps1=j-1)

En déduire que E(Xy) =1+ gE(Xk-1) + pE(Xg+1)-
2. Pourp=gq.
(@) Montrer 'existence d'unréel a tel que la variable Yy = Xj + ak? aitune espérance
qui vérifie :

1 1
V=1, E(Yp)= E[E(YIHI) + E[E(Yk—l)

(b) En utilisant la partie I montrer que E(X,) = ab. Calculer blim E(X,). Interpréta-
—+00

tion?
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3. Pour p # ¢q.
(a) Montrer I'existence d'un réel f tel que la variable Z; = X + fk ait une espérance
qui vérifie :
Vkz1, E(Zp = pE(Zis1)+qE(Z-1)
1 (a+b)(x?-1)
-a
p — q xa+b -1
(¢) Quelle estlalimite de E(X,) lorsque b — +oo danslecas p< g?

(b) En utilisant la partie I montrer que E(X,) =

Exercice 9 (Modéle de Galton-Watson)

Soit p €]0, 11.

On considere une plante qui peut donner naissance a deux descendants avec la probabilité
p, ou a aucun descendant avec la probabilité 1 — p. Pour n € N, on note X,, le nombre de
descendants issus de la n€Me génération, c’est-a-dire le nombre de descendants de notre
planteala (n + 1)eme génération.

On note aussi f la fonction définie sur [0,1] par: f(x) = px*> + (1 - p).

a) Montrer que f est strictement croissante sur [0, 1].

b) On définit une suite (uy)en par ug=1-pet:

VneN, upi1=f(uy)

Montrer qu’elle est bien défnie, puis étudier sa monotonie et sa convergence.
c) Pour n €N, donner une relation entre P(X;,4; =0) et P(X,, = 0).
d) En déduire lilll P(X, =0). Interpréter ce résultat.
n—+oo

Exercice 10 (Fonction génératrice d'une VARD) Soit X une variable aléatoire a valeurs
dans N.

1. Justifier que pour tout z € [-1,1] la VARD ¢* admet une espérance.
On définit dans la suite une fonction Gy : [-1,1] — R par Gx(#) = E(#¥).
2. Etablir que:

+00
Vie[-1,1], Gx(®)=) "P(X=n)
n=0

3. Donner I'expression de Gx(¢) lorsque X — ¥4(p) et X — Z2(A).

4. On suppose dans cette question que X admet une espérance.
Gx(1)—-Gx(
(a) Déterminer, pour tout ¢ € [0, 1[, une expression de %1)(()

Gx(t)—Gx(1
(b) Montrer que la fonction ¢t — %1)(() est croissante et bornée sur [0, 1[.

(c) En déduire que G, est dérivable en 1.
5. On suppose dans cette question que G est dérivable en 1.
(a) Montrer que:
k-1

PX=k) ¢
i=0

n
Vtel0,1[,VneN*, )
k=1

Gx(1)-Gx(1)
r—1

<

(b) En déduire que :
n
YneN*, Y kP(X=k) <Gyx()
k=1
puis que X admet une espérance.
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6. Montrer enfin que X admet une espérance si et seulement si G, est dérivable en 1 et
que:
E(X) = Gy (1)
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Chapitre 15

Continuité des fonctions numériques

1 Continuité d’'une fonction numérique

1.1 Continuité en un point

Dans tout ce paragraphe, f est une fonction définie sur un intervalle /.

Définition 1 Continuité en un point

Soit xp un point intérieur a I (ie xp n'est pas une borne de I).

. . . existe .
On dit que f est continue en xy lorsque lim f(x) "= f(xp), ie:
X— X0

Ve>0,36 >0/ Vxelxg— 8, x0+8L | f(x) - fxo0)| <€

Dans le cas contraire, on dit que f est discontinue en x.

Petit rappel : on a vu au chapitre sur les limites de fonctions, que si xhrgcl f(x) existe et est
-0

finie, alors elle ne peut étre égale qu’a f(xp). On pourrait donc dire que f est continue en x
si, et seulement si, lim f(x) existe et est finie.
X— X0

Le changement de variable x = xyp+/ permet de remplacer )}m)} f(x) existe f(x0), par }lin(l) f(xo+
— X0 -

h) existe f(xo). f continue en x signifie donc que :

Ve>0,36>0/Vhel-8,8L|f(xo+h) - flxo)| <e

1.2 Continuité a droite ou a gauche en un point

Définition 2 Continuité a droite un point
Soit xp un point intérieur a I, ou la borne de gauche de 1.

. . . . . existe . .
On dit que f est continue a droite en x lorsque hm+ f(x) 7="" f(xp), ce qui se note aussi

fxg) = f(xo).

Dans le cas contraire, on dit que f est discontinue a droite en x.
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Exemple: x — | x] est continue a droite en 2.

3 |
2 A o———
1 A o—

-1 1 2 3
-1

Définition 3 Continuité a gauche un point

Soit xp un point intérieur a I, ou la borne de droite de 1.

. . N . existe . .
On dit que f est continue a gauche en xy lorsque lim f(x) "= f(xp), ce qui se note aussi
X—>X0

fxg) = f(x0).

Dans le cas contraire, on dit que f est discontinue a gauche en xy.

Exemple: x — | x] est discontinue a gauche en 2.

Théoréme 4 Lien entre continuité, continuité a gauche et a droite
Soit xp un point intérieur a I. Alors :

[ est continue en xy <= [ est continue a gauche et a droite en xj

—xsix<0
@f:R

E le: =
vemple: () {x+lsix>0
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Sur cette exemple: f(07) =0, f(0%) =1 et f(0) = 0. Donc f est continue a gauche en 0, mais
discontinue a droite en 0. A fortiori, elle n’est pas continue en 0.

l-xsix<1

92r=R
e l_1six>1 !

Exemple: f(x) = {

Sur cette exemple : f(17) = f(17) = f(1) =0. f est donc continue en 1, puisqu’elle est conti-
nue a gauche a droite en ce point.

x*six<0
Exemple: f(x)=12six=0 Yr=R
e*—1six>0

Sur cette exemple: f(07) = f(0) =0 et f(0) = 2. Donc f n’est ni continue a gauche, ni conti-
nue a droite en 0. A fortiori, elle n’est pas continue en 0.

Exemple: x — | x| est continue en 0.
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Exemple: Si xy ¢ Z, x — | x| est continue en Xxp.
Si xp € Z, x — | x|, est continue a droite en x, mais est discontinue a gauche en xp.

2 o—
1 o—
2 1 1 2
o—1
o— -2-

1.3 Continuité sur un intervalle - Prolongement par continuité

Définition 5 Continuité sur un intervalle
On note a et b les bornes de I, avec a < b.
On dit que f est continue sur I lorsque:

e f est continue en tout point intérieur de I;
esiac I, f est continue a droite en a;

esi be I, f est continue a gauche en b.

Exemple : f continue sur [0, +oo[ signifie que f est continue en tout xy > 0, et que f est
continue a droite en 0.

f continue sur ]0, +oo[ signifie que f est continue en tout x > 0.

f continue sur ]1,2] signifie que f est continue en tout xy €]1,2[, et que f est continue a
gauche en 2.

Définition 6 Continuité sur une union d’intervalles
On se donne une famille d’intervalles (I}) je; (indexée par un ensemble J fini ou infini).

On dit que f est continue sur A= | | I; lorsque, pour tout j € J, f est continue sur I;.
jeJ

Exemple: f continue sur R* signifie que f est continue sur ] —oo,0[ et sur ]0, +oo[, donc que
f est continue en tout x( < 0 et en tout xp > 0.
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Proposition 7 Stabilité de la continuité pour 'union
Si f est continue sur deux parties A; et A, de R, alors elle est continue sur A; U Ay.
Plus généralement, si f est continue sur une famille (A;)je; de parties de R, alors elle est

continue sur U Aj.
jeJ

Le résultat suivant permet de prolonger une fonction en un point, de telle sorte que la fonc-
tion soit continue en ce point.

Théoréme 8 Prolongement par continuité

Soit xp un point d'un intervalle I, et f une fonction définie et continue sur I'\{xy}.

On suppose aussi que xhrgcl f(x) existe /eR.
— A0

On définit alors une fonction f: I — Rpar:

l six = xg

veel f(x):{f(x) si x # xo

La fonction fest alors un prolongement a I de f, et ce prolongement est continue sur /.

En pratique la fonction f est encore notée f, pour ne pas alourdir les notations.

Si la fonction f est continue sur I\{xp}, alors sont prolongement par continuité en x; est
continue sur I tout entier.

sin(x) ) . sin(x)
est continue sur R*. De plus : hr% —— = 1. On peut
xX— X

Exemple : La fonction f: x —

X
donc prolonger f par continuité en 0 en posant: f(0) = 1.
La fonction f devient alors continue sur R. Elle est définie par morceaux:

Sin(x) six#0

1 six=0

VxeR, f0=

1.4 Continuité des fonctions usuelles

» Les fonctions polyndmes sont continues sur R.

« Les fractions rationnelles ( = quotient de polyndmes) sont continues sur leur ensemble de
définition.

e Les fonctions cos et sin sont continues sur R. La fonction tan est continue sur Y,y =
b4
R\{§+kn/k€Z}.

« La fonction In est continue sur R, et la fonction exp est continue sur R (vrai en base quel-
conque).

e La fonction x — | x| est continue sur R.
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e Les fonctions x — x%, oll @ € R, sont C* (au moins) sur R} . En 0, on a le résultat suivant.

Théoréme 9 Prolongement de la fonction x — x% en 0

Pour a = 0, la fonction x — x% est prolongeable en 0 en une fonction continue, en posant
0*=0sia>0et0’=1.

Pour a <0, la fonction x — x% n’est prolongeable par continuité en 0.

. 1 .
Exemple: x — v/x continue sur R*, et x — — continue sur [R{i.
X2

/\ ATTENTION ! Pour des puissances entieres, I’ensemble de continuité peut étre beaucoup
plus grand que R* ou R7.

1
Par exemple x — x? est continue sur R (polynéme), et x — —; estcontinue sur R* (fraction
X
rationnelle).

1.5 Opérations arithmétiques sur les fonctions continues

Théoreme 10 Opérations arithmétiques sur les fonctions continues
Soient f une fonction continue sur A et g continue sur B.

1. Pour tout (A, u) € R?, les fonctions A.f + p.g et f x g sont continues sur AN B.
1
2. Si g ne s'annule pas sur B, alors — est continue sur B et i est continue sur An B.

§ g
3. Si f(A) < B alors go f est définie et continue sur A.

En pratique, pour démontrer simplement qu'une fonction est continue, on utilise la conti-
nuité des fonctions usuelles et le théoreme précédent.

Exemple: La fonction x — 1/In(1 + x2) est définie et continue sur R.

2 Continuité sur un intervalle

Dans tout ce paragraphe, f est une fonction continue sur un intervalle 1.

ECSL1.1, Lycée Fermat Toulouse. http://mathcpge.org/ 292



2 Continuité sur un intervalle

2.1 Théoreme des valeurs intermédiaire

Théoréme 11 Théoréme des valeurs intermédiaires
Si f est continue sue l'intervalle [a, b], alors f prend toute valeur comprise entre f(a) et f(b) :

Vyoelf(a), f(b)], 3Txo€la,bl/ f(xo) = yo

ce qui peut aussi s’écrire plus simplement :

[f (@), f(D) < f(la, b))

)

Yo

fla)

/\ ATTENTION : dans la notation [f(a), f(b)], on ne sous-entend pas que f(a) < f(b), on
peut treés bien avoir f(a) > f(b).

/\ ATTENTION'! Ce résultat est faux si f n’est pas continue.
3 3
Par exemple pour f : x— [x],ona 5 € [f(D), f(2)] =11,2], mais Vx € [1,2], f(x) # >

2 P
7777777777777777777777777777 _3
y=3
1 A o—
-1 1 2 3
_]_;

Démonstration : On fixe yj € [f(a), f (b)]. On cherche x € [a, b] tel que f(xp) = yp.

 Simplification du probléme. En posant g(x) = f(x) — yp, on est ramené a chercher x, €
[a, b] tel que g(xp) = 0.
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Onaf(a)<yo<f(b)ou f(b)<yy< f(a),donc g(a)<0<g(b)oug(h)<0=<gl(a).

Quitte a remplacer g par —g on peut supposer que g(b) <0 < g(a), et le probleme est tou-
jours de trouver x € [a, b] tel que g(xp) = 0.

« Définition de deux suites adjacentes par dichotomie. On définit deux suites réelles (a;) nen
et (bp)nenparap=a, bp=Dbet:

a,+b a,+b a,+b
S _n sig(—" ")20 by, sig( L ")20
n+l . (an+by n+l an+b, . (an+by
an i <0 sig <0
2 2 2
. . . . a, +b,
On peut visualiser cette construction dans le cas ou g > >0:

y=28x)

glay)

g ()

g(by)

an+b
Etdanslecasoilg( < n)<0:

2
y=8x)
glap) - __
|
|
|
|
| N
Ap+1 = An
gt b
gp) |- -
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2 Continuité sur un intervalle

On vérifie alors par récurrence qu’elles ont les propriétés suivantes :
(1) (a;) nen est croissante et (by,) ,en €St décroissante ;
b—a

(i) VneN,a<a,<b,<betb,—a,= on

(iii) VreN, g(b,) <0 < glay).

Ceci montre en particulier que (ay) nen €t (by) nen SOnt adjacentes. Notons xg leur limite com-
mune.

« Conclusion. Il reste a vérifier que xy € [a, b] et que g(xp) = 0.
CQFD [J

Corollaire 12 Image d’un intervalle par une fonction continue
Si I estun intervalle et si f est continue sur [ alors J = f(I) est aussi un intervalle.

/\ ATTENTION! Ceci est faux si f n’est pas continue. Par exemple si f : x — |x], alors
f(R) = Znn'est pas un intervalle.

/\ ATTENTION'! La nature de l'intervalle (ie le caractére ouvert/fermé/borné...) n’est pas
conservée. Par exemple cos est continue sur R (intervalle ouvert non borné) et cos(R) =
[-1,1] (intervalle fermé borné).

Corollaire 13 Signe d’une fonction continue sur un intervalle
Soit f continue sur un intervalle 1.
« Si f ne s’annule pas sur I, alors f est de signe constant au sens strict sur /[ :

Vxel, f(x)>0 ou Vxel, f(x)<0
e par contraposée si la fonction change de signe sur [
A(x1, %) € I? tel que x1 # x2 et f(x1) f(x2) <0

alors elle s’annule sur /.

/\ ATTENTION : si la fonction s’annule sur I, elle peut ne pas changer de signe.
Prendre par exemple x — x? sur [-1,1].

/\ ATTENTION'! Ceci est faux si la fonction est discontinue en un point : la fonction peut

1 six=<1
changer de signe sans s’annuler, comme le montre la fonction x— { —-x-1

six>1

ECSL1.1, Lycée Fermat Toulouse. http://mathcpge.org/ 295



CHAPITRE 15 : Continuité des fonctions numériques

2.2 Théoréme de continuité sur un segment

On rappelle qu’on appelle segment tout intervalle [a, b] fermé et borné (avec (a, b) € R?).

Théoréeme 14 Théoréme de continuité sur un segment

Soit f continue sur un segment [a, b].

Alors f([a, bl) est aussi un segment. Précisons : cela signifie que f([a, bl) = [m, M] ot on
aposé

m= min f(x) et M = max f(x)
x€la,b] x€la,b]

Rappelons que, par définition d’'un minimum et d'un maximum, ces bornes sont at-
teintes, donc:

Jac€la,bl/ m= f(a) et 3Bela,bll M= f(p)

et ainsi:

Vxela,bl, fla)<f(x)<[f(B)

Autrement dit : f est bornée et atteint ses bornes.

M= f(p)
fl@)
fb

m= f(a)

/\ ATTENTION'! Ceci est faux si on ne prend pas un segment.

1 . . . . 1
Par exemple x — — est continue sur ]0, 1] mais n’est pas majorée puisque hm+ — = +00.
X x—0*" X
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/\ ATTENTION'! Le résultat est faux si la fonction n’est pas continue.

six>0 PP ., .
est définie sur [0,1] mais n’est pas majorée

S|

Par exemple la fonction x —
1 six=0
puisque lir{)l f(x) = +o0.
xX— +

3 Fonctions continues et bijectives

Onrappelle que si f : I — J est bijective alors elle admet une fonction réciproque f~1: ] —
I, définie par:
Vxel,Vye], y=fx)<=x= f_l(y)

et caractérisée par les relations :

Vxel, f_l(f(x)):x et Vye], f(f‘l(y)):y

3.1 Théoreme de la bijection monotone

On commence par les propriétés générales de la réciproque d'une fonction numérique bi-
jective.
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Proposition 15 Propriétés de 'application réciproque
On se donne deux intervalles I et J et une fonction f bijective de I sur J.

1. Si f estimpaire sur I, alors f~! est impaire sur J.

2. Si f est strictement monotone sur I, alors f~! est strictement monotone sur J. Plus
précisément :
« Si f est strictement croissante sur I, alors f ~1 est strictement croissante sur J.
o Si f est strictement décroissante sur I, alors f~! est strictement décroissante sur J.

3. Si f est strictement monotone sur [ :
e si f est strictement croissante sur I alors pour tout a point adhérenta I (iea€ I oua
est une bornede I) :

lim f(x)=b*eR= lim f'(y»)=a’ et lim f(x)=b eR= lim fl(y)=a"
x—at y—b* X—a y—b~

e si f est strictement décroissante sur [ alors pour toutac [ :
lim f(x)=b" eR= lim f'(») =a" et lim f(x)=b"eR= lim f'(y)=a"
x—at y—b~ X—a- y—b*

4. €1 se déduit de €y par symétrie orthogonale par rapport a la droite d’équation y = x

/\ ATTENTION! Si f est paire, on ne peut pas dire que f~! est paire. La raison est tres
simple : si f est paire, elle ne peut pas étre injective, et donc f~! n’existe pas!!

On peut maintenant énoncer le théoreme de la bijection monotone sous sa forme complete.

Théoréeme 16 Théoreme de la bijection monotone

Soient I un intervalle de R et f une fonction continue et strictement monotone sur I. Alors :
e J = f(I) estun intervalle;

e f estbijective de I sur J;

o f ~1 est strictement monotone sur J, de méme sens de variations que f;

e si f estimpaire sur I, alors f 1 est impaire sur J;

o f~! est continue sur J;

* €1 se déduit de € par symétrie orthogonale par rapport a la droite d’équation y = x

/\ ATTENTION! Il n'y pas de réciproque, une fonction bijective peut étre ni continue, ni
strictement monotone.
X si—-1=x=<0

Prendre par exemple la fonction f: x — { l—x si0<x<l
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3 Fonctions continues et bijectives

Proposition 17 Calcul de I'intervalle image J = f ()

1. Si f est strictement croissante :

of(la, b)) =[f(a), fB)]  of(la,bl)=[f(a),fb)]
«fQabl) =]f@), f)] «f(abl)=]f@"), )]

2. Si f est strictement décroissante :

f(la,bl) = [fb), f(@]  <f(la,bl)=]f(b7), f(a)]
«flabl) = [fb), f@)] <f(labl)=]f®b), fa")]

Exemple : La fonction In est continue et strictement croissante de l'intervalle R sur l'inter-
valle ]0, +ool. Sa bijection réciproque est la fonction In :]0, +oo[— R. On retrouve donc que
In est continue sur R, strictement croissante et :
lim e*=0" et lim e*=+c0o= limIn(x)=-co et lim In(x)=+oco
X——00 X—+00 x—0t X—+00
La courbe de 6}, se déduit de la courbe de €exp par symétrie orthogonale par rapport a la
droite y = x.

Gex
P X

<=
I

2 Cgln
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CHAPITRE 15 : Continuité des fonctions numériques

Exemple: Si a > 0, la fonction x — x® est continue et strictement croissante sur R*. Elle est
1
donc bijective de R* sur R*. Sa bijection réciproque est la fonction x — xa.

4 A a>0
SA
1
27 a
lA
-1 1 2 3 4
_1;

Exemple: Si a <0, la fonction x — x® est continue et strictement décroissante sur R} . Elle
1
est donc bijective de R sur R}. Sa bijection réciproque est la fonction x — xx.

4 A a<0
SA
2A
14 1
a
-1 1 2 3 4
_1;

3.2 Lafonction arctangente

T
La fonction tangente est continue et strictement croissante sur ] 33 [ :

X —

tan /

—00

SIE]

I
2

+00

T
Elle induit donc une bijection de ] ~35 [ sur R. Sa fonction réciproque est appelée fonction

T T
arctangente, notée arctan: R — ] 25|
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3 Fonctions continues et bijectives

arctan /

On déduit de 6an la courbe Garctan :

‘- y = arctan(x)

SIE]

Proposition 18 Propriétés de la fonction arctangente

1. arctan est impaire : Vx € R, arctan(—x) = —arctan(x)

2. arctan est continue et strictement croissante sur R.

. T . T\t
3. lim arctan=— et lim arctan(x):(——)
X—+00 2 X——00 2

T
4. Vx € R, tan(arctan(x)) = xetVx € ]_E’ E [, arctan(tan(x)) = x

1 X
5. Vx€R, cos(arctan(x)) = ——— et Vx € R, sin(arctan(x)) = ———
V1+ x2 V1+ x2

6. On ales valeurs remarquables :

X 0[1/vV3| 1 | V3| 400

arctan(x) |0 | n/6 | n/4 | n/3 | nw/2

b4

1 — six>0

7. Six#O:arctan(x)+arctan(—):
X 3 six<0

/\ ATTENTION'! La fonction x — arctan(tan(x)) est définie sur ., mais elle ne vaut x que
T

sur ] -, = [
2 2
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4 Exercices

Continuité d’'une fonction numérique

Exercice 1 Etudier la continuité (et les éventuels prolongements par continuité) des fonc-
tions suivantes :

e six<0
1. f(x):—”czx“_1 2. f(x) == 3. fx)=x* 4. f(x)=< x*+xsi0<sx<1

2x+]|x|

In(x)+e*six=1

-1 1
=) (5T

1. Déterminer 'ensemble de définition de f et étudier la continuité de f.

Exercice 2 Soit f la fonction définie par: f(x) = (

2. Montrer que [ est impaire puis étudier la limite de f en +oo et —oco.

Exercice 3 Trouver toutes les fonctions f : R — R continues en 0 et vérifiant : Vx € R,

f2x) = f(x).

Théorémes des valeurs intermédaires et de continuité sur un segment

Exercice 4

1. Soit f:[0,1] — [0, 1] une fonction continue. Montrer que f a au moins un point fixe.

17

2. Montrer que I'équation x!” = x!? + 1 admet au moins une solution dans R".

3. Soient f et g deux fonctions continues sur un intervalle I = [a, b], telles que : Vx €
[a, D], f(x) < g(x).
Montrer qu’il existee >0 tel que : Vx € [a, b], € + f(x) < g(x).
Ce résultat est-il encore valable si l'intervalle I n’est pas un segment ?

Exercice 5 Soit f: [0, +oco[— R une fonction continue.

1. On suppose que la limite de f en +oo existe et est finie. Montrer que f est bornée sur
[0, +o0l.

2. On suppose que liI}l f(x) = +o00. Montrer que f est minorée sur [0,+oco| et que sa
X—+00
borne inférieure est atteinte.

3. On suppose que f(0) <0 et que lir+n f(x) existe et est strictement positive. Montrer
X—+00
que f s’annule au moins une fois sur ]0, +ool.

Théoréme de la bijection strictement monotone

Exercice 6

. ) . _ 1 . . A
1. Soit f deﬁnl.e par f(x) = Wrerea Montrer que f; [ 1 +o0] admet une application réci
proque continue que |'on explicitera.

2. Montrer que la restriction de sin a [—%, %] est bijective et étudier sa bijection réci-
proque arcsin. Faire de méme avec la restriction de cos a [0, 7] (cosﬁé x Sera notée

arccos).
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4 Exercices

Exercice 7

1. Etudier la fonction x — arctan(tan x), puis tracer sa courbe représentative.

2. Montrer que arctan (3) +arctan (3) = Z.
3. Discuter en fonction de ¢ € R, le nombre de solutions de 1'équation d’inconnue x :

arctan(x —1) + arctan(x) + arctan(x+1) = ¢.

Compléments

Exercice 8 (Fonctions k-lipschitziennes et leur point fixe)

Soient I un intervalle de R et f une fonction définie sur I. On suppose qu’il existe k > 0 telle
que f soit k-lipschitzienne ie :
Vx,yel, |f(x) - f())=klx—yl
1. Montrer que f est continue sur I.

2. On suppose que 0 < k < 1, que I = [a, b] est stable par f, et que f a un unique point
fixe l € I.
On définit une suite (x,) ey par xp € I et VR eEN, X541 = f(Xp).

(@) Montrer que:VneN, |x,—¢|<k"|xy—¢|.
(b) En déduire que (x,),en converge vers .

(c) Déterminer une valeur de I'entier n (en fonction de a, b et k) pour laquelle x,, est
une valeur approchée de £ 4 1073 pres.
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Chapitre 16

Dérivabilité des fonctions numériques

1 Dérivabilité d'une fonction numérique

Dans tout ce paragraphe, f est une fonction définie sur un intervalle /.

1.1 Dérivabilité en un point

Définition 1 Dérivabilité en un point

Soit xp € I (ie xp intérieur a I).
f(x) = f(x0)

On dit que f est dérivable en xj lorsque lim existe et est finie.

X=X  X—Xp
Dans ce cas, on pose : f'(xg) = th? M = th? M,
— X0 X — X — X0 Xo— X

d
Le réel f'(xp) est appelé nombre dérivé de f en xy. On le note aussi d—f(xo).
X

On peut toujours se ramener au voisinage de 0, en posant x = xo + h :

lim )= flxo) _ lim f(xo+h) = f(xo)
X=Xo  X—Xp h—0 h

tangente en My— |
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CHAPITRE 16 : Dérivabilité des fonctions numériques

représente la pente de la droite passant par les points

Interprétation graphique: w

M(x, f(x)) et Mo(xo, f(x0)). f'(xo) représente donc la « pente limite » en My (xo, f (xo)), C'est-
a-dire la pente de la tangente a la courbe de f au point My(xo, f(xo)).

Proposition 2 Dérivabilité et DL,

Si f est dérivable en xj € I alors f admet un DL, (xp) donné par:

f(x) T f(xo) + [ (x0) x (x — Xg) + 0(x — xg)

Une fonction dérivable en un point peut donc étre localement approximée par une fonction
affine.

Exemple: f : x — ax+ b avec (a, b) € R?. Alors f est dérivable en tout xp € R et f(xo) = a.
Exemple: [ : x— x" avec n € N. Alors f est dérivable en tout xp € R et f’(xg) = nxg‘l.

Exemple: f : x — cos(x). Alors f est dérivable en tout xg € R et f/(x) = — sin(xg).

Exemple: f: x— sin(x). Alors f est dérivable en tout xg € R et f’(xp) = cos(xp).

1
Exemple: f:x— —. Alors f est dérivable en tout xp € R et f'(xp) = ——.
X X
0

Exemple: f: x— +/x. Alors f est dérivable en tout xy > 0 et f'(xo) = —

1
2\/)(?0'

1.2 Dérivabilité a droite ou a gauche en un point

Définition 3 Dérivabilité a gauche en un point
Soit xy € I ou la borne droite de xg.

x)— f(x
On dit que f est dérivable a gauche en xj lorsque lim J00 - f) existe et est finie.
X=Xy X=X
Dans ce cas, on pose : fé(X()) = lim M. Le réel fé(X()) est appelé nombre dérivé a
X=Xy X=X

gauche de f en xp.

On peut toujours se ramener au voisinage a gauche de 0, en posant x = xp + h :

lim f(x)— f(x0) ~ lim f(xo+h) = f(xo)
X=Xy  X— X h—0- h
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1 Dérivabilité d’'une fonction numérique

Définition 4 Dérivabilité a droite en un point
Soit xp € I ou la borne gauche de xy.

On dit que f est dérivable a droite en xp lorsque lim JO0 = f (%) existe et est finie.

x—xt X —Xp

0
Dans ce cas, on pose : f)(xo) = lim J) ~ f(x0)

. Le réel f g’l(xg) est appelé nombre dérivé a
X=Xy X — Xo

droite de f en xj.

On peut toujours se ramener au voisinage a droite de 0, en posant x = xp + h :

lim f(x)— f(x0) ~ lim f(xo+h) = f(xo)
x—x; X —Xp h—0+ h

Théoréeme 5 Lien entre dérivabilité en un point et dérivabilité a droite/gauche

Soit xy € I (ie xp intérieur a I). Alors :
f estdérivable en xy < f est dérivable a droite et a gauche en xj et fé(xo) = fc,l(XO)

Dans ce cas : f'(xo) = fg(x0) = f;,(x0)-

Exemple: f :— |x| n'est pas dérivable en 0.

0 six=<0 -
Exemple: f: x — { Xsin(x)  six>0 est dérivable en 0.

Exemple: f: x— \/x n'est pas dérivable a droite en 0.

1.3 Interprétations graphiques

« Cas [ dérivable en x; : 6y admet une tangente au point My(xo, f(xo)) d’équation y =
f(x0) x (x = x0) + f (x0).

« Cas f non dérivable en x : Il y a plusieurs cas possibles.

Si f est dérivable a droite en xo, alors elle admet une demi-tangente a droite en x, d’équation
¥ = f(x0) x (x = x0) + f (x0).

Si f est dérivable a gauche en xy, alors elle admet une demi-tangente a gauche en xy d’équa-
tion y = fg(x0) x (x — xo) + f (xo)-

Si elle est dérivable a droite et a gauche en xy, avec f)(xo) # fg’(xo), alors les deux demi-
tangente ne sont pas paralléles. On dit que My (x, f(xo)) est un point anguleux.

Exemple: En 0 la représentation graphique de x — |x| admet un point anguleux.

- (x) = f (x0)

Si lim L= f(0) _
X=X X — Xp

méme une demi-tangente verticale en M, (xo, f (xo)). On a le méme résultat a gauche en xy.

+oo alors f n'est pas dérivable a droite en xp, mais €y admet quand
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Exemple: x — /x n’est pas dérivable a droite en 0, et sa courbe admet une tangente verti-
cale en 0O(0,0).

Si lim L9 =0

(ou x — x,) n'existe pas, il n'y a d’interprétation graphique. ..
x—Xx3 X — Xo

1.4 Dérivabilité sur une partie de R

Définition 6 Dérivabilité sur une partie de R

1. Soient I un intervalle de R de bornes a et b, et f définie au moins sur 1.
On dit que f est dérivable sur I lorsque :
e f est dérivable en point xj intérieura I,
esiac I, f estdérivable a droite en a,
esibel, f estdérivable a gauche en b.

2. Soient A une partie de R qui est une union d’intervalles et f définie au moins sur A.
On dit que f est dérivable sur A lorsque f est dérivable sur tout les intervalles dont est
constituée la partie A.

Exemple: f : x — /x est continue sur R*, dérivable sur R}, mais non dérivable a droite en
0.

/\ ATTENTION'! Le raisonnement naif consistant a calculer f’(x) et a regarder pour quelles
valeurs de x cette fonction est définie est faux. Il ne donne pas la dérivabilité de la fonction.
1
Par exemple le raisonnement « pour f(x) = v/x,ona f’'(x) = F’ etdonc f est dérivable sur
X

R et n’est pas dérivable a droite en 0 » n’est pas correct.

Mais nous verrons qu’on peut le corriger grace au théoreme de prolongement de la dériva-
bilité.

Définition 7 Fonction dérivée
Si f est dérivable sur une partie A de R, on appelle fonction dérivée de f ’application :
ff't A — R

Théoréme 8 Une fonction dérivable est continue

Si f est dérivable en un point xp alors f est continue en xp, et donc xo € Dy, (ce résultat est
valable a droite ou a gauche en xy).

Par conséquent, si f est dérivable sur une partie A de R, alors f est continue sur A.

/\ ATTENTION : la réciproque est fausse. Une fonction peut étre continue en un point sans
y étre dérivable. Considérer par exemple x — |x| en 0.
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2 Opérations sur les dérivées

I existe méme des fonctions continues en tout point de R mais dérivables en aucun point de
+00

R : par exemple la fonction de Weierstrass f : x — Z b" cos(a"nx) (avec b €]0,1], a entier
n=0
impairetab>1+ 37”).

2 Opérations sur les dérivées

2.1 Opérations arithmétiques

Théoréeme 9 Opérations arithmétiques sur les fonctions dérivables en un point x,
Soient f et g deux fonctions dérivables en un méme point xp.

1. Pour tout (A, u) € R?, la fonction A.f + p.g est dérivable en xo eton a:
A.f +1.8) (x0) = A f' (x0) + p.g' (x0)
2. Lafonction f x g est dérivable en xp etona:

(f x &) (x0) = f'(x0) x g(x0) + f (x0) x g’ (x0)

Ces résultats restent évidemment vrais a droite ou a gauche en xj.

Corollaire 10 Opérations arithmétiques sur les fonctions dérivables sur une partie A
Soient f et g deux fonctions dérivables sur une méme partie A.

1. Pour tout (A, u) € R?, 1a fonction A.f + p.g estdérivable sur Aetona:
VxeA, Af+p.g) x)=Af (x)+pu.g'(x)
2. Lafonction f x g est dérivable sur Aetona:

VxeA, (fxg) @=fx)xg)+f(x)xgx)

Corollaire 11 Linéarité de la dérivation
Si on note D(A,R) ’ensemble des fonctions dérivables sur A, alors D(A,R) est un R-ev.
Lapplication:
DA) — RA
f—r

est linéaire.
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2.2 Dérivée d'une composée, d’'un quotient

Théoréme 12 Dérivabilité d’'une composée en un point
Soient f une fonction dérivable en x, et g une fonction dérivable en yy = f(xo).

Alors go f est dérivable en xp et :

(80 ) (x0) = f'(x0) x &' (f(x0))

Ce résultat reste évidemment vrai a droite ou a gauche en xp.

Corollaire 13 Dérivabilité d'une composée sur une partie A de R
Soient f une fonction dérivable sur A < R et g une fonction dérivable sur B < R, tel que

f(A) < B.
Alors go f est dérivable sur A et :

Ve A, (gof)(0)=f(x)xg (fx)

Exemple: f : x— Vv x?—1 est définie et continue sur ] —oo, —1] U [1, +ool.

Elle est dérivable sur ] — oo, —1[U]1, +ool.
Elle n’est ni dérivable a gauche en —1, ni dérivable a droite en 1.

Corollaire 14 Dérivabilité d’'un quotient

1. Soient f et g deux fonctions dérivables xy tel que g(xp) # 0.

1
Alors — et I sont dérivables en xg et :
g 8

1Y g'(x0) Y f'(x0) x g(x0) — f(x0) x g’ (x0)
—| (xo) =— 5 t = (x0) = 5
8 g(xp) g(xop)

2. Soient f et g deux fonctions dérivables sur A € R, telle que g ne s’annule pas sur A.

1
Alors — et I sont dérivables sur A et :

g'(x) Y, . fxgx)—fx)xg'x)
(x) = 5
g(x)

1 !
Y A, — = -
e (g) D=2

2.3 Dérivée d’une bijection réciproque

On rappelle le théoreme suivant.
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2 Opérations sur les dérivées

Théoréme 15 Théoréme de la bijection monotone Soient I un intervalle de R et f une
fonction continue et strictement monotone sur /. Alors :

e /= f(I) estun intervalle;

e f estbijective de I sur J;

o ! est strictement monotone sur J, de méme sens de variations que f;

e si f estimpaire sur I, alors f~! est impaire sur J;

o f~! est continue sur J;

* €¢-1 se déduit de € par symétrie orthogonale par rapport a la droite d’équation y = x

Pour la dérivabilité de f -1 on dispose du résultat suivant.

Théoréme 16 Dérivabilité d’'une bijection réciproque en un point

Soient I un intervalle de R et f une fonction continue et strictement monotone sur /. Soit
Xo € I tel que f est dérivable en xy. Alors :

o Si f'(xg) #0 alors f~! est dérivable en y, = f(xo) et:

1 1
floflyo)  f(x0)

¢ Si f'(x0) = 0 (cas d’'une tangente horizontale pour 6 en x), alors f ~! nest pas dérivable
en yo = f(xp) et sa courbe admet une tangente verticale en ce point.

(F Y oo =

Il existe un moyen mnémotechnique simple pour retrouver la dérivée de f~! : dériver la
formule f(f~(x) = x.

/\ Attention : si f n’est pas dérivable en xo, on ne peut rien dire sur la dérivabilité de f~! en
o = f(xo). Par exemple x — \/x n’est pas dérivable en 0, mais x — x* 'est.

Corollaire 17 Dérivabilité d’'une bijection réciproque sur un intervalle

Soient I un intervalle de R et f une fonction dérivable et strictement monotone sur I, et telle
que f’ ne s'annule pas sur 1.

Alors f~! est dérivable sur J = f(I) et :

1y 1
el U0 mer

Application a la fonction arctan.

. L. . . y
La fonction tan est dérivable et strictement croissante sur ] —35 [ De plus:

T , 2
Vxe]—g,a[, tan'(x) =1+tan“(x) Z0

T
On en déduit que la fonction arctan est dérivable sur R = tan (] 35 D et que:

1 1

VxeR, arctan’(x)= =
1 +tan?(arctan(x)) 1+ x2
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3 Tableaux récapitulatifs des dérivées des fonctions usuelles

On rappelle les formules de dérivation des fonctions usuelles.

f(x) f'(x) Valeurs de x
x4 ax®1 x>0 (au minimum. . .)
In(x) ! x>0
b
e’ e* xeR
a® In(a).a* xeR
sin(x) cos(x) XeR
cos(x) —sin(x) XeR
tan(x) 1 + tan?(x) X € Dian
arctan(x) ] +1x2 xeR

!/
En utilisant la formule de dérivation d'une composée [ f (u(x))] = u/(x).f'(u(x)), on obtient

les formules suivantes.

fx) ' Condition sur u(x) en plus
de sa dérivabilité
u(x)® a.u (x).u(x)* ! u(x) >0 (au minimum...)
u'(x)
In(lu(x)) u(x)#0
u(x)
el u' (x).e%™ aucune
sin (u(x)) u'(x).cos (u(x)) aucune
cos (u(x)) —u'(x).sin (u(x)) aucune
tan (u(x)) u’(x).[l + tan? (u(x))] U(X) € Dian
arctan (u(x)) e aucune
1+ u(x)? u

/\ ATTENTION!! La fonction x — | x| est continue sur R, mais dérivable seulement sur R*.

« Cas des fonctions puissances réelles :

Pour tout a € R, la fonction x — x% = e*"¥) est dérivable sur R* comme composée de

fonctions dérivables.
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4 Dérivabilité sur un intervalle d’'une fonction a valeurs réelles

On a déja vu que si @ = 0, la fonction x — x® peut étre prolongé par continuité en 0. Inté-
ressons nous désormais a la dérivabilité de cette fonction prolongée.

Pour @ =0, on a x% = 1 pour tout x € R. Dans ce cas la fonction est dérivable sur R.
Poura>0etx>0:

+oo si0<ax<l1

xa_oa
——=x*1—{ 1 sia=1
0 sia>1

x—-0 x—0+
La fonction x — x% est donc dérivable (a droite) en 0 si, et seulementsi, « =0ou a = 1.

Donc pour 0 < a < 1, la fonction x — x% est continue mais non dérivable (a droite) en 0.

4 Dérivabilité sur un intervalle d’une fonction a valeurs réelles

Dans tout ce paragraphe, on considére une fonction f définie sur un intervalle I.

4.1 Lien entre extremum et dérivée

On est maintenant en mesure de démontrer le théoreme suivant dont I'’énoncé a été rappelé
au chapitre 7.

Théoréme 18 Condition nécessaire d’extremum local
Soit f fonction dérivable sur un intervalle I et telle que :
(i) f admet un extremum local en xp € 1

(ii) xo € I, ie xp n’est pas une borne de 1.
Alors f’(xg) = 0. La tangente a la courbe représentative de f au point d’abscisse xy est donc
horizontale.

4.2 Théoreme de Rolle

Intuitivement, pour une fonction f vérifiant f(a) = f(b), on voit sur la figure ci-dessous que
sa courbe admet au moins une tangente horizontale.

F--—-—=-=--

fla=fb) p-----ao-mmmm--

& R S —

O F-———————————

SFF-————--
Y
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Enongons alors le résultat rigoureux.

Théoréme 19 Théoréme de Rolle
Soit f: [a,b] — R telle que:
(i) f est continue sur [a, b] ;
(ii) f est dérivable sur ]a, b[;
(iii) f(a) = f(D).
Alors:
dcela,bl/ f'(c)=0

Démonstration : Puisque f est continue sur [a, b], le théoréme de continuité sur un segment
donne que f est bornée et atteint ses bornes.

Sinote f(c;) = max f(?) et f(c2) = min f(?), il reste a vérifier que ¢, €]a, b[ ou ¢, €]a, b|.
tela,b] tela,b]

CQFD U]

4.3 Théoreme des accroissements finis

Intuitivement, pour une fonction f, on voit sur la figure ci-dessous que sa courbe admet au
moins une tangente parallele & la droite passant par les points (a, f(a)) et (a, f(a)).

fb)

Y

Enongons alors le résultat rigoureux.

Théoréme 20 Théoréme des accroissements finis

Soit f:[a, b] — R telle que :

(i) f est continue sur [a, b] ;

(ii) f est dérivable sur ]a, bl.

Alors:

fl@-fb) fb)-fa)

dcela,bl/ f'(c) = - P
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4 Dérivabilité sur un intervalle d’'une fonction a valeurs réelles

Démonstration : On applique le théoreme de Rolle a la fonction

— (1) - f )—f( )(t— 2

CQFD U]

Corollaire 21 Inégalité des accroissements finis

1. Soient [ un intervallede Ret f: I — R tels que:
(i) f est dérivable sur [;
(ii) I(m, M) e R* tel que Vx € I, m < f'(x) < M.
Alors :
Vx,)el?, x<sy=mxy-x)<fy)—f(x)<Mx(y—-x)

2. Soient I unintervalledeRet f: I — R tels que:
(i) f estdérivable sur I;
(i) IM e R* tel que Vx € I, | f'(x)| < M.
Alors :

Y,y elr, If)-f@)l<sMx|y-x|

Si I =[a, b], le théoréme de continuité sur un segment permet de poser dans le premier cas :

m= n[n%]f (HetM= n[lax f'(1), et dans le second cas : M = maxe(qp | f (D).
tela,

X
Exemple: Montrer que pour tout x =0, Tox <In(1+x) <x.
x

Exemple: Montrer que : Vt € R, [sin(?)| < |z].

4.4 Lien entre dérivée et monotonie

Théoréeme 22 Lien entre dérivée et monotonie au sens large
Soit f: [a,b] — R telle que:

(i) f est continue sur [a, b] ;

(ii) f est dérivable sur ]a, bl.

Alors :

1. f estcroissante sur [a,b] < Vx€]a,b|, f'(x) =0.
2. f estdécroissante sur [a,b] < Vx€]a,b[, f'(x) <0.

3. f est constante sur [a, b] < Vx€la,b|, f'(x) =

. .
5 six>0

1
Exemple: Démontrer que Vx € R*, arctan(x) + arctan (—) = { T .
X -3 six< 0

Exemple: On suppose que [ affine sur tout segment [a, b]. Montrer que f est affine sur R.
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Théoréme 23 Lien entre dérivée et stricte monotonie
Soit f: [a, b] — R telle que:

(i) f est continue sur [a, b] ;

(ii) f est dérivable sur ]a, bl.

Alors:

1. Vx€la,bl, f'(x) >0 = f est strictement croissante sur [a, b].

2. Vx€la, b, f'(x) <0 = f est strictement décroissante sur [a, b].

/\ ATTENTION : les réciproques sont fausses. Considérer par exemple f : x — x3 sur [-1,1].

Corollaire 24 Lien entre dérivée et stricte monotonie sur un intervalle
Soient I un intervallede Ret f: I — R telle que :
(i) f est continue sur I;

(ii) f est dérivable sur I sauf éventuellement en des points isolés {xi,..., x}.
Alors :

1. Vxe\{xy,...,xp}, f'(x) >0 = f est strictement croissante sur I.

2. VxeI\{xy,..., xph, f'(x) <0 = f est strictement décroissante sur I.

5 Dérivées d’ordre supérieur

5.1 Dérivées successives

Définition 25 Dérivées successives
Soient n € N* et f est une fonction n fois dérivable en xj € R.
On définit la dérivée n-ieme de f en xy par récurrence :

O = fxg) et fx0) = (F"1) (x0)

= £ (xo).

"f
On note aussi
dxn

Onadonc fO = f, f0 = flet f@ = f.

Proposition 26 Associativité de la dérivation
Soient n € N* et f est une fonction n fois dérivable en xj € R.
On a alors, pour tout p € [0, n] :

£ (x0) ( @ pf)(xo)z ar (dpf)( Xo)

axn-p axn-p

etdonc: o o
d (d d d
£ (x0) ( f)( Xo) = ( /

dnl dnld)(x())
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Exemple : Montrer que, pour tout n € N, la fonction x — cos(x) est n fois dérivable sur R et
/4
VxeR, cos™ (x) = cos (x+ ng)

5.2 Fonctions de classe C”, de classe C*

Définition 27 Fonctions de classe C"
Soient n € N et A une partie de R.

On dit que f est de classe C" sur Alorsque:
(i) f est n fois dérivable en tout xp € A;

(ii) £ est continue sur A.

Donc: f est de classe C° sur A < f est continue sur A;
et: f est de classe C! sur A < f est dérivable sur A et f’ est continue sur A.
Dans ce dernier cas, on dit aussi que f est continiment dérivable sur A.

5 . 1 .
x°sin|—| six#0
X

0 six=0

Exemple : La fonction f : x — est dérivable sur R mais n’'est pas de

classe C! sur R.

Notations : On note D" (A,R) 'ensemble des fonctions n fois dérivables sur A, et C"(A,R)
I’ensemble des fonctions de classe C” sur A. Alors:

C°(A,R) C D'(A,R) C C'(AR) C--- C D"(AR) CC"AR) C...

Proposition 28 Régularité de la dérivée d’'une fonction de classe C"
Soit f € C"(A,R). Alors pour tout p € [0, n], f(”) e C=P)(AR).

Définition 29 Fonctions de classe C*
On dit que f est de classe C*™ sur Alorsque, pour tout n € N, f est C" sur A.
On dit aussi que [ est indéfiniment dérivable sur A.

Notation : On note C*°(A,R) '’ensemble des fonctions de classe C* sur A.
Pour tout n e N: C*(A,R) C C"*(A,R).

Proposition 30 Régularité de la dérivée d’'une fonction de classe C*°
Soit f € C™(A,R). Alors pour tout n € N, f(") € C* (A R).

Proposition 31 Caractérisation des fonctions de classe C”
Soient n € N et I un intervalle de R. Alors :
f estclasse C" sur I <= f est n dérivable sur I et " est continue sur I.
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5.3 Classe de régularité des fonction usuelles
» Les fonctions polyndmes sont C* sur R.

» Les fractions rationnelles ( = quotient de polyndmes) sont C* sur leur ensemble de défini-
tion.

e Les fonctions cos et sin sont C*° surRetona:

VkeN,VxeR, cos® (x) = cos (x + kg) et sin® (x) = sin (x + kg)

/4
La fonction tan est C*° sur Yy = R\ {E + kn/ ke Z}.

e arctan est C* sur R.
e La fonctionIn est C* sur R} etona:

o _ DD

VkeN*,Vx>-1, (In(+x)) EPL:
+Xx

» La fonction exp est C* sur R (vrai en base quelconque) eton a:
k& _ x
VkeN,VxeR, (e*)"=e
e La fonction x — |x| est continue sur R, mais C* seulement sur R*.

» Les fonctions x — x%, ol a € R, sont C* (au moins) sur R;. En 0, on a le résultat suivant.

Théoréme 32 Classe de régularité de la fonction x — x% en 0
SoientneNetaeR.Ona:
la fonction x— x% est C" (a droite) en0 < a=n

Exemple: x — x\/x est C! sur R*, C* sur RZ.

/\ ATTENTION! Pour des puissances entieres, I'ensemble de dérivabilité peut étre beau-
1

coup plus grand que R* ou R*. Par exemple x — x* est C* sur R (polyndéme), et x — =
X

est C*° sur R* (fraction rationnelle).

Pour tout a € R, la fonction x — (1 + x)% est C*®° sur ] — 1, +oo[ (au moins), eton a:
VkeNVx>-1, (A+09)% zax@-Dx@-2)x---x(@-k+2)x (@—k+1)x (1+x)%F
Exemple: Simplifier la formule dans le cas a = %

/\ Attention : on ne peut pas dire ne général que a x (@—1)x (@—2) x---x (@—k+2) x (@—k+1) =

()

F.

ECSL1.1, Lycée Fermat Toulouse. http://mathcpge.org/ 318



5 Dérivées d’ordre supérieur

5.4 Opérations arithmétiques sur les fonctions de classe C"/C*

Théoréeme 33 Opérations arithmétiques sur les fonctions de classe C"

1. SoientneNet f et g deux fonctions de classe C" sur une méme partie A.
Pour tout (A, u) € R?, la fonction A.f +u.g estde classe C" sur Aetona:

Af+pg) ™ =21 4 g

2. Soient f et g deux fonctions de classe C* sur une méme partie A.
Pour tout (A, u) € R?, la fonction A.f + p.g est de classe C*™ sur A.

Corollaire 34 Structures de R-ev

1. C°%A,R) estun R-espace vectoriel.
2. Pour tout n € N*, D"(A,R) et C"(A,R) sont des R-espaces vectoriels.

3. C*™(A,R) est un R-espace vectoriel.

Ils sont bien évidemment de dimension infinie.

Théoréme 35 Formule de Leibnitz
Soient n e N et f et g deux fonctions de classe C” sur une méme partie A.

Alors fx gestC"sur Aet:

Ve A, (fx@Pw=) (Z)'f(k)(x) x g0 (x)
k=0

n

Exemple : Pour tout n € N et tout x € R, on pose L,(x) = e* x W(e_xx”) (polynémes de

Laguerre).
Montrer que L, € R[X] et que son terme dominant est (—1)" X".

5.5 Composition de fonctions de classe C"/C*

Théoreme 36 Composition de fonctions de classe C”

Soient n € N, f une fonction de classe C” sur une partie A, et g une fonction de classe C” sur
une partie B telle que f(A) < B.

Alors go f est C" sur A.
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A\ ATTENTION : il existe une formule pour (go f)"", dite formule de Faa di Bruno mais. ..

(o)™ )= > e (geo) < I g™

(i1, in)€0,n] ml'mzln

tq 1.m+2.mp+3.mg+-+n.mp=n

n!

rassurez-vous, elle n’est pas au programme !

Corollaire 37 Composition de fonctions de classe C*

Soient f une fonctions de classe C* sur une partie A, et g une fonction de classe C* sur une
partie B telle que f(A) < B.

Alors go f est C* sur A.

Corollaire 38 Quotient de fonctions de classe C"/C™

1. SoientneN, f et g deux fonctions de classe C” sur une méme partie A, telle que g ne
s’annule pas sur A.

Alors z est C" sur A.
g

2. Soient f et g deux fonctions de classe C* sur une méme partie A, telle que g ne s’an-
nule pas sur A.

Alors z est C° sur A.

(n)
/\ ATTENTION : il n'y pas de formule pour (g) (ou plutot pas de formule utilisable en

pratique!).

6 Formules de Taylor

6.1 Formule de Taylor-Lagrange

La formule suivante permet d’approximer localement une fonction par une intégrale. On a
une expression exacte du reste.

Théoréme 39 Formule de Taylor-Lagrange
Soient n € N et f une fonction de classe C"*! sur un intervalle I. Alors :

n rk) (n+1)
V(Cl,X)EIZ,H{E]d,b[/ f(x):zm(x_a)k_Fw

(x_ a)n+1
i K (n+1)!

Démonstration : On applique le théoréme de Rolle a la fonction :

n f(k)(t) r (x—t)n+1
(P.t»—»f(x)—];) o (x—=1) —AW
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6 Formules de Taylor

ol A € R est choisi telle que ¢(a) = 0.
CQFD [

En posant x = a+ h, on obtient :

~ n f(k)(a) B f(n+1)(a_|_() ]
HE0R/ flathy =), = ht e —rA—h

Corollaire 40 Développement en série de la fonction exponentielle

. x
Pour tout x € R 1a série E — converge et
n!
n=0

6.2 Inégalité de Taylor-Lagrange

la formule précédente permet d’encadrer sur un intervalle (fermée) une fonction entre deux
polynémes de méme degré.

Théoreme 41 Inégalité de Taylor-Lagrange
Soient n € N et f une fonction de classe C"*! sur un intervalle I. Alors :

Via,x) eI, |f(x)— i %@ X — ]!

(x—a)f|ls M———
- K (n+1)!

ot M= sup [f7 (s

tela,x]

Exemple: Encadrer la fonction xIn(1 + x) sur | — 1, +o00, entre deux polynémes de degré 4.

En posant x = a+ h, on obtient :

n f(k)(a)hk - |h|n+l

fla+h-)>

i K - (n+1)!

ouM= sup |f7™ ().

tela,a+h)

6.3 Formule de Taylor-Young

Dans cette version de la formule, le reste n’est pas exact, on connait simplement son ordre de
grandeur (ce qui suffit dans la plupart des applications). On obtient donc un développement
limité.

ECSL1.1, Lycée Fermat Toulouse. http://mathcpge.org/ 321



CHAPITRE 16 : Dérivabilité des fonctions numériques

Théoréeme 42 Formule de Taylor-Young
Soient n €N, ae R et et f une fonction de classe C” sur un voisinage de a. Alors :

n (k)
fa = Y %(x— & +o((x—a)"")
k=0 :

En posant x = a+ h, on obtient:
< f(k)(a) k n+l
f(a+h)h:OkZ=0—k! h*+o(h™*1)

fla+h)+ fla—h)-2f(a)
h? '

Exemple: Si f est C? au voisinage de a, alors : f”'(a) = }lin})

Corollaire 43 Existence de développement limité a tout ordre
Soient a € R et f une fonction de classe C* sur un voisinage de a.
Alors f admet en a un développement limité a tout ordre.

On en déduit tous les développements usuels en 0!

6.4 Recherche d’extremums

On rappelle qu’on appelle segment tout intervalle [a, b] fermé et borné (avec (a, b) € R?).
Nous avons vu au chapitre 15 le théoreme suivant.

Théoréeme 44 Théoréeme de continuité sur un segment

Soit f continue sur un segment [a, b].

Alors f([a, b)) est aussi un segment. Précisons : cela signifie que f([a, b]) = [m, M] ol on
aposé

m= min f(x) et M = max f(x)
x€la,b] x€la,b]

Rappelons que, par définition d'un minimum et d'un maximum, ces bornes sont at-
teintes, donc:

daela,bll m=f(a) et Apela,bll M= f(B)

et ainsi:

Vxela,bl, fla)<f(x)<f(P)

Autrement dit : f est bornée et atteint ses bornes.
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M= f(p)
f(a)
f

m= f(a)

/\ ATTENTION'! Ceci est faux si on ne prend pas un segment.

1 . . . . 1
Par exemple x — — est continue sur ]0, 1] mais n’est pas majorée puisque hm+ — = +o00.
X x—0" X

Théoréeme 45 Condition nécessaire d’extremum local

Soit f fonction C! sur un intervalle I et telle que :

(i) f admet un extremum local en xp € 1

(ii) I est un intervalle ouvert.

Alors f’(xg) = 0. La tangente a la courbe représentative de f au point d’abscisse xy est donc

horizontale.

/\ ATTENTION : la réciproque est fausse.
/\ ATTENTION : I'hypothese I ouvert est essentielle.

Ce résultat donne donc des points x, candidats a étre des extremums locaux (on les appelle
points critiques de f : xy € I et f'(xp) = 0). Mais il faut ensuite vérifier point par point si
on trouve bien un extremum local en ces points, puis faire une étude séparée des bornes de
I'intervalle. Pour I’étude des points critiques, on peut utiliser le théoréme suivant.

Théoréeme 46 Condition suffisante d’extremum local en un point critique
Soit f une fonction C? sur un intervalle ouvert I, et Xy un point critique de f.
Si f"(xg) # 0, alors f admet un extremum local en xy (maximum local si f”(x) = 0 et mini-

mum local si "' (xg) < 0).

En pratique, pour savoir si un extremum local est global, il suffit de dresser le tableau de
variations de f.

Exemple: Extremums de x — x> sur [-1,2].
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7 Fonctions convexes

Définition 47 Fonction convexe/concave
Soit f une fonction définie sur un intervalle I.

1. Ondit que f est convexe sur I lorsque :
Vix,y)e5,Vtel0,1], f(tx+1-0y)<t.f)+0-1).f)
2. Ondit que f est concave sur [ lorsque :

Vix,y) e 5Vtel0,1], f(tx+(1-0y)=tf)+0A-1).f()

Proposition 48 Lien entre convexe et concave
Soit f une fonction définie sur un intervalle I. Alors :

f est concave sur [ < — f est convexe sur [

Pour cette raison nous n’étudierons que le cas des fonctions convexes.

Interprétation graphique de la convexité/concavité :
« Si f est convexe, tout arc de sa courbe est situé en-dessous de sa corde;
« Si f est concave, tout arc de sa courbe est situé au-dessus de sa corde.

tfix)+ (1 =1)fiy)
fiy)

fex+(I-t)y)

L ,

x (x+(I-t)y ¥y
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7 Fonctions convexes

Théoreme 49 Inégalité de Jensen
Soit f une fonction convexe sur un intervalle I. On a alors, pour tout (xy,...,x,) € I" et tout

n
(A,...,An) €10,1]" telque ) Ap=1:
k=1

f(i )kak) < i /lkf(xk)
k=1

k=1

Théoréme 50 Fonctions convexes de classe C'

Soit f une fonction de classe C' sur un intervalle I. On a équivalence de :
(i) f est convexe sur [;

(i) f’ est croissante sur [ ;

(iii) €r est au-dessus ses tangentes sur I.

Théoréme 51 Fonctions convexes de classe C?
Soit f une fonction de classe C? sur un intervalle I. Alors :

festconvexesur I < VxelI, f"'(x)=0

Exemple: Les fonctions exp et x — x? sont convexes sur R, et la fonction In est concave sur
[R*
b

Exemple: Si t € [0, 7], alors sin(f) < ¢. En déduire que V¢ € R, [sin(#)| < |#] (cf I'inégalité des
accroissements finis).

Définition 52 Point d’inflexion

Soient f une fonction définie sur un intervalle I, et xp un point intérieur a /. Lorsque f est
convexe sur I'un des deux intervalles INn] — oo, xp] et I N [xy, +oo[, et concave sur I'autre, on dit
que f admet un point d’'inflexion en x.

Théoréme 53 Condition nécessaire de point d’inflexion pour une fonction de classe C?
Soient f une fonction de classe C? sur un intervalle I, et X, un point intérieur a I.
Si f” s’annule en changeant de signe en xo, alors f admet un point d’'inflexion en xy.

Exemple: x — x> admet un point d’inflexion en 0.
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8 Exercices

Dérivée et étude de fonctions

Exercice 1 Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I.
1. Etablir que f et f’ sont de parités contraires.

2. Montrer que f’ est de méme périodicité que f.

Exercice 2

1. Déterminer le nombre de solutions de 'équation 2 +In x = x.

2. On note h 'application de R* dans R définie par /(0) = 0 et pour tout x > 0, h(x) =
xIn(x). Montrer que h est continue sur R* et tracer I'allure de son graphe en précisant
les tangentes au point d’abscisse 0 et 1.

3. Onpose f(x) = %lxl Montrer que f est bijective sur R et déterminer f~*.

Exercice 3 Pour chacune des fonctions suivantes déterminer son ensemble de continuité
(la prolonger éventuellement par continuité aux bornes de son ensemble de définition), son
ensemble de dérivabilité, puis calculer sa dérivée. Sont-elles de classe C 112 ot elles sont
dérivables ?

1-e* six<0
1-x? 2. X { 3. x—|1-x2

1. x— arctan === -In(1+x) six>0

Exercice 4

1. Montrer que la restriction de cos a [0, ] est bijective et étudier la continuité et la déri-
vabilité de son application réciproque, notée arccos.

2. Montrer que la restriction de sin a [—%, %] est bijective et étudier la continuité et la
dérivabilité de son application réciproque, notée arcsin.

=

. I _
Exercice 5 Onpose:Vt>0, g(t) = ;e .

1. Montrer que g peut-étre prolongée en 0 en une fonction dérivable a droite en 0.

2. Soit n € N*. Montrer que pour n assez grand, I'équation (E,) : g(t) = % admet deux
solutions x, et y, sur R; vérifiant: 0 < x, <1< yj,.

3. Donner la monotonie et la limite des suites (x,) et (y,).

Exercice 6 On considere la fonction f définie sur R} par :

xl o I g2

f(x):{ x-17 72

1 six=1

1. Montrer que f est C! sur son ensemble de définition.

2. Construire le tableau de variations de f.
Exercice 7 On définit les deux fonctions ¢ : [0,27] — [0,27], t — @(t) = t —sin(¢) et ¥ :
[0,27] — R, t — y(t) =1 —cos(?).

1. Montrer que ¢ est C! sur [0,27] et qu’elle admet une fonction réciproque ¢! qui est
continue sur [0, 2] t dérivable sur ]0,2x].

Onpose f:[0,271] — R, x— f(x) =ywop ! (x).
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2. Vérifier que f est continue sur [0, 27] et dérivable sur ]0,27x[.

3. Etudier les variations de f sur [0,27]. Montrer que la droite d’équation x = 7 est axe
de symétrie pour la courbe représentative de f. Déterminer lim f '(x). Que peut-on en
x—0

déduire?

4. Tracer I'allure de la courbe représentative de f.

Exercice 8 Soit a un réel positif ou nul. Pour x € R, on pose P, (x) = x>+ ax — 1.
1. Montrer que ce polyndme admet une unique racine réelle u(a).

On note u I'application définie sur R, qui a tout a associe le réel u(a).

Montrer que : u(R;) S R}.

Montrer que u est strictement décroissante sur R..

Calculer u(0), puis agrilmu(a).

Déterminer 'application réciproque de u.

Montrer que u est continue sur R,.

Montrer que u est dérivable sur R, et calculer u'(a), pour tout a € R,

® N e g e e

Esquisser l’allure de la courbe représentative de u.

Théoremes de Rolle et des accroissements finis

Exercice 9 Soit f une fonction continue sur R*, dérivable sur R}, telle que f(0) = 0 et f’
croissante sur R*. Etablir que :
f(x)

Vx>0, < f(x).
P fx

fx)

En déduire que la fonction g : x — < est croissante sur R}.

Exercice 10 Soit f : [a, b] — R de classe C? telle que f(a) = f(b) =0.

1. Montrer que :
(x—a)(x—Db)
2

Indication : on considerera la fonction ¢(t) = f(t)— é(t— a)(t—Db) ot A est une constante
bien choisie.

Vxelabl, 3Icela,bl/ f(x) = ()

2. En déduire une constante M telle que:

(x—a)(b—x)

Vxela,b]l, |f(x)I=sM 5

Exercice 11
Soit a €]0, 11.

1. Etablir que:

- <(n+1)'"%-nl"%< 1«

Vvn=1, — < .
(n+ 1)@ ne

2. En déduire un équivalent de la suite (Hj,) ;> définie par :

o1

VI’lE 1, Hn - I
i1 k¢
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Dérivées d’ordres supérieurs

Exercice 12

1. Soient n € N* et f une fonction n fois dérivable sur [a, b], s'annulant en n + 1 points
distincts de [a, b]. Montrer que f (") g’annule au moins une fois sur ]a, bl.

2. Soient n € N* et a, b deux réels tels que a < b. On consideére f une fonction de classe
C" sur [a, b] telle que :

vkelo,n-11, f®@=f*wm) =o.

Montrer que f (" g’annule au moins 7 fois sur ] a, bl.

Application : pour n € N*, on note P, = (X +1)*(X—1)" et L, = P (polynomes de Le-
gendre). Montrer que L, admet 7 racines réelles disctinctes et qu’elles appartiennent
alintervalle] —1,1[.

Exercice 13 Montrer que les fonctions suivantes sont de classe C*™ sur leur ensemble de

.. . . . 1 1 1
définition et déterminer leurs dérivées successives : x — , X — et x— 5
1-x 1+x 1-x

0si x<0

E ice 14 Soit f:R — R défini =
xercice oit f éfinie par f(x) { et six>0.

1. Montrer que f est de classe C* sur R} et qu’il existe une suite de polyndémes (P;,) sen
telle que

1
VneN,¥x>0, f"(x) =P, (—) e %,
X

2. En déduire que f est C*™ sur R.

Fonctions convexes

Exercice 15

1 1
1. Soient p et g deux réels strictement positifs tels que — + — = 1. Montrer que::
p 4

Va,be(RY)?, Ya¥bs< g +§

1 1
2. Soit p = 1. En étudiant la convexité de f :— (1 + tP) 7, établirque: V¢t =0, (1+tP)r =

25 1+ 1),
En déduire que:
V), e+ p? <27 (x4 y?)

Retrouver directement cette inégalité en utilisant la fonction x — x”.

Exercice 16

1. Soient f une fonction convexe sur un intervalle I et x1, X, ..., X, n points de I. Soient
n

A1, A2, ..., Ay des réelspositifs tels que : Z Ar=1.
k=1

n n
Etablir que : f(z )kak) <) Arf(xp).
k=1 k=1
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2. En déduire que si x1, x2, ..., X, sont des réels strictement positifs alors :

X1+Xo+--+ Xy

VX1X0...X5 <

n
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Chapitre 17

Espaces vectoriels de dimension finie

Dans tout ce chapitre K désigne R ou C.

1 Espaces vectoriels de dimension finie

1.1 Cardinal d’'une famille finie de vecteur

On rappelle qu'on appelle famille finie de vecteurs de E tout n-uplet de vecteurs de E, ou
neN.

Si & est une famille finie de vecteurs de E, il existe donc un unique entier naturel n € N et un
unique n-uplet (uj,..., u,) de vecteurs de E, tels que :

F = (@,.... )
Lentier n est appelé cardinal de la famille 5.

A\ Contrairement aux ensembles, les élements d'une famille ne sont pas nécessairement
deux a deux distincts.
SiZ ={x,%,x}, alors Card(¥) = 1.

—_— — —

SiZ =(x,x,x),alors Card(¥) = 3.

Le cas n =0, correspond au cas de la famille vide & = @.

1.2 Bases et dimension

Définition 1 Espace vectoriel de dimension finie

Soit E un K-ev, ie un espace vectoriel sur K. On dit que E est de dimension finie lorsqu’il
admet une famille génératrice finie.

Dans le cas contraire, on dit que E est de dimension infinie.

Exemple: K" et K[ X] sont de dimension finie.

Exemple : Nous n’avons pas les outils pour le démontrer mais on peut tout de méme le si-
gnaler : K[X], KN et R® sont de dimension infinie.

Nous allons maintenant étudier 1’existence de bases dans un [K-ev de dimension finie.
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Remarquons tout d’abord que, dans tout K-ev E, il existe toujours une famille génératrice
qui est E lui-méme. Si E n’est pas réduit au vecteur nul, alors tout vecteur x de E différent du
vecteur nul donne (75) famille libre, et donc E admet toujours une famille libre. Par contre, il
n’est pas clair que E admet au moins une base. C’est 'objet du théoréme suivant.

A toutes fins utiles, rappelons que, par convention, @ est une base de { 0 g}, et donc { 0 ¢} est
un K-ev de dimension finie.

Théoreme 2 Existence de bases en dimension finie
Si E est de dimension finie, alors E admet au moins une base composée d'un nombre fini de
vecteurs.

Enfaitsi®=(€1,€2,..., € ,) estune telle base deE, alors, pour tout A e K*, (1.¢1,7€,..., € )
en est une autre. Ceci prouve que E admet en une infinité de bases.

Ce n’est pas au programme mais intéressant a savoir : si E est de dimension infinie, alors E
admet aussi des bases (infinies), grace a I’axiome du choix.

Démonstration : On peut supposer sans perte de généralité que E n’est pas réduit a {B)[E}.
Puisque E est de dimension finie, E admet une famille génératrice finie qu’'on note & =

(W1 ).

¢ Si % estlibre, alors & est un base finie de E et le résultat est démontré.

* Si.Z estliée, alors un des vecteur est CL des autres. Par exemple, supposons que p est CL
de (7[1, 1 p—1)- Dans ce cas Z est encore une famille génératrice de E. On recommence
alors le raisonnement avec & : si elle est libre on a trouvé une base finie, sinon on peut
encore lui enlever un vecteur tout en gardant son caractere générateur. ..

Soit on tombe sur une famille génératrice et libre donc une base de E, soit, dans le pire des
cas, on tombe p — 1 fois sur une famille liée, ce qui donne une famille génératrice composée
d’'un vecteur (). Puisque E n'est pas réduit a 0k, ce vecteur est non nul et forme donc une
famille libre. Ainsi on trouve encore une fois une base finie de E.

CQFD [

Corollaire 3 Extraction de base d’'une famille génératrice finie
SiE est de dimension finie et si & est une famille génératrice finie de E, alors on peut extraire
de & une base 28 finie de E.

Exemple: Donner une base de E = Vect [ (X—1)%, X?,—2X+1] etde E = Vect[(1,0); (1,1); (0,2)].

Lemme 4 Nombre de vecteurs d’'une famille libre et d’'une famille génératrice

Soit E un K-ev de dimension finie.

On suppose que Z est une famille libre de E et que ¢ est une famille génératrice finie de E.
Alors £ est finie et Card(%) < Card(¥).
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Démonstration : Par I'absurde, supposons que Card(%) > Card(¥).

Onnote¥ =(vy,..., Vp)et£ =(uy,..., ug). Remarquons que celaimpose que p = Card(¥)
et g = Card(Z).

Comme on a supposé que g > p, on peut noter :
— — — —
L=(Ur,., Up, Upsly..., Ug)

e Comme ¥ est génératrice de E, on a U, CLdes vecteurs de ¢ :
— p —
u1:Zai.vi ol (ay,...,ap) €K’
i=1

Au moins une des «@; est non nul : sinon on aurait #; = 0 ce qui est absurde car U e Let
&£ est libre.

Pour simplifier, supposons que a,, # 0. Alors :

l)pz— ul—Zai.vi
Xp i=1

donc v, e Vect(U1, V1, Va,..., U p-1).

—

D’autre part 4 = (V1,..., Up-1, U
aussi. Comme v, est CL de (U,
génératrice de E.

) est génératrice de E, donc (U1, U1,..., Up-1, U p) lest

P — . —_ — —
Ul,..., Up-1), on obtient que 4, = (U1, V1,..., U p-1) est

On a donc remplacé U, par u; dans la famille génératrice 4.

« On recommence. Comme ¥ est génératrice de E, ona u, CLde (U1, V1,..., U p-1):

p-1
ugzﬁ.u1+Zai.vi olt (B1,a1,...,ap-1) €KP
i=1

et comme (U1, U>) est libre (sous-famille de £ qui est libre), on a au moins un des a; qui
est non nul.

Pour simplifier, supposons que a1 # 0. Alors:

—_ ]- —_ —_— p_z —_—
Vp-1=—— ug—ﬁl.ul—Zai.vi
ap-1 i=1

donc T;p—l € Vect (7[1,7[2,7;1,...,7,9_2).

D’autre part 4, = (U1, V1,..., U p-2, U p-1) est génératrice de E, donc la famille

Ui, Uz, Uty..., Upz, Up-1) lest aussi, et donc 9> = (U1, Uz, V1,..., U p—2) est génératrice
de E (puisque 7 p—1 est CL de ces vecteurs).

A ce stade, on a donc remplacé v, et U ,_; par U et U dans la famille génératrice 9.

« Au bout de p étapes, on remplace V1, ..., Up-1, Up par Ui, ..., Up-1, Up (ce qui est
possible car g > p), et on obtient que la famille %), = (Til, T p) est génératrice de E.
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Mais alors p+1 est CL de ¥, ce qui contredit le fait que £ est libre.

Par I'absurde, on a donc montré que Card(%) < Card(¥).
CQFD [

Corollaire 5 Théoréme de la dimension finie
SiE est un IK-ev de dimension finie, alors toutes ses bases sont finies et de méme cardinal.

Ce théoréme permet de définir la notion de dimension.

Définition 6 Dimension
SiE est un K-ev de dimension finie, on appelle dimension de E le cardinal commun de toutes
ses bases. Ce nombre entier naturel non nul est noté dim(E).

On adopte la convention que { 0 ¢} est de dimension finie et que dim ({EE}) = 0. En général

on a donc dim(E) € N et dim(E) = 0 <> E = { 0 ¢}.

Exemple: K" est de dimension finie et dim (K") = n.
Exemple: [ ,[X] est de dimension finie et dim (K, [X]) = n+ 1.
Exemple: ./, (K) est de dimension finie et dim (.4, (K)) = n?.

Exemple : C est de dimension finie en tant que C-ev et aussi en tant que R-ev. De plus,
dimc(C) =1 et dimg(C) = 2.

Définition 7 Droites et plans vectoriels
Soit E un K-ev.

1. On appelle droite vectorielle de E, tout sev [F de E vérifiant dim(F) = 1. Autrement dit ce
sontles sev F de E tels que F = Vect(%) pour # €E, U # O.

2. On appelle plan vectoriel de E, tout sev [ de E vérifiant dim(F) = 2. Autrement dit ce
sont les sev F de E tels que F = Vect(u, V) pour (#, V) € E?, avec U et U non coli-
néaires.

Exemple: Dans RN, G = {(u,) nen €RY/ VR €N, upi1 = 2up} est une droite vectorielle.

Exemple : Pour (a,b) € R?, Fyp = {(un)nen € RN/ VR €N, upip = auysr + buy} est un plan
vectoriel de RV (d’apreés le cours sur les suites réelles récurrentes).

ECSL1.1, Lycée Fermat Toulouse. http://mathcpge.org/ 334



1 Espaces vectoriels de dimension finie

1.3 Familles de vecteurs en dimension finie

Théoréme 8 Familles génératrices en dimension finie : extraction d’'une base

Soit E un K-ev de dimension finie et & une famille finie de vecteurs de E, génératrice de E.
Alors:

1. il existe une sous-famille 28 < % qui est une base de E;
2. Card(%#) =dim(E) ;

3. Card(¥) =dim(E) <= & estune base de E < & est libre.
Autrement dit une famille génératrice minimale (ie de cardinal minimal) est libre.

/\ ATTENTION : ce résultat est faux en avec une famille infinie! On ne peut pas toujours
extraire une base d'une famille génératrice composée d'une infinité de vecteurs.

Corollaire 9 Cas de Vect(%)
SiE est un K-ev et &% est une famille finie de vecteurs de E, alors :

1. Vect(Z) est de dimension finie et dim [ Vect(¥)] < Card(¥);
2. dim|[Vect(¥)] = Card(¥) <= Z est une base de Vect(¥) <= & est libre.

DoncsiF = (Uy,..., Up), alors dim[Vect(T[l,...,Tip)] <p.

Théoréeme 10 Familles libres en dimension finie : théoréme de la base incompléte
Soit E un K-ev de dimension finie et & une famille libre de vecteurs de E. Alors :

1. il existe une sur-famille & < 28 qui est une base de E;
2. Card(%#) <= dim(E);

3. Card(¥) =dim(E) <= & est une base de E < % est génératrice de E.
Autrement dit une famille génératrice minimale (ie de cardinal minimal) est libre.

Si %, est une base fixée de E, alors on peut compléter & en une base 2 de [E, en prenant
certains vecteurs de la famille 23,.

Exemple: ((1,1);(1,-1)) est une base de R?.

Exemple: Compléter (X%, X? + 1) en une base de K,[X].

Corollaire 11 Base d’'un(e) droite/plan vectoriel(le)
Soit E un K-ev. Alors :

1. siF est une droite vectorielle de E, tout vecteur u # HE élément de [F est une basedeF;

2. siF est un plan vectoriel de E, tous vecteurs U et v non colinéaires et éléments de F
forment une base de F.
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2 Sous-espaces vectoriels en dimension finie

2.1 Inclusion et dimension

Théoréme 12 Sev d’un K-ev de dimension finie
Soit E un K-ev de dimension finie.
Alors tous ses sev [F sont aussi de dimension finie et vérifient : dim(F) < dim(E).

Démonstration : Soit F un sev de E.

« SiF = {0 ¢} alors F est de dimension finie et dim(F) = 0 < dim(E).
e SiFF # {H[E}. Dans ce cas il existe 71 # 0, et donc (u1) libre dans F.

Si ce n'est pas une base de F alors on prend 1 € F tel que >, ¢ Vect(u1), et on obtient
(1, U ) famille libre dans F.

Ainsi de suite, siona (u1,..., ) famille libre de F qui n’est pas une base de F alors on peut
trouver U .1 € F tel que U g1y € Vect(U1,..., U ), eton obtient (U 1,..., U, U k+1) libre.

Au bout d'un nombre fini d’itérations :

- on obtient une base finie de F, donc [ est de dimension finie;

- ou dans le pire des cas on arrive a (7[1, e Tln) famille libre dans F avec n = dim(E). Cette
famille est aussi libre dans E, et c’est donc une base de E et donc une base de F (ie qu'on est
dans le cas o1 E =F). Dans ce cas aussi [ est de dimension finie.

CQFD U]

Définition 13 Hyperplan
Soient E un [K-ev de dimension fine et F un sev de E.
On dit que F est un hyperplan de E, lorsque dim(F) = dim(E) — 1.

Exemple: Dans K2, les hyperplans sont les droites vectorielles. Dans K3, les hyperplans sont
les plans vectoriels.

Théoréme 14 Inclusion-Dimension
Soient E un K-ev et F, G deux sev de E.

1. Si G est de dimension finie et F € G, alors F est de dimension finie et dim(F) < dim(G).

2. Si G est de dimension finie et F € G, alors :

F =G << dim(F) = dim(G)

/\ ATTENTION : il n’y a pas de réciproque pour le premier point! Si dim(F) < dim(G), on
ne peut absolument pas dire que F < G. Par exemple, considérer F = Vect (2”)n€N] etG =

Vect[(1,0,1);(1,1,0)].
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2.2 Rang d’une famille de vecteurs

Le rang d’'une famille de vecteurs est défini comme suit.

Définition 15 Rang d’une famille de vecteurs
Soient EunK-evet F = (Uj,..., U ,) une famille finie de vecteurs de E.
On appelle rang de % le nombre entier naturel défini par : rg(¥) = dim (Vect[% ]).

Le rang permet d’étudier 'espace engendré par les vecteurs.

Théoréme 16 Propriétés du rang d’une famille de vecteurs
Soient EunK-evet # = (Uj,..., U ) une famille finie de vecteurs de E.

1. 1g(&F) < min(Card(Ff),dim([E));

2. 18(¥) = 0 < tous les vecteurs de & sont nuls
3. 18(¥) = Card(¥) < Z libre;

4. 1g(F) =dim(E) < & génératricede[;

5. siCard(¥) =dim(E) = n:

18(F) = n <= % estune base de E

Pour simplifier les calculs, on dispose des formules suivantes.

Proposition 17 Regles de calcul du rang d’'une famille de vecteurs
Soient E et F deux K-evet & = (uy,..., T[p) une famille finie de vecteurs de E.

1. Sla;éO . rg(ﬁl,...,ﬁp_l,ﬂp) :rg(ﬂl,...,ﬁp_l,a.ﬂp).

2. 1g(Uryees, U po1, 0g) =18 (W1, .0, U poi).

p-1
3. Si(A1,.e dpm1) €K irg (Ut Upo1, Up) = TG UL,y Up—1, Up + Y, Aje. Uk |-
k=1

4. Siup estCLdelafamille (uy,..., U p-1) 18 (U1, ..., Up—1, Up) =18 (U1, ..., Up-1).

On peut remarquer que ce sont les mémes propriétés que celles du Vect.

Pour calculer le rang d'une famille de vecteurs, il faut donc extraire de & une base de Vect(%)
(tout autre méthode n’est pas au programme).

Exemple: 1g[(1,0,1);(1,1,0);(0,-1,1)] = 2.
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2.3 Somme de deux sous-espaces vectoriels

Définition 18 Somme de deux parties de E
On considere [, et [F, deux parties de [E.
On appelle somme de [F; et [F,, notée [, +[F», la partie de E suivante :

[F1+[F2:{76>:ﬁi+ﬁz)/m€ﬂ:letﬁ2>€ﬂ:2}

Onadonc X €F; +F; si et seulement si il existe (u1, uz) € Fy x F tel que X = u; + us.

s 2 . o o, » —_ —_ pa— —_ —_
En général il n'y pas unicité des vecteurs u; et u, tels que x = u; + up, comme le montre
I'exemple suivant.

Exemple: Dans R3, onnote F; = {(x,,2) eR3/ x+y—z=0} et F» = {(x,5,2) €R3/ z=0}.
Alors (1,1,1) =(0,1,1) +(1,0,0) = (1,0,1) + (0,1, 0).

€F, €l €lF; €f

On ales cas particuliers suivants.

Proposition 19 OnaE+E=F, E+{0z} = {0z} +E =E et {0z} + {0z} = {0£}.

Théoréeme 20 Propriétés d’'une somme de deux sev
On suppose que F; et [, sont des sev de E. Alors :

1. F; +F, estunsevdel, contenantF; et F»;

2. c'estleplus petitsevdeE contenant[F; et [F», c’est-a-dire que si G est un sevde E vérifant
FicGetetlF, €G, alorsF +F, €G.

Théoréeme 21 Famille génératrice d'une somme de deux sev
Soient [F; et F, deux sev de E. On suppose qu'on a & une famille génératrice de [, et ¢4 une
famille génératrice de [,. Alors & U ¥ est une famille génératrice de Fy + [ :

Vect(&) + Vect(¥) = Vect(F U¥)

Exemple: Dans R3 :
Vect[(1,0,1);(0,1,1)] + Vect[(1,0,0); (0,1,0)] = Vect[(1,0,1); (0,1,1); (1,0,0);(0,1,0)]

/\ ATTENTION : ce résultat est faux avec des familles libres, comme le montre le contre-
exemple suivant.

Exemple: 7 = ((1,0,1);(0,1,1)) et ¢ = ((1,0,0); (0,1,0)) sont libres (car composées de deux
=u1 =u2 :u3 :u4
vecteurs non colinéaires), mais & U9 = (uj, uz, u3, us) ne 'est plus car :

U -1y =(1,-1,0) = uz — uy
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Pour avoir de meilleures propriétés, on a besoin d’'une notion plus forte : la notion de somme
directe.

Définition 22 Somme directe de deux sev

Soient [F; et F, deux sev de E.

On dit que [, et F, sont en somme directe, ou que la somme F; +F, est directe, lorsque
FinFy = {OE}.

Dans ce cas F; +F;, est notée F; G [F».

Si la somme est directe, on a unicité de la décomposition d'un vecteur en somme d’un vec-
teur de [F; et d'un vecteur de F» : c’est en méme une caractérisation.

Théoréme 23 Premiére caractérisation d'une somme directe
Soient [F; et F» deux sev de E. Alors :
[F, et F» sont en somme dlrecte si, et seulement si, tout vecteur x € [F; +F, s'écrit de maniére

unique X = f1 + fz avec f1 el et fz elF,.

On peut restreindre la condition de 'unicité de la décomposition au vecteur nul.

Corollaire 24 Somme directe et décomposition du vecteur nul
Soient [F; et F» deux sev de E. Alors :
F; etF» sont en somme directe si, et seulement si :

—

V(fi,)eF1xF2, fitho=0=fi=f=0

—

ie que la seule décomposition de 0 dans Fi+Fyest 0 = 0+0.

Si la somme est directe, 'union d’'une famille libre de [F; et d’'une famille libre de F, donne
une famille libre.

Théoréme 25 Famille libre d’'une somme directe
Soient [F; et F, deux sev de E, en somme directe. Alors I'union d’'une famille libre de F; et
d’'une famille libre de F, donne une famille libre de [F; + [F».

On en déduit la seconde caractérisation des sommes directes.

Corollaire 26 Seconde caractérisation d'une somme directe

Soient [F; et F, deux sev de E. Alors :

[, et F» sont en somme directe si, et seulement si, 'union d'une base de [F; et d'une base de
F» donne une base de F; + [F».

Ce résultat est alors vrai pour toutes les bases de [F; et [F».
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On verra, tout au long de 'année, qu’il est fréquent dans les résultats d’algebre linéaire,
qu’'une propriété vraie sur un cas particulier, s’étende automatiquement au cas général (ici :
si la propriété est vraie pour une base de [; et [, elle est alors vraie pour toutes les bases de
i etFs).

Définition 27 Sous-espaces vectoriels supplémentaires
Soient [F; et F, deux sev de E.
On dit qu’ils sont supplémentaires dans E lorsque F; @ F, = E.

/\ ATTENTION : ne pas confondre avec la notion de complémentaire (qui ne donne pas un
sev) !

Théoreme 28 Caractérisations des sous-espaces vectoriels supplémentaires
Soient [F; et [F, deux sev de E. On a équivalence de :

1. F; et F, sont supplémentairesdansE:E=F; ®F,;

2. Fi+F,=EetF,nF, ={0z};

3. I'union d'une base de [F; et d’'une base de [F» donne une base de E;

4. tout vecteur e € [ se décompose de maniére unique sous la forme ¢ = ﬁ + E, avec
f{ el et E €Fs.

Dans ce cas I'union de n'importe quelle base de [F;, avec n'importe quelle base de F, donne
une base de E; on dit qu'on a une base de E adaptée a la somme directe E =F; ®F».

On peut retenir qu’en coupant une base de E en deux sous-familles 98, et %, alors %, et %,
engendrent deux sous-espaces supplémentaires de E (d’apres le point 3.).

Exemple : R* = Vect [(1,0)] & Vect[(0,1)], donc F; = Vect [(1,0)] et F, = Vect [(0,1)] sont sup-
plémentaires dans R?.

Rédaction : Dans la majorité des cas, on utilise le point 4. pour montrer que [, et F, sont
supplémentaires dans E.

On a donc deux choses a démontrer : l'existence et l'unicité de la
décomposition de tout vecteur de [E. Il est plus facile commencer
par  vérifier  l'unicité de la décomposition (si elle existe),  puis de  vérifier
'existence d’au moins une décomposition (en en donnant un exemple).

On rédige cette démonstration par analyse-synthese :
e On montre que [F; et F, sont deux sev de E. On a donc F; +[F, < E.

 On se donne ¢ € E fixé quelconque.
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o ANALYSE : on suppose qu'on a trouvé au moins une décomposition de de ¢ :
G =fi+ foavec fi €Fy et fo € Fa.

— On veut montrer que cette décomposition est unique; pour cela on cherche a calculer
ﬁ etﬁ en fonction de e .

A ce stade, on a montré que [, et [, sont en somme directe; doncF; & F, < E.

e SYNTHESE :

— On veut montrer que e aau moins une décomposition; pour cela on utilise les formules
obtenues dans la partie analyse.

On définit donc ]_”1) et ]72) en fonction de ¢, a partir des formules obtenues dans la partie
analyse. Il reste a vérifier que ceci donne bien une décomposition de ¢ dans F; @ F,
c’es_t)—é-dire tr(is points : -

() fieFy; () LeFet(i) i+fa="e.

On alors montré que E < [, &F,; et donc par double-inclusion : E=F; & F,.

La synthése n’est qu'une simple vérification, mais elle est indispensable dans le raisonne-
ment, il ne faut donc pas la négliger! Considérer par exemple E = RV, Fy = {(a,) nen/ V1 €
N, ay = an+1 + ans2} €t Fa = {(bp)nen/ V1 €N, bpi1 + bpip = 0} : la somme est directe mais
différente de E!

2.4 Somme k = 2 sous-espaces vectoriels

Soit k € N tel que k = 2.

Définition 29 Somme de k parties de E
On considere k parties de E notés Fy, F», ..., Fg.

p
OnappellesommedeFy, Fy, ..., Fp, notéeFy +Fa+---+F), = Z Fi,la partie de E suivante :
k=1

k .

[F1+[F2+~-~+[F,C:Z[Fj:{7c’: 1+E§+~-~+E,§/U{e[ﬂ etﬁz’e[ert...etu_lzerFk}
j=1

k
Onadonc X €Fy+Fp+---+F¢ = ) F; sietseulementsiil existe (u1,..., ug) € Fy x -+ xFy
j=1

k
telque X = ) u;.
j=1

De méme que dans le cas k = 2, il n'y a en général pas unicité des vecteurs uy, ..., iy tels que
k
—_ —_
X =) uj.
j=1
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Théoréeme 30 Propriétés d’'une somme de k sev
On suppose que [y, Fo, ..., Fr sont des sev de E. Alors :
k
L. Fy+F2+---+F, = Z F; estun sev de [, contenantles[F;, pour i € [1, k] ;
j=1
2. C'est le plus petit sev de E contenant les [F;, pour i € [1, k], c’est-a-dire que si G est un
sevdeE vérifantF; € Get... etF =G, alorsF; +Fy +--- +Fr. € G.

On peut aussi définir la notion de k sous-espaces en somme directe.

Définition 31 Somme directe de k sous-espaces vectoriels

Soient [y, ..., Fi des sevde E.
k

On dit que [y, ..., Fi sont en somme directe lorsque pour tout X € Fy +Fp+---+Fr = ) _Fj,
=1

k
il existe de maniére unique (i1, ..., ug) € Fy x --- xF telque X = )_ u;.
j=1

k
Danscecas[Fl+[F2+---+[Fkestnotée[ﬁ@[Fz@“'@[Fk:@[Fj
Jj=1

Pour k =2 on retrouve bien la notion de deux sev en somme directe (grace au théoréme 23).

On a les caractérisations suivantes.

Théoréme 32 Caractérisations des sommes directes de k sev

Soient [y, ..., Fi des sev de E. On a équivalence de :
1. Fy, ..., F; sont en somme directe;
2. Pour tout (fl,...,fp) €Fy x---xFp, fi +---+fp:6 = fi==fp :6;
3. I'union d’'une base de 1, d'une base de [F5, ..., et d'une base de F;, donne une base de

Fi+Fo+---+ Fp.

Ce dernier point est alors vrai pour toutes les bases de [y, Fo, ..., F.

On en déduit le corollaire suivant.

k
Corollaire 33 Critere pour queE = PF;
j=1
Soient [y, ..., F; des sevde E.

k
Alors E = @[Fj si, et seulement si, 'union d’'une base de [F;, d'une base de [, ..., et d'une
j=1
base de F;, donne une base de E.
Ce est alors vrai pour toutes les bases de [y, Fo, ..., Fx : on dit alors que la base de E obtenue

par union de ces bases est une base adaptée a la somme directe.
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2.5 Sommes et sommes directes en dimension finie

Si®=(ui.. up) etF =(V1,...,vq) sont deux familles de vecteurs d’'un méme espace
vectoriel E :
BUE=(U1,..., Up, V1,..., Ug)

On a donc la formule : Card(98 U ¢) = Card(48) + Card(%6).
/\ Attention de ne pas confondre avec la formule d’inclusion/exclusion sur les ensembles :

Card(B U C) = Card(B) + Card(C) — Card(Bn C)

On commence par les premieres formules simples sur la dimension d'une somme de sev.

Théoreme 34 Sommes de sev et dimension
Soient E un K-ev, et F et G deux sev de E de dimension finie.

1. F+Gestun sevde E de dimension finie et : dim(F + G) < dim(F) + dim(G) ;

2. siF et G sont en somme directe, alors F @ G est un sev de E de dimension finie et :
dim(F & G) = dim(F) + dim(G).

Un résultat fondamental : I'existence de supplémentaires de dimension finie.

Théoréeme 35 Existence d’'un supplémentaire en dimension finie
Soit E un K-ev de dimension finie. Alors tout sev [ de E admet des supplémentaires G dans E
(ieE=F&®G), etils vérifient dim(G) = dim(E) — dim(F).

/\ ATTENTION : il n’y pas unicité d'un supplémentaire mais seulement de sa dimension.

Ce n’est pas au programme d'ECS premiere année : le résultat est encore vrai en dimension
infinie.

De ces deux théoremes on déduit une formule générale sur la dimension d’'une somme de
Sev.

Théoréme 36 Formule de Grassmann
Soient E un K-ev, et F et G deux sev de E de dimension finie. On a:

dim(F + G) = dim(F) + dim(G) — dim(F N G)

Démonstration : On sait que F est de dimension finie et que FNG est un sevde F. FNG adonc
des supplémentaires dans [.

Soit H un supplémentaire de FNG dans F : F = (FNG) @ H. On a donc dim(H) = dim(F) —
dim(F N G).
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Montrons queF+G=H®G:

11 est clalr que H+G < F+G pulsque[H]C[F Rec1proquement si f e F et g €G, on peut écrire
f— G+ D avecd eFnGet b e H. Onobt1entf+g— b+a+g€[H]+Gpmsque G+geG;
e puisque HEF, GNH=GNFNH={0}.

On en déduit que :

dim(F + G) = dim(H) + dim(G) = dim(F) — dim(F N G) + dim(G)

CQFD [

Autre résultat important, la dimension finie donne une nouvelle caractérisation des sev sup-
plémentaires.

Théoréeme 37 Caractérisation des sev supplémentaires
Soient Eun K-ev de dimension finie, et F, G deux sev de E. On a équivalence des propositions::

1. F et G sont supplémentairesdansE:E=F®G;
2. F+G=EetFnG={03};

3. I'union d’'une base de [ et d'une base de G donne une base de E (c’est alors vrai pour
toutes les bases) ;

4. tout vecteur ¢ € [ se décompose de maniére unique sous la forme ¢ = 7‘) +g, avec
f cFetg €G;

5. E=F+Getdim(E) = dim(F) + dim(G) ;

6. FNG = {0} etdim(E) = dim(F) + dim(G).

Exemple : Dans R3, on consideére F = Vect[(1,1,1)] et G = {(x,y,a) € R x+y+2z=0}=
Vect[(1,0,—1);(0,1,-1)].
Ona dim(F) + dim(G) =3 et FNG = { 0 s}

Dans le cas d’'une somme directe de k sev de E, on a la formule suivante.

Théoréme 38 Dimension d’'une somme directe de k sevde E
Soient [y, ..., F; des sevde E en somme directe. On a:

k k
dim(@[Fj) =Y dim(F))
j=1

j=1
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3 Exercices

‘ Familles libres, génératrices, bases, dimension ‘

Exercice 1 Les familles suivantes sont-elles des bases de R3 2

#1=(10,1,2,01,2,0,2,0,1)
F=(1,1,0,2,0,1),6,1,1,0,0,2)

Exercice 2 On considere le sous-espace vectoriel E de R* défini par
E = Vect((1,-1,3,-3), (2,-2,4,-4),3,-3,7,-7), (1, ~1,1,-1))

1. Donner une base et la dimension de E.

2. Déterminer un systéme d’équations cartésiennes de E.

3. Etablir que E c [, ou [F est défini par F = Vect ((1, o01,-1),(0,1,2,-2),(1,0,0,0),(0,0,-1, 1)).

4. OnposeG = Vect((l,o,o, 1, (1,2,0,0)). Vérifier que EN G = {0}.

Exercice 3 On note R® I'ensemble des fonctions numériques définies sur R. On pose :
E={fe€ IRR/ Vx€eR, f(x)=acos(x)+ bsin(x) + c ou (a, b, c) € R?’}

Montrer que E est un R-espace vectoriel de dimension finie et donner une base et sa dimen-
sion.

Exercice 4 Pour a > 0, on note F, I’ensemble des fonctions de la forme :
x— P(x)e* +Q(x)e”**

ou P et Q sont des polynomes de degrés inférieurs ou égauxa 1.

1. Montrer que [, est un R-espace vectoriel.

2. Déterminer une base 4 de [, et en déduire sa dimension.

Exercice 5 (Exemples de bases de polynémes) 1. Soient P; = X?>+1, P, = X2+ X+1
et P3 = X? + X. Montrer que (P, P;, P3) est une base de K, [X].

2. Soit n € N. Pour tout k € [0, 1], on pose Py = (X + 1)1 — X*¥*1_ Montrer que (Py,..., P,)
est une base de K, [ X].

3. Montrer que F = {P = aX*+(a+b)X/ (a, b) € R*} estun sev de E et donner en une base.

4. Soit n € N. Pour tout k € [0, n], on pose Py = Xk (X +1)"*. Montrer que (Py,..., Py) est
une base de K, [ X].

Exercice 6 1. Montrer que les K-ev T, (K), T, (K), (K et «Z,(K) sont de dimension
finie et déterminer leur dimension.

n
2. Si A= ((a;j)1=i,j=n € Hn(K) onnote Tr(A) = ) ax.
k=1

On pose aussi H = {A € .4, (K)/ Tr(A) = 0}. Montrer que H est un sev de .4, (K) et
déterminer sa dimension.
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Rang d’'une famille de vecteurs

Exercice 7 Soient (i3, ..., u,) famille de vecteurs de E K-ev, et p € [1, n].
Montrer que :
rg(ui,...,un) <1g(W,...,up) +n—p

Sommes directes et sous-espaces supplémentaires ‘

n
Exercice 8 Soient[ = {(xl,...,xn) e K™ Z xk:O} etF={A,A,...,0); LelK}.
k=1

1. Montrer que E et [ sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires de K”.

2. Déterminer une base de E et de F.

Exercice 9 On note E = K[X] le K-ev des polyndmes a coefficients réels.

1. Soit Q € K[X]. Montrer que G = {P e/ QIP} est un sev de E et déterminer en un sup-
plémentaire (penser a la division euclidienne).

2. Pour a et b réels distincts, on pose E, = {P € E/ (X — a)|P} et E, = {P € E/ (X — b)|P}.
Vérifier que E, et Ej, sont des sev de E puis que E = E, +E;, (pour cela trouver (A, u) € K2
telsque A(X —a) + u(X - b) =1).

La somme est-elle directe ?

Exercice 10 On consideére le K-ev .4, (IK) des matrices carrées d’ordre n.

On rappelle que .%,(K) désigne 'ensemble des matrices carrées symétriques d’ordre n, et
que </, (K) désigne I'’ensemble des matrices carrées antisymétriques d’ordre n.

Montrer que %5, (K) et <7, (I<) sont des sev supplémentaires de ./, (K).

Exercice 11 Soit I un intervalle de R centré en 0. On note R! I’ensemble des fonctions nu-
mériques définies sur I. On pose :

o ={feR'/ fpairesur I} et B={feR'/fimpairesur}
Montrer que </ et 98 sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires de R’.

Exercice 12 On note R® 'ensemble des fonctions numériques.
Soient E = {f € [RZR/ f)= f(g) = f(n)} et F = Vect (x — cos(x), x — sin(x)).

1. Montrer que R®, E et F sont des R-espaces vectoriels.
2. Vérifier que R® = E®F.

Exercice 13 Déterminer un supplémentaire dans R3 de [F = Vect ((0, 1,1),(1,0, 2)).

Exercice 14 On se donne un entier naturel n = 3, on note E le R-espace vectoriel R, [X].
Montrer que

F={PeR,[X]/ X3P} etG=Vect[ X(X-1),(X-1)(X-2), X(X-2)] sont des sev supplémen-
taires de E.

Exercice 15 On note E 'ensemble des (u,,) € R telles que : V71 € N, t4,43 = Upyo + Upy1 +
2u,, F 'ensemble des (a,) € RN telles que : Vn € N, a,,1 = 2a, et G 'ensemble des (b,) € RV
tellesque:VneN, bpi2=—byi1—by.
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Vérifier que E, F et G sont des R-espaces vectoriels.
Déterminer une base et la dimension de F et de G.

Déterminer dim(E) et en déduire que : E = F & G. Donner alors une base de E.

- W e

Soit (un) nen la suite définie par ug =1, u; =0, up =2et: VneN, uyi3 = Upio + Upy +
2Uy,.
Déterminer |'expression de u, en fonction de n.

Exercice 16 Soient E un [K-ev de dimension finie, D une droite vectorielle et H un hyper-
plan.
Si D £ H, alors D et H sont supplémentaires dans E.
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Chapitre 18

Intégration sur un segment

1 Intégrale sur un segment d’'une fonction continue

1.1 Primitive d’une fonction continue

Définition 1 Primitive d'une fonction

Soit f une fonction numérique définie sur un intervalle I. On appelle primitive de f sur I,
toute fonction F définie sur I telle que :

(i) F est dérivable sur I;

(i) F' = f.

/\ f n’est pas nécessairement continue, et donc F n’est pas nécessairement de classe C!
(nous avons vu dans le chapitre sur la dérivabilité qu'’il existe des fonctions dérivables qui ne
sont pas de classe C1).

/\ En général une fonction quelconque n’a pas pas de primitive.

/\ Attention : dire que F est une primitive de f n’a pas de sens. Il faut préciser sur quel

intervalle. Par exemple, on ne peut pas dire que x — In(x) est une primitive de x — —.
X

Proposition 2 Primitives d'une méme fonction

Soit f une fonction numérique définie sur I, et admettant au moins une primitive sur I.
Alors:

(i) f admet une infinité de primitives sur /;

(ii) toutes les primitives de f sur I sont égales a une constant additive pres, ie que si F et G
sont deux primitives de f sur I alors il existe un réel C tel que :

Vxel, Gx)=Fx)+C

C’est pourquoi on parle d'une primitive de f. Pour avoir unicité d'une primitive, et donc
parler de la primitive, il faut imposer une condition initiale.
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Théoréme 3 Unicité d’'une primitive vérifiant une condition initiale
Soit f une fonction numérique définie sur I, et admettant au moins une primitive sur I. On

se donne aussi xg € I et yp € R. Alors il existe une unique primitive F de f sur I vérifiant la
condition initiale yy = F(xp).

On peut donc dire que F est la primitive de f sur I vérifiant la condition initiale yy = F(xp).

Théoréme 4 Existence de primitives pour une fonction continue sur un intervalle

Si I est un intervalle et f une fonction continue sur I, alors f admet au moins une primitive
sur I.

Elle en admet donc une infinité, toutes égales a une constante additive pres, et elles sont
toutes de classe C! sur I.

Elles sont de la forme :
F: I — R

x — ff(t)dt+C

onacletCeR.

1.2 Tableaux récapitulatifs des primitives usuelles

On rappelle les primitives des fonctions usuelles.

Fonction Primitive Intervalle et conditions
1
x® — xa+l x>0 (au minimum...) et|a # -1
a+1 ( )
1
— In(x) x>0
X
e* e* xeR
ax
a* xeEReta#1
In(a)
1
sin(ax) ——cos(ax) xeEReta#0
a
1 .
cos(ax) —sin(ax) xeEReta#0
a
9 T 7T .
1+tan®(x) = —— tan(x) xX€|—-—+kn,—+kn|ouke”Z
cos“(x) 2 2
1
arctan(x) xeR
1+ x2

!/
On rappelle la formule de dérivation d'une composée de fonctions dérivables [F (u(x))] =
u'(x).F'(u(x)). On en déduit que si F est une primitive de f, alors F o u est une primitive de
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u' x fou.
Fonction Primitive Condition
' (x).u(x)® +1u(x)“+1 a#-1
!/

u (x) In(Ju(x)]) aucune

u(x)
u'(x).e#™ e™ aucune
u'(x).cos (u(x)) sin (u(x)) aucune
u'(x).sin (u(x)) —cos (u(x) aucune

!/

u/(x).[l +tan? (u(x))] = #(uxzx)) tan (u(x)) aucune

u'(x)
T+ a2 arctan (u(x)) aucune

1.3 Intégrale sur un segment d’'une fonction continue

Théoréme 5 Intégrale sur un segment d’'une fonction continue
Si f est continue sur le segment [a, b], et si F est une primitive de f sur [a, b], alors le réel
F(b) — F(a) ne dépend pas du choix de la primitive F.

A partir de ce résultat, on peut définir I'intégrale d'une fonction continue sur un segment.

Définition 6 Intégrale sur un segment d’'une fonction continue
Si f est continue sur le segment [a, b], et si F est une primitive de f sur [a, b], alorson a:

b
f fwde=[F0]>=Fwb) - F

Extension de la définition. On pose :

a b a
f f(t)dt:—f f(t)dt et f f(t)dtzO
b a a

b
Ainsi si f est continue sur un intervalle I, on a défini f f(©)dt pour tout (a,b) € 1 2 (sans la
a

condition a < b).

Nous allons voir que les propriétés de I'intégrale sont trés proches de celles de la somme

discrete Z Par analogie, on dit que f est une somme continue.
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Théoréme 7 Relation de Chasles
Si f est continue sur un intervalle /, alors:

b c b
Y(a,b,c) € I3, ff(t)dt:f f(t)dt+f f(odt

Insistons sur le fait qu’on ne suppose pas que a < ¢ < b.

Théoréme 8 Linéarité de I'intégrale
Si f, g sont deux fonctions continues sur [a, b] et A, u deux nombres réels, alors :

b b b
f (xl.f(t)+,u.g(t))dtzﬂt.f f(t)dt+u.f g(nde
a a a
Autrement dit, 'application :

I: C%la bR — R
b
f — ff(t)dt

est une forme linéaire sur C°([aq, b], R).

Corollaire 9 Linéarité de I'intégrale
Si f1, ..., fn sont des fonctions continues sur [a, b] et A1, ..., 1, des nombres réels, alors :

b n n b
f (Z Akfk(t)) dr= Z ﬂk.f fr(p)dt
a \k=1 k=1 a

/\ Ceci est compléetement faux avec la multiplication ! En général :

b b b
ff(t)xg(t)dtzf f(t)dtxf g(nde

Théoreme 10 Positivité (stricte) de I'intégrale

1. Positivité : Soit f une fonction continue et positive sur un segment [a, b] tel que

.Alors:
b
f f()ydt=0
a
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2. Stricte positivité : Soit f une fonction continue et positive sur un segment [a, b] tel

que . Alors :

b
f f)dt=0=Vtela,b], f(t)=0 (ie f estl’application nulle sur [a, b])
a

3. Stricte positivité (contraposée) : Soit f une fonction continue et positive sur un

segment [a, b] tel que . On suppose que f est différente de I'application nulle
sur [a, b] :

dfp e [a,b]/f(to)?fO
Alors :
b
f f)ydet>0
a

b
Que se passe-t-il si f est continue et positive sur [a, b] avec b < a? Réponse : f fder=<o.
a

On retiendra donc que pour appliquer la positivité de I'intégrale a une fonction continue
positive, il faut vérifier que les « bornes sont dans le bon sens ».

Exemple: Soit n € N. On pose I, = f ’ (cos )" dt (intégrales de Wallis). Alors I,, > 0.
0

Théoreme 11 Croissance de I'intégrale
Si f, g sont deux fonctions continues sur [a, b] tel que . On suppose que :

Viela,bl, f(1)<g(t)

b b
ff(r)dtsf g(ndt

Alors:

Encore une fois, il ne faudra pas oublier de vérifier que «les bornes sont dans le bon sens ».

Exemple : Soit n € N. On pose I, = f ’ (cos )" dt (intégrales de Wallis). Montrer que la suite
0

(In) nen €St cOnvergente.

Théoréeme 12 Inégalité de la moyenne
Si f continue sur [a, b] tel que:

b
min f(t)sﬁfa f(t)dts;gtasxbf(t)

a<t<b
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CHAPITRE 18 : Intégration sur un segment

Encore une fois, il ne faudra pas oublier de vérifier que «les bornes sont (strictement) dans
le bon sens ».

1
b—a

Exemple: Montrer que la valeur moyenne de f sur [a, b] est une valeur prise par f sur [a, b].

b
Vocabulaire : le réel f f(r)dt est appelé valeur moyenne de f.
a

Théoréme 13 Inégalité triangulaire pour I'intégrale
Si f continue sur [a, b] tel que :

b b
f fde sf lf(®)lde

Encore une fois, il ne faudra pas oublier de vérifier que «les bornes sont dans le bon sens ».

Exemple : Montrer que, si f continue sur [a, b] tel que :
b
f fde
a

1.4 Extension aux cas des fonctions continues par morceaux sur un seg-
ment

< (b-a). max | f ()]
a<t<b

Définition 14 Fonction continue par morceaux

Une fonction f: [a, b] — R est dite continue par morceaux lorsqu'’il existe une subdivision
o = (xg,...,X,) de [a, D] telle que :

(i) pour tout k € [0, n— 1], f est continue sur | xg, Xx+1[;

(ii) pour tout k € [0, n — 1], f(x;g) et f(x; ) existent et sont finies.

k+1

La subdivision o est dite adaptée a f. En lui ajoutant des points, on obtient encore une sub-
division adaptée. Par contre une subdivision adaptée doit contenir un minimum de points
(correspondant aux points de discontinuité de f), et dans ce cas on dit qu’elle est optimale

pour f.

Exemple: Les fonctions continues sont des cas particuliers de fonctions continues par mor-
ceaux.

Exemple: La fonction partie entiere est continue par morceaux sur [0, 3].

L §sio<x=<1

Exemple : La fonction f définie sur [0,1] par f(x) = { (’)‘ ) 0 n’est pas continue par
six=

morceaux sur [0,1].

Remarque importante : Si o = (xo,...,X;) est une subdivision adaptée a f, alors pour tout
k e [1,n], f se prolonge par continuité en une fonction continue sur [xg, Xx+11, notée ¢y :

fxp)  sit=xk
Qi) =1 f(1) SiXp < < Xpq1
fx ) sit=Xgn
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1 Intégrale sur un segment d’une fonction continue

Théoréme 15 Intégrale d’'une fonction continue par morceaux
Si f estune fonction continue par morceaux et o = (xo, ..., X,) une subdivision de [a, b] adap-
téea f, alorsle réel:

I(o,/)=)

n=l rXgy
k=0 Xk

Qi) dr

ol @y est le prolongement continue de f a [xg, Xi+1], ne dépend pas du choix de la subdivi-
sion o. On peut donc le noter I(f).

Définition 16 Intégrale d’une fonction continue par morceaux
Si f est une fonction continue par morceaux on appelle intégrale de f sur le segment [a, D]
leréel :

b
f FodrE

2

Exemple: Calculer f (t—Ltl)dr.
0

On vérifie facilement que cette définition englobe les définitions de I'intégrale d'une fonc-
tion continue. Nous avons donc généralisé la notions du précédent paragraphe.

Théoréeme 17 Propriétés de I'intégrale d’'une fonction continue par morceaux
Lintégrale d’'une fonction continue par morceaux a les mémes propriétés que l'intégrale
d’une fonction continue, sauf la stricte positivité.

e Plus précisément : les propriétés de Chasles, linéarité, positivité, croissance, inégalité tri-
angulaire sont vraies pour I'intégrale d'une fonction continue par morceaux.

« La stricte positivité est mise en défaut : on peut avoir f continue par morceaux et positive,
b

différente de I'application nulle, et telle que f f(de=0.
a

0 si0=st<1 1 )
Exemple : On pose f(t) = 5 sife1 . On af f(t)dt =0, et pourtant f est continue
sit= 0

positive et différente de I’application nulle.

1.5 Fonctions définies par une intégrale

On peut définir des fonctions a ’aide d'une intégrale.

On suppose donc que u et v sont deux fonctions numériques et que f est une fonction nu-
mérique continue sur un intervalle I.

On définit alors une fonction g par la formule :

v(x)

glx) = fode
X)

u(
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CHAPITRE 18 : Intégration sur un segment

La fonction g peut alors étre étudier comme n’'importe quelle fonction numérique : dérivée,
variations, limites, équivalents... On propose le plan d’étude suivant.

e Ensemble de définition :

X € P < [ est continue par morceaux sur [u(x), v(x)] < f est continue sur/ < x€ A

ou A est une partie de R a déterminer. On a alors 24 = A.

RAISONNEMENT IMPORTANT : pour aller plus loin on se donne une autre expression de g.
On prend F une primitive de f sur I (F existe car f est continue). On a alors:

VxeA, g =F(v(®)-Flux)

C’est cette expression qui va nous permettre de poursuivre notre étude. Noter que F est C!
sur /.

 Continuité de g : d’apres la formule (*), si u et v sont continues sur A et a valeurs dans I,
alors g est continue sur A.

 Dérivabilité de g : d’apres la formule (*), si u et v sont dérivables sur A et a valeurs dans I,
alors g est dérivable sur Aet:

Vxe A, g'@x)=vx).F(vx)-u(0).F(ux)=0vx).f(v@)-dx).f(ux)

En général on se sait pas calculer 'expression de F, mais ce n’est pas important vu que I'ex-
pression de g’ dépend seulement de celle de f.

« Limites ou équivalents de g en certains points : on détermine un encadrementde f, et on
en déduit par croissance de I'intégrale un encadrement de g.

X ol

Exemple: On pose g(x) = f 7 dt. Etudier les variations de g sur son ensemble de définition

1

et déterminer xlir+n g(x) (pxour cela montrer que g(x) =2In(x) six=1).

2 Calcul intégral

Notation : si f est une fonction continue sur un intervalle I, note f f(x)dx une primitive de

f sur I. Cette notation n’est pas correcte car elle ne précise ni 'intervalle I, ni la primitive
choisie (on rappelle que f en admet une infinité!). Mais elle rend tout de méme service en
simplifiant les notations dans les calculs de primitives.
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2 Calcul intégral

2.1 Intégration par parties

Théoréeme 18 Intégration par parties (IPP)

1. Version intégrale. Si u et v sont deux foctions de classe C Lsur [a, b] alors :

b b b
fu’(t).v(t)dt:[u(t).v(t)] —f w(o).v (0 dt
a a a

2. Version primitive. Si u et v sont deux foctions de classe C! sur un intervalle I alors :

fu'(x).v(x)dx: u(x).v(x)—fu(x).v'(x)dx

Méthode : Penser a ce théoreme lorsqu’apparaissent :

e des termes en x". f(x) qu’on simplifie en dérivant n fois x” ;

« des bijections réciproques f!;

« des termes en sin, cos, exp dont la dérivée est proche de la fonction intiale.

Exemple: Déterminer les primitives de In sur R}.

Exemple: Déterminer les primitives de arctan sur R.

1

Exemple: Calculer f e’ dt.
0

T

Exemple: Calculer f e’ cos(¢)dt.
0

2.2 Changement de variable

Ce théoréme est 'analogue du théoreme de changement d’indice dans une somme discréte

.

Théoréeme 19 Théoréme de changement de variable
Si f est continue sur [a, b] et si ¢ est de classe C! sur [a, B] vérifiant les conditions :

pl@=a et P)=>b

alorsona:

b B
| rwde= [ flowo)g' o

b
En pratique : pour calculer f f(r)dt, on pose t = ¢(x). Onaalors df = ¢'(x) dx et on déter-

mine a et § tels que ¢p(a) = aaet @(B)=Db.
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CHAPITRE 18 : Intégration sur un segment

Démonstration : Si F est une primitive de f sur [a, b] alors F o est une primitive de fo¢.¢'

sur [a, BI.

1 t

e
Exemple: Calculer f ——dt en posant x = e’.
0o 1+e2t

1
Exemple: Calculer f V'1-r2dt en posant x = sin(t).
0

CQFD U]

Corollaire 20 Intégrale d’'une fonction périodique
Soit f une fonction continue sur R et T-périodique. Alors :

1. Pourtout (a,b) eR?etneZ:
b+nT b
f fmdr:f Fde
a+nT a

2. PourtoutaeR:

a+T T
f fmdr:f f(nde
a 0

0 T a+T a+T
Démonstration : Pour 1. poser x = ¢t —nT. Pour 2. utiliser Chasles : f + f + f = f .
a 0 T a

/\ Attention : ce théoréme ne s’applique pas a la fonction tan.

_3n b4 4n

3 z a T
Exemple:f ) sinz(t)dt:f4sin2(t)dt et fg cos(2t)dt:f cos(2t)dt.
0 z 0

—27m 3

CQFD U]

Corollaire 21 Intégrale d'une fonction paire/impaire
Soit f une fonction continue sur [—a, a] ou a > 0. Alors :

1. Si f est paire sur [—a, al :

a a 0
f(r)drzzf f(t)dt:Zf f(oydt
—-a 0 —-a

2. Si f estimpaire sur [—a, a] :

f f(Hde=0

2 2 In(2)
Exemple: f |t|dt = 2[ tdt et f arctan(sin [arctan(x))) dt=0.
2 0 ~In©)
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2 Calcul intégral

2.3 Sommes de Riemann a pas constant

Définition 22 Somme de Riemann a pas constant
Si f :[a,b] — R est une fonction et n € N*, on appelle somme de Riemann de f a pas
constant d’ordre n le réel :

Sli(f;a»b):b—rlCZZf(a+kb_a)

b- b-
Interprétation graphique : Pour tout k € [1, n], Ta. f (a+ k a) est l'aire du rectangle

b— b- b—
de base a+(k—1)Ta,a+ kTa] et de hauteurf(a+kTa). Sn(f;a,b) est la somme

des aires de ces rectangles, le long du segment [a, b].

AT

e--

i+1

Théoréme 23 Théoréme de la valeur moyenne
Si f est continue sur [a, b] alors :

lim —Zf

n—+oo (

) f fode

Cas particulier a =0et b =1:Si f est continue sur [0, 1], alors :

hm—Zf() ff(t)dt

n—>+oonk 1

n-1

1
Exemple: Montrer que lim Z Tk =1In(2).

I’l—>+00

Démonstration : La démonstration est a4 connaitre dans le cas f f de classe C'.

CQFD U]

On en déduit une méthode numérique de calcul approchée d'une intégrale, appelée mé-
thode des rectangles.
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b
Interpétation géométrique de I'intégrale : on en déduit (intuitivement) que | f(#)dt est

a
égale a I'aire de la portion de plan délimitée par la courbe €, 'axe des abscisses, et les
droites d’équation x =a et x = b.

2.4 Formule de Taylor avec reste intégral

Cette formule est aussi appelée formule de Taylor-Mac Laurin. Uavantage par rapport a la
formule de Taylor-Lagrange est qu’on a une expression plus précise du reste.

Théoréeme 24 Formule de Taylor avec reste intégral
Soit f une fonction de classe C"**! sur un intervalle I. Alors, pour tout (a, b) € I :

f(b) = Z (b f(k)( )+f b-n f(”“)(t)dt

k=

Démonstration : Par récurrence et par IPP.

CQFD U]

+00 xn
Exemple: Montrer quesi x€] —1,1], In(1 +x) = Z (-1 —.

n=1
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3 Exercices

3 Exercices

Exercice 1

1. Soitla fonction
f: Rf — R
x — 2x-3+3%
X

(a) Etudier f et tracer sa courbe (€r) dans un repere orthonormeé.

(b) Soit A > 1. Calculer I'aire «/ (1) dela partie du plan délimitée par (€) et les droites
d’équations:
y=2x-3, x=1 et x=A.

(c) &/ (A) a-t-elle une limite quand A — +c0?

2. Reprendre cette étude avec la fonction

g: Rf — R
X — 2x—3+%

Conclusion?

Exercice 2 (Inégalité de Cauchy-Schwarz) Soient f et g deux fonctions continues sur

un segment [a, b]. Etablir que:
b b
< ff(t)zdtx fg(t)zdt
a a

et qu’'on a égalité si et seulement si f et g sont proportionnelles.

b
f () x g dr

Exercice 3 (Comparaison série-intégrale)

1. (a) En considérant la fonction ¢ — % sur l'intervalle [k, k + 1] ou k € N*, montrer que
lI'ona: ) )

—— <In(k+1)-In(k) = —.

k+1 n{ )~ In{k) k

no
(b) On pose pourtoutneN*: H, =) T Montrer que :
k=1

Vn=2In(n+1)<H,<1+In(n).

n—+oo

(¢) Endéduireque: H,  ~ " In(n).
2. (a) Etudierlafonction f:t— tht

(b) Al'aide d'une comparaison a une intégrale, déterminer un équivalent de S, =

" Ink
ZHT,lorquen—>+oo.

k=1

|
(c) En déduire la nature de la série Z M.

n=1

Exercice 4 On considére deux fonctions f et g définies sur un intervalle I = [a, b] de R. On
X

suppose que f est de classe C!,0n considere le fonction G définie sur I par G(x) = f g(ndt.
a

1. Justifier que G est de classe C! sur I.
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2. Montrer qu'’il existe deux réels m et M tels que : G([a, b]) = [m, M].

3. Montrer que :
b b
f f(t)g(t)dt:f(b)G(b)—f (G dr

4. En déduire que:

b
mf(a) sf fHg)dt<s Mf(a).
a

5. Montrer qu'’il existe c € [a, b] tel que :

b c
f f(t)g(t)dt:f(a)f g(ndt.
a a

b1-cost 2+b-a
6. On suppose que a > 0; montrer que : ; dr< .
a a
.1 [lsint
7. Montrerque: lim — | ——dt=
x—+oox2 J1  f2
P

X tz

. 1
Exercice 5 Calculer: lim —— dt.
—1x—-1J17 1+¢2

X Int
Exercice 6 Soit: G(x) :fl liltz dt.

1. Donner I'’ensemble de définition 9 de G.
2. Montrer que G est de classe C! sur 2.

3. Calculer G'. Conclusion ?

COoS x2

arcsinVtdt+ f arccosVrdrt.
0

sin x?
Exercice 7 Soitla fonction f: x+— f
0
Montrer que f est définie et dérivable sur R.
Montrer que f est m-périodique et paire.

Montrer que f est constante sur [0, %], et en déduire qu’elle est constante sur R.

A

Donner la valeur de cette constante. On commencera par démontrer que :
. /4
Vx € [-1,1], arcsin(x) + arccos(x) = E

2x 1

Exercice 8 On considere la fonction f définie par f(x) = f —_—
x t+sin(f)

1. Préciser '’ensemble de définition de f.
2. Vérifier que f est paire.
3. Montrer que f est dérivable sur son ensemble de définition et donner f'(x).

4. Alaide du théoreme des gendarmes, déterminer la limite de f en +oo.

Exercice 9 Dans cet exercice, a est un réel strictement positif, f : [0, a] — R une fonction
continue et strictement croissante sur [0, a], dérivable sur ]0, a[, nulle en 0. La fonction f est
alors bijective de [0, a] sur [0, f(a)], de réciproque notée g. On veut montrer que, pour tout
réel t€[0,a] :

t f@
fo f(x)dx+f0 gy)dy=tf(1) 1).
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1. Vérifier la relation (1) dans le cas ou: f(x) = xP, p e N*.

Pour tout ¢ € [0, a], on note () la quantité :

t [
<p(t):f0 f(x)dx+f0 gy)dy—-tf(p).

2. Montrer que ¢ est définie et continue sur [0, a], dérivable sur ]0, al.
3. En déduire I'égalité (1).

1
. 1 t-n n
Exercice 10 On considere la suite (1) ;> définiepar:Vn=1, u, = (f 1+ dt) .
0
1. Calculer u;.

. 1
2. Etablirque:Vn=1,0<u,< 7

3. Soita€ [0,1]. Montrerque:Vn=1, u, = (1- a)%

l1+a
4. Alaide d'une suite (a;),>1 a valeurs dans [0, 1] judicieusement choisie, montrer que

la suite (u#,) =1 converge vers %
Exercice 11 Pour a € [-1,1], on considére la fonction f, définie par: f,(x) = |1 - aeix|2.
1. Pourtout a €] —1,1[ et tout x € [0, ] vérifier les propriétés suivantes :
2

o (1-1al)’ < fa(x) < (1+1al)

o falm—x) = f_a(x)

* f2(0) = fa (%)f—ﬂ (%)

T
On pose, pour tout a €] —1,1[: g(a) = f In(fa(x))dx.
0

Montrer que g est une fonction paire.
Montrer que : Ya €] — 1,1, g(a?) = 2g(a).

Montrer que g est continue en 0.

oo L

En déduire que: Va €] -1,1[, g(a) =0.
Exercice 12

1 & k
1. Calculer lalimite de la suite (a;) > définie par:Vn =1, a, = 3 Z k? sin (%)

k=1
.. . e 2n)!
2. Calculer la limite de la suite (x,,) ,>1 définiepar:Vn=1, x, = { —
n'n
Exercice 13
1. Vérifierque:Vt>0,In(¢) < t-1.
2. Soient x1, xo, ..., X, nréels strictement positifs. En utilisant a; = x:)f, ou x estlamoyenne

des xy, établir que :

12 12
- kglln(xk) < ln(g Y xk)

k=1

3. Soit f une fonction continue sur [0, 1], a valeurs strictement positives. Montrer que :

folln(f(t))dtsln(folf(t)dt)
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Exercice 14 (Méthode des rectangles) Soit f une fonction de classe C' sur [a, b].
1. Montrer qu’il existe une constant C = 0 telle que : V(x, y) € [aq, b)?, If(x)— fI=Clx-
vl
2. En déduire qu'’il existe une constante M ne dépendant que de f telle que :

b_anilf(a+kb;a)—fabf(t)dt

n o

VYneN*,

< —
n

3. En déduire un programme Turbo-Pascal qui permet de déterminer une valeur appro-

b
chée de f f(t) dt. Méme question en imposant une précision de 1072
a

Exercice 15 On considere la suite (I,,) ,en définie par :

1 t-n
VneN, I, = dt.
" fo 1+ 2

1. Montrer que (1) ,>0 converge et donner sa limite.
2. En déduire un équivalent de la suite (/) ,eny définie par :
1
vneN, J, :f t"In(1+ %) dt.
0

1
Exercice 16 Pour n,p € N on pose I, = f (1+x)"(1-x)Pdx. Pour n = 1, exprimer I,
-1

en fonction de I, p+1, puis I, , en fonction de Iy 4 p, pour tout (n, p) € N2. En déduire la
valeur de I,,, en fonction de n et p.

Exercice 17 (Lemme de Riemann-Lebesgue) Soit f de classe C! surun segment [a, b].
Montrer que :

n—+oo

b
lim f f(®)sin(nt)dt=0.

Exercice 18

2 u-1
1. Calculer I = f du.
1 2u+1
. . . x+1
2. (a) Déterminer des constantes réelles a et b telles que : Vx € R\{-2}, ——— =
X2 +4x+4
a b
+ .
x+2 (x+2)2
Iox+1 3) 1
En déduire que K :f ————dx= ln(—) --.
0 X2+4x+4 2] 6
. . . x+1 ax+b
(b) Déterminer des constantesréelles a, bet ctellesque: Vx eR, = +
. X2+x+1 x2+x+1
X+x+1 /3
I x+1 V3
En déduire que L = f ———dx=In (\/5) +—.
0 X2+x+1 18

Exercice 19 Calculer les intégrales ou les primitives suivantes :

/4 1 1
f sin*(x) cos® (x) d x, f e *cos(x)dx, f x?e *dx, f tarctan(t) dt
0 0 0
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Exercice 20 Au moyen du changement de variable indiqué entre parentheses calculer les
intégrales suivantes :

/2 dt
1. fm4 Sin() (u=cos(?))

/4 1
2. f ———dx (1 = tan(x))
0

1 + cos?(x)
2 x 1\ In(x)
3. f1/2cos(1+x2) P dx (x=1/1)

Exercice 21 Soient a < b deuxréels et f continue sur [a, b].

b b
Montrer au moyen d'un changement de variable affine que f fla+b-x)dx = f fx)dx.
a a

Applicati leul f” tsin(t)
ication : calculer | —————
PP o 14cos?(1)

Exercice 22 (ESCP 2013 1.11) Soit un réel x et un entier naturel n > 0; on note :

=l (-x)P
Sn(x) =
p;o p+1

1. Montrer que les relations u, = S»,(1) et v, = Sz;+1(1) pour n € N définissent deux
suites réelles adjacentes. En déduire la convergence de la suite (S, (1)) ,en Vers un réel
/.

Les questions suivantes sont indépendantes ; elles permettent toutes le calcul de ¢.

2. Soit f:[0,1] — R définie par f(x) = In(1 + x). Pour x € [0,1] et k € N*, exprimer £ (x)

puis déterminer sup |f ® (x) |
x€[0,1]
En déduire la valeur de ¢ par application de 'inégalité de Taylor-Lagrange a f sur [0, 1].

3. Etablir que, pour tout réel x = 0 et pour tout entier n>0:
Son(x) = f(x) < Sop41(x)

et en déduire la valeur de ¢.

2n
1
4. Montrer que pour tout entier n=0: Sp,(1) = ). p
k=n+1

En déduire la valeur de ¢ en faisant apparaitre une somme de Riemann.

5. Montrer que pour tout entier n >0 :

1 1_(_t)n
Sn(l) —L ?d[

et en déduire la valeur de 7.
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Chapitre 19

Applications linéaires

Dans tout ce chapitre K désigne R ou C.

1 Applications linéaires

Dans tout ce paragraphe, E et F désignent deux K-ev.

1.1 Définitions et premiéres propriétés

Définition 1 Application linéaire
Soit f une application définie sur E a valeurs dans [ :

f:E—TF

On dit que f est linéaire lorsque :
1. V(x1,3) €B?, f(x1+X2) = f(x1) + f(x2)
2. Y(a,x1) eK xE, fa.x1) = a.f(x1)

On note Z(E,[F) 'ensemble des applications linéaires de E dans F.

Z(E,F) est donc une partie de [FF.

Vocabulaire et notations :

e Sik=F, Z(EE) est noté plus simplement £ (E). Les éléments de £ (E) sont appelés endo-
morphismes de E.

 Si f € Z(EF) estbijective de E sur I, alors f est appelée isomorphisme de E sur [.

* Si f est ala fois un endomorphisme de E et un isomorphisme de E sur E, c’est-a-dire que
f :E — E est linéaire et bijective de E sur E, alors f est appelée automorphisme de E. L'en-
semble des automorphismes de E est noté GI(E).

 SiF =K alors les applications linéaires f : E — K sont appelées formes linéaires sur E.
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Exemple: Application nulle de E dans .

Og([Ey[F)Z E — [F

X — Ogep(X)=0¢

Elle est linéaire, donc O ) € Z (E,F).

Exemple: Application identité de E.

id[E: E — E

X id[E (?) = 76)
Elle est linéaire et bijective, donc idg € GI(E).

Exemple: Somme des composantes d'un n-uplet.

S: K" — K

n
U=01,...,xp) — S(u)=) x
k=1
Elle est linéaire, donc S est une forme linéaire sur K”.

Exemple : Intégrale d'une fonction continue. On note €' ([a, b]) 'ensemble des fonction nu-
meériques continues sur [a, b].

I: €(ab) — R
f — IN =[P fwar

Elle est linéaire, donc I est une forme linéaire sur € ([a, b]).

Théoréeme 2 Critere de linéarité
Soit f:E— F une application. On a équivalence de:

1. f estlinéaire;

2. V(a5 7%) K <, f(a.3) +3) = a.f(F) + £ ()

C’est ce critere qu’on utilise en pratique pour montrer qu’'une application est linéaire.

Exemple: Un exemple de R3 dans R?.
f: R3 — R?
U=xy2 — f(Uu)=fxy2=QRx—zx+y+2)

Elle est linéaire, ce qui se note f € £ (R3,R?).

Proposition 3 Propriétés des applications linéaires
Soit f € Z(E,F).

1. f(0g)=0F;
2 Y5 E) B [(5 ) = £(F) - (5)
en particulier Vx; €E, f(-x1) =-f(x1);

3. VReN* VY(xi,...,X,) €E", V(Ay,...,A) K", f

n n
> Ak?k) = > Ak f(xx)
k=1 k=1
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1.2 Opérations sur les applications linéaires

1.2.1 Restriction

Théoréme 4 Restriction d’'une application linéaire a un sev
Si fe Z(EF),siGestunsevdeL, etsiH estunsevdel tel que f(G) € H, alors flgﬂ € Z(G,H).

Autrement dit, la restriction d’'une application linéaire a un sev est encore une application
linéaire.

1.2.2 Somme et multiplication par un scalaire
Si(f,g) € Z(EF) etacl, on définit les applications f+g:E—TFeta.f:E—Fpar:
VI ek (f+8)(T) % f(F)+5(3)

@ (%) € a.f(F)

Proposition 5 Opérations dans Z (E,[F)
Si(f,g)eZEFetaclk,alors f+ge Z(EF) eta.fe Z(EF).

Corollaire 6 Structure de K-espace vectoriel sur Z (E, F)
SiE et F sont deux [K -espaces vectoriels, alors £ (E,F) muni des deux opérations ci-dessus est
aussi un K-espace vectoriel (c’est un sous-espace vectoriel de FF).

En particulier Z(E) est aussi un K-ev.

1.2.3 Composition

Théoréeme 7 Composition d’applications linéaires
On se donne un troisieme K-ev noté G.

1. Si fe Z([EF) etge Z(F,G), alors go f € Z(E,G).

2. Si f estun isomorphisme de E sur F et g est un isomorphisme de [ sur G, alors go f est
un isomorphisme de E sur G.

3. Si f et g sont deux automorphismes de E, alors go f est un automorphisme de E.

Proposition 8 Regles de calcul dans (Z(E,F),+,.,0)
On se donne (fi, f») € Z(E,F)? et (g1, 82) € Z(F,G).

1. o est distributive par rapporta + :
gio(fitfo)=giofi+tgofret(gi+glofi=giofi+gof.
2. SiaeK:gio(a.fi) =a.(g1o fi) =(a.g1)o fi.
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Rappelons que o est aussi associative, mais non commutative: go f # f o g en général.

Définition 9 Puissance d’'un endomorphisme
Si fe Z(E),onpose fO=idEet VneN, f"*! = fo f".
OnadoncVneN, f*=fofo---of.

—_—

n fois

D’apreés les résultats précédents,ona: VneN, f" € Z(E).

Proposition 10 Regles de calcul
Si(n,p)eN? ona: (f")!=f""=(fP)" et f"o fP = f"*P = fPo f".

Par contre, en général : (go f)" # g"o f".

Lemme 11 Si (f,g) € Z(E)?> commutent,ie go f = fog,alors: VneN, (go f)" = g"o f.

On dispose méme d'une formule du binéme!

Théoréme 12 Formule du bindme de Newton, version endomorphisme
Si(f,g)¢€ %(F)? commutent, ie gof=fog,alors:

VneN, (f+g"=Y (Z).fkog”—kz(g+f)”= y (").gkOf”_k

k=0 k=0 k

/\ ATTENTION : ce résultat est faux si go f # fog.
Par exemple,ona: (f+g)?=f2+ fog+gof+g°# f2+2.fog+g>.

1.2.4 Bijection réciproque

Théoreme 13 Bijection réciproque d’un iso/automorphisme

1. Si f estun isomorphisme de [E sur F, alors f~! est un isomorphisme de [ sur E.

2. Si f est un automorphisme de E, alors f~! est un automorphisme de [E.
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Définition 14 Puissances négatives d’'un automorphisme
Soit f un automorphisme de E. On pose :
ePourtoutneN, f"=fofo---of;

—

n fois

« pour tout n € Z\N, f”=£f_1)0(f_1)°"'°(f_11

g

—n fois

Proposition 15 Regles de calcul
Si(n,p)eZ? ona: (") =f"=(fP)" et flofP=f"P=fPoflet(f 1) =f"

1.3 Noyau et image d’'une application linéaire

Définition 16 Noyau et image
Soit f € Z(E,F).

1. Si f € Z(E,F), on appelle noyau de f la partie de E suivante :
Ker(f) = £~ ({0r}) = {¥ €€/ f(F) = 0}

On a doncpour x €E: ~
X eKer(f) = f(¥X)=0

2. Si fe Z(E ), onappelleimage de f la partie de [ suivante :
Im(f) = f(E) ={f(X)eF/ X €E}
On a donc pour y €F:

Velm(f) = 3IxXek/y = f(X)

Théoreme 17 Ker(f) et Im(f) sont des K-ev
Soit f € Z(E,F). Alors Ker(f) est un sev de E et Im(f) est un sev de .

Exemple: On considere I'application :

f: R? — R?
U=xy2 — [f(U)=fxya=R2x-z,x+y+2)

Déterminer une base de Ker(f) et Im(f).
Exemple: go [ =0y F < Im(f) < Ker(g).

/\ ATTENTION : en particulier go f = 04 ne donne pas f = 0 ou g = 0¢. Prendre
par exemple f(x,y) = (x,x) et g(x,y) =x—y.
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/\ ATTENTION : Im(f) = Im(g) ne donne pas que f = g. Prendre par exemple f(x,y) = x et
gx,y)=x+y.

Théoreme 18 Critéres d’injectivité et de surjectivité
Soit f € Z(E,F). Alors::

1. f estinjective sur E <= Ker(f) = {0z}.

2. festsurjective de E sur F <= Im(f) =F.

Le premier point n’est vrai que si f est linéaire. Par contre le second est vrai en général, quelle
que soit I'application (il ne sera donc pas tres utile en pratique).

Cas d’une restriction : Si f € Z(E,F) et H sev de E, on a Ker(fjy) = Ker(f) nH. Donc si f est
injective, fiy I'est encore. On a aussi Im(fj) < Im(f), mais dans le cas général, on ne peut
rien dire de plus.

1.4 Image d’'une famille de vecteurs

Si # = (u;),., famille de vecteurs de E, et si f € Z(E,F), alors on définit f(F) = (f(ﬁ;)) ,

1€

qui est une famille de vecteurs de [, appelée famille image de la famille % par f. Comme

les familles & = (u;) ., et f(F) = ( f (E;)) ., sont indexées par le méme ensemble d’indices,
1€

elles ont le méme nombre de vecteurs.

En particuliersi (uj,..., 4,) est une famille de p vecteurs deE, alors f(F) = (f(ﬁ{), . f(u_,;))
est une famille de p vecteurs de F.

Théoréeme 19 Une application linéaire est déterminée par 'image d’une base
Si % = (i), estune base de E et si (v;),; est une famille de vecteurs deF, alors il existe une
unique application f € Z(E,F) telle que Vi € I, f(&;) = v;.

Elle est définie ainsi: si X € E a pour coordonnées (1;);e; dans 9, alors f(x) =) A;.f(x7).
iel

Il faut retenir deux points:

e pour définir f € Z(E,[F), il suffit de se donner la valeur des vecteurs f (E), pouriel;

e pour montrer que f = g, ie que f(X) = g(X) pour tout X € E, il suffit de vérifier que :
f(€7) = g(&;) pour tout i € I.

Théoréme 20 Image d’'une famille de vecteurs
Soient & une famille de vecteurs de E et f € Z(E,F).

1. Ona: f(Vect[F]) = Vect [ f(F)]
2. En particulier si % est génératrice (ou une base) de E : Im(f) = Vect [f(%)]
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Théoréme 21 Applications linéaires et familles de vecteurs
Soit f € £(E,F).

1.

f estinjective sur E = V.% famille libre de E, f (&) famille libre de F

De plus:
f estinjective sur E <= il existe 98 base de E telle que f(28) famille libre de F

et c’est alors vrai pour toutes les bases de E.

f estsurjective de E sur F = V. famille génératrice de E, f (&) génératrice de F
De plus:
f estsurjective de E sur F < il existe 98 base de [ telle que f (%) génératrice de [
et c’est alors vrai pour toutes les bases de E.
f estun isomorphisme de E sur F = V2 base de [, f (%) base de [
De plus:
f estun isomorphisme de E sur F < il existe 98 base de E telle que f(%8) base de F

et c’est alors vrai pour toutes les bases de E.

1.5 Projections

Définition 22 Projection
Soient F et G deuxsevdeF, telsque E=F D G.
Lapplication:

p: E — [

X=xp+x; — p(X)=xr

est appelée projection sur F parallelement a G.
De méme I'application :

q: E — [

X =xp+x; — p(X)=xc

est appelée projection sur G parallelement a .
p et g sont appelés projections associées a la somme directe E =F $ G.

Lorsqu’on montre que E = F @& G par analyse-synthese, les formules obtenues dans la partie
analyse donnent une expression de p(x).

Exemple: Déterminer |'expression de la projection sur .#,(K) parallelement a <7, (K).
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Proposition 23 Propriétés des projections

p et g sont des endomorphismes de E;
p+6]:id[E;
peq=qop=0gF, pop=petqoq=q;

Pour?eE:?eKer(p)<:>p(75):6)et75€1m(p)<:>p(75):75;

N e

Ker(p) = G = Im(q) = Im(p —idg) et Im(p) = F = Ker(q) = Ker(p —idp) =
ensemble des points fixes de p

/\ ATTENTION : si p et g sont deux projecteurs de E, on n'a pas en général po g = 04 !
Saufsi p et g sont deux projecteurs associés, ie si p + g = id.

Définition 24 Projecteurs
Soit f un endomorphisme de E. On dit que f est un projecteur lorsque fo f = f.

Théoreme 25 Caractérisation des projections

Soit p un endomorphisme de E. Alors p est une projection si et seulement si p est un projec-
teur, ie pop = p.

On a alors E = Ker(p) @ Im(p) et p est la projection sur Im(p) parallelement a Ker(p).

Exemple: Calculer (idg + p)” pour tout n € N, lorsque p est un projecteur de E.
p

/\ ATTENTION : si f est un endomorphisme de E, qui n’est pas un projecteur, alors on ne
peut pas dire que E = Ker(f) @ Im(f).

Noter que 0« ) et idg sont deux projecteurs associés de E associés a la somme directe E =
E® { 0 [E}-

2 Applications linéaires en dimension finie

2.1 Rang d’une application linéaire

Définition 26 Rang d’une application linéaire
Soient E un K-ev de dimension finie et f € Z(E,F).
On appelle rang de f le nombre entier naturel : rg(f) = dim [ Im(f)].

—

Si% = (ur,..., Up) est une base de E, on rappelle que Im(f) = Vect [f(?[l),...,f( up)]. en
particulier, Im(f) est un sev de F de dimension finie (méme si [ ne I'est pas), et rg(f) est donc
bien défini.
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Proposition 27 Propriétés du rang d’'une application linéaire
Soient E un K-ev de dimension finie et f € Z(E,F).

1. Si®=(Uu,..., up) estune base de E :

=l

1g() = 18| ()] =g F(T1),.... F (7))

2. 1g(f) < min(dim(E), dim(F)) (méme si dim(F) = +00)

3. rg(f) =0 < f = Og([gy[F)

Le théoreme suivant est fondamental, puisqu'il relie la dimension du noyau a celle de I'image.

Théoréme 28 Théoréme du rang
Soient E un K-ev de dimension finie et f € £ (E,F). Ona:

dim(E) =rg(f) + dim [ Ker(f)]

/\ ATTENTION : dans le cas f € £(E,F), cela ne signifie pas que E = Ker(f) @ Im(f).

La démonstration repose sur le lemme suivant.

Lemme 29 Isomorphisme entre les supplémentaires du noyau et 'image

Soient E un K-ev de dimension finie et f € £ (E,[F).
Si H est un supplémentaire de Ker(f) dans E, alors H est isomorphe a Im(f).

Corollaire 30 Hyperplan et forme linéaire Soient E un K-ev de dimension finie. Alors :

H est un hyperplan de E <= H est le noyau d’'une forme linéaire non nulle

Démonstration :[— | Si E=H® Vect (u), considérer ¢ : X = NN T EE— A, €K,

Conséquence du théoréme du rang.
CQFD [J

Corollaire 31 Surjectivité des formes linéaires en dimension finie Soient E un K-ev de
dimension finie. Alors toute forme linéaire définie sur E, non nulle, est surjective.
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Théoréeme 32 Injectivité, surjectivité et rang
Soient E et F deux K-ev de dimension finie et f € Z(E,F).

1. 1g(f) < min(dim(E), dim(F)).

2. 1g(f) =dim(E) < f injective.
3. rg(f) =dim(F) < f surjective.
4. Sidim(E) =dim((F) =n:

f estunisomorphismede EsurF <= rg(f) =n

Théoréeme 33 Injectivité et surjectivité en dimension finie
Soient E et F deux K-ev de dimension finie et f € Z(E,F).

1. On suppose que dim(E) = dim(F). Alors :
f injective <= f surjective <= f isomorphisme
2. On suppose que E =TF. Alors :

f injective <= f surjective <= | automorphisme

/\ Attention : ce résultat est faux en dimension infinie. Considérer par exemple I'applica-
tion:
¢: K[X] — K[X]
rp — XP

Corollaire 34 Inversibilité a gauche/droite en dimension finie
Soient E et F deux [K-ev de dimension finie tels que dim(E) = dim([F).
Soient f € Z(E,F) et g€ Z(F,E). Alors::

go f =idg = f et g isomorphismes et f_1 =g

etdonc go f =idg.

On utilisera principalement ce résultat sur les endomorphismes d'un K-ev E de dimension
finie.

/\ ATTENTION : ceci n’est vrai qu’en dimension finie! Considérer comme contre-exemple
le morphisme « shift » sur les suites réelles.
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Théoréme 35 Rang d’'une composée - Invariance du rang par isomorphisme
SoientE, [ et G trois [K-ev de dimension finie, f € Z(E,F) et ge Z(F,G). Alors::

1. Rang d'une composée : rg(go f) < min(rg(g),rg(f)) ;

2. Invariance du rang par isomorphisme:
si g estun isomorphisme:rg(go f) =rg(f);
si f est un isomorphisme: rg(go f) =rg(g).

Démonstration : Pour montrer que rg(g o f) < rg(f) on utilise le théoréme du rang.
CQFD [

2.2 Matrice d’une famille finie de vecteurs

Soient E un K-ev de dimension finie n = 1, et 8 = (1, €2,...,€,) une base de E.

n
On a vu que tout x € E s’écrit de maniére unique : x = Z Xi.€, OU (x1,..., X;) sont les coor-

données de x dans la base 28. e
On associe alors a x la matrice colonne :
X1
X= h%t(x) = Mat(x,AB) = € My (K)
Xn

Plus généralement, si & = (uy, ..., up) est une famille de vecteurs de [, on lui associe la ma-
trice A € M, (K) telle que la j-ieme colonne de A est égale aux coordonnées du vecteur u;
dans la base 4 :

ul cee u] up

| | |
an ayj aip| < €1

A=Mat(%¥) = Mat(F, B) = : :
% ai aij aip | < &
Aanl anj anp) ~— €n

n
ouonaposé:Vje[l,pl,uj= (alj,...,anj)88 = Z agj-Ek
k=1

Définition 36 Matrice d’'une famille finie de vecteurs
La matrice M@gt(g ) = Mat(Z, 98) est appelée matrice associée a la famille & dans la base 2.
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Réciproquement : si on fixe un K-ev E de base 8 = (¢1,...,€,) (donc E de dimension n), alors
toute matrice A € .y, (K) définie une famille de p vecteurs & = (uy,..., up) telle que :

A =Mat(F)
B

1 2
Exemple: A=|0 1| donne danslabase canonique de R® la famille & = ((1,0,3); (2,1,0)).
30

Exemple : La méme matrice A donne dans la base canonique de R[X] la famille & = (1 +
3X%,2+X).

2.3 Matrice d’'une application linéaire dans des bases

Soient E un K-ev de dimension finie p > 1, et 28 = (el, e,..., ep) une base de [E.
Soient F un [K-ev de dimension finie n > 1, et € = (e1,€,...,€,) une base de F.

Onavuque f € Z(E,F) estentierement déterminée par la donnée de la famille & = ( fle),....f (ep))
de vecteurs de [, grace a la formule suivante :

p
six= (xl,...,xp)‘gB alors f(x) = ) x.f (ex)
k=1

Or on vient de voir que la famille & est entierement déterminée par la donnée de sa matrice
A€ Myp(K) danslabase €. Par conséquent I'application linéaire f est elle aussi entierement
déterminée par la donnée de la matrice A € .4, (K). On note donc:

flen) ... flep) ... flep)
| | |

al alj alp — &

A=Mat(f) =Mat(f;B,€¢) =
B, € ai aij QAip — &
anl an] “en anp «— En

n
ouonaposé:Vjell,pl, f(ej) = (alj,...,anj)% = Z ayj.€x
k=1

On peut remarquer que Mat(f; %, ¢) = Mat(f(98);¢). La matrice de gauche est celle d’'une
application linéaire dans des bases, et celle de droite la matrice d'une famille de vecteurs
dans une base.

Définition 37 Matrice d’'une application linéaire dans des bases
La matrice %Iggt(f) = Mat(f; %, €) est appelée matrice associée a f dans les bases % et €.
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Réciproquement : si on fixe un K-ev E de base 28 = (ey, ..., ep) (donc E de dimension p), un
IK-ev F de base € = (¢1,...,&,) (donc F de dimension n), alors toute matrice A € ./, (IK)
définie une application linéaire f € Z(E,F) telle que:

A=Mat(f;%B,%¥)

Exemple: A = (; (1) i) donne, dans les bases canoniques de R® et R?, f € £(R3,R?) telle
que:

f1,0,00 = (1,2)

f0,1,00 = (0,1)

f©0,0,1) (1,1

et d’expression analytique : V(x,¥,2) € R3, f(x,y,2) = x.f(1,0,0) + y.£(0,1,0) + z.f(0,0,1) =
(x+2z,2x+y+2).

Définition 38 Application linéaire canoniquement associée
Soit A € 4y, (K). On appelle application linéaire canoniquement associée a A, I'application
f € £(KP,KK") définie par A dans les bases canoniques de K? et K.

Cas des endomorphismes : Soit E un K-ev de dimension finie n = 1, et 8 = (61,52, . ..,£n)
une base de E.

Onassociea f € Z(E) lamatrice A= Mat(f; %8, B) € 4, (K), notée plus simplement Mat(f; %)
ou l\ggt( :

flen) ... fle)) ... [flep)
l ! l

al alj ain — &

A =Mat(f) =Mat(f;AB) =
B ail aij ain — £
anl e anj ces ann «— gn

n
ouonaposé:Vjel[l,nl, f(g) = (alj,...,anj)cg = Z agj-Ek
k=1

On a donc Mat(f; %) = Mat(f(98); %8). La matrice de gauche est celle d'un endomorphisme
dans une base, et celle de droite la matrice d'une famille de vecteurs dans une base.

Définition 39 Matrice d'un endomorphisme dans une base
La matrice M%gt( f) = Mat(f; %) est appelée matrice carrée associée a 'endomorphisme f

dans la base 2.

Réciproquement : si on fixe un K-evE de base 8 = (¢, ...,€,) (donc F de dimension n), alors
toute matrice carrée A € /4, (K) définie un endomorphisme f € Z(E) tel que:

A =Mat(f;%AB)
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Exemple: Dans R, [X] on considere I'endomorphisme :

¢: RuX] — RpIX]
p — P’

Sa matrice associée dans la base canonique 28 de R, [ X] est :

010 .. ..0
002 .. ..0
000 . .0
Mat =
1¢ () S
0 0O 0 n
0 0O 0

Définition 40 Endomorphisme canoniquement associé
Soit A€ 4, (K). On appelle endomorphisme canoniquement associé a A, '’endomorphisme
f € £(K") défini par A dans la base canonique de K".

Cas des formes linéaires : Dans ce cas [ = K et on prend comme base de K : € = (1). On
remarque que la matrice asociée a une forme linéaire est une matrice ligne. Si 28 = (¢, ...,€,)
estune basedeE:

Mat(f) = (flen) flea) ... flen)
Exemple: Dans K", on considere la forme linéaire :
f: K" — K

n
(xl’---’xn) — Zxk
k=1

Sa matrice associée dans la base canonique %8 de K" est :

Mat(f)=(1 1 ... 1)

2.4 Interprétation du produit d’'une matrice par un vecteur colonne
X1
X
Si A= (i) 1<ien € Myp(K) et X = | | € 4 p1(K), le produit Ax X € 4y (K) est donné
1=j<p :

Xn
par:

p
Z ajg X Xk
k=1

p
Ax X = Zaikxxk — lignei
k=1

p
Y g x Xk
k=1
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ie que pour touti € [1,n] :

p
(AX)[i,11 = ) aj x xi
k=1

Théoréme 41 Produit matriciel et image d'un vecteur par une application linéaire
Soient E un K-ev de base % et de dimension p = 1, F un K-ev de base ¢ et de dimension
n=1, fe ZEF),xcEetyel.

On note A=Mat(G%AB,€6)f) € Mpp(K), X = l\ggat(x) € /%pl(K) etY = N([;lt(y) € M (K). Alors :

y=fxX) =Y =AxX

Corollaire 42 FEgalité de deux matrices
Soient A et B deux matrices de .y, (K).

1. Ona:
A=B—=VXely(K), AxX=BxX

2. Ona:
AzOnp<:>VX€/%p1([K), Ax X =0,

Le théoréeme précédent indique aussi comment trouver I’expression analytique d'une appli-
cation linéaire f € Z(E,[F).

1 21
Exemple: Onnote A=|0 0 1]|e./3(R)et f'endomorphisme de R® canoniquement as-
1 21
socié. Pour tout (x, y,2) € R3 :
X X+2y+z
Ax|yl= z
z X+2y+z

donc f(x,y,2) = (x+2y+2z,2,x+2y + 2).

-1
1 1
associée dans les bases canoniques. Pour tout P = a+ bX + cX? € Ry [X] :

Exemple: On note A = (_1 _11) € M3 (R) et f € L(Ry[X],R;[X]) I'application linéaire

a
Ax|b|=

a-b+c
—a+b-c

donc f(a+bX+cX?) =(a—b+c)+(—a+b-c)X.
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Définition 43 Noyau et image d’'une matrice
Soit A € My (K).

1. On appelle noyau de A la partie de .4 () suivante :
Ker(A) ={X € M1 (K)/ AX =0p,}
2. On appelle image de A la partie de .4, (K) suivante :
Im(A) = {AX € M (K) ] X € My (K)}

3. Ondit que A est injective lorsque Ker(A) = {0, }.
4. On dit que A est surjective lorsque Im(A) = 4,1 (K).

Notons f € £Z(K”,K") I'application linéaire canoniquement associée a A. Alors :

X1
(x1,...,Xp) EKer(f) < | : | €Ker(A)
Xp
etdonc:
f estinjective < A est injective

De plus en identifiant K" et .4/;;; (K), on peut considérer que Ker(A) = Ker(f).
De méme:

N
1.y eIm(f) < | : | €eIm(A)

Yn
etdonc:
f est surjective < A est surjective

De plus en identifiant K" et .4, (IK), on peut considérer que Im(A) = Im(f).

2.5 Interprétation du produit de deux matrices

Théoréme 44 Produit matriciel et composition d’applications linéaires
SoientE, F, G trois K-ev de base respective %, € et 9, ainsi que f € Z(E,F) et ge Z(F,G).
Onaalors:

Mat(go f,AB,9) = Mat(g, B,€¢) x Mat(f,€,9)

Ce théoreme justifie la définition choisie pour le produit matriciel : il correspond a la com-
posée des applications linéaires associées aux matrices. On comprend mieux pourquoi le
produit matriciel est non commutatif et non integre : il hérite ces propriétés de la composi-
tion des applications linéaires.

/\ Rappelons a toutes fins utiles que go f = 0 ne donne pas f = 0 ou g = 0, et en général

fog#gof.
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Donnons maintenant le lien entre matrice identité et application identité.

Proposition 45 Lien entre matrice identité et application identité
SiE est un K-ev de dimension n = 1, alors pour toute base 8 deE, ona: Mg?t(id[) =1I,.

Remarquer que cette relation est vraie dans toutes les bases de E.

Les différentes régles de calcul vue pour le produit matriciel peuvent ainsi étre rédémontrées
via les applications linéaires.

Exemple: Si A€ 4y, (K), montrer que Ax I, = I;; x A= A.

2.6 Cas des endomorphismes et des matrices carrées

On a défini les puissances entieres d’'une matrice carrée et d'un endomorphisme. Ces deux
notions sont liées par le théoreme suivant.

Proposition 46 Puissances de matrices et dendomorphismes
Soient E un K-ev de dimension finie et de base 23, et f € Z(E). On a alors:

VpeN, Mat(f?)= (hgt(f))p

Donnons maintenant le lien entre matrices carrées inversibles et automorphismes.

Théoréeme 47 Matrices inversibles et isomorphismes/automorphismes

1. Soient E et F deux K-ev de dimension finie, tels que dim(E) = dim(F), et de bases res-
pectives Bet€¢.0na:

f estunisomorphisme de E sur F <= A = Mat(f; %, ¢) est inversible

et dans ce cas :
A7 = (Mat(f; B,%)) " =Mat(f';€, %)

2. Soit Eun K-ev de dimension finie de base 28.On a :

f estun automorphismede E <= A= hgt( f) estinversible

et dans ce cas:
A7 = (Mat(f)™ =Mat(f ™)

et:
p
P —
Vpez, hgt(f )—(I\glt(f))
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Par analogie avec GI,,(K), on note GI(E) I'’ensemble des automorphismes de E. On "appelle le
groupe linéaire deE. (GI(E), o) a une structure de groupe d’élément neutre idg, mais (GI(E), +,.)
n’est pas un [K-ev (car non stable pour I’addition).

Corollaire 48 Familles de vecteurs et matrices inversibles
Soient E un K-ev de dimension finie égale a n, et & une famille de n vecteurs de E. Alors :

& estune basede E < h/gt(g ) est une matrice inversible

Ce résultat donne en particulier un moyen simple de montrer qu'une matrice est inversible :
vérifier que ses colonnes forment une famille libre.

1 11 11
1 00 0 1
Exemple: (; i) € M, (K) estinversibleet | : : : .. !|e.,(K)nelestpas.
1 00 . 01
1 11 .11

Théoréme 49 Inversibilité a gauche ou a droite d’'une matrice
Soit A e 4, (K). Alors on a équivalence de :
(i) A estinversible;
(ii) A estinversible a gauche;
(iii) A est inversible a droite;
(iv) A estinjective :
VX€EMpK), |AX=0,= X=0,

(v) A estsurjective:
VYellyn(K), IXe )Y =AX

Autrement dit si A et B sont deux matrices de ./, () telles que AB = I, alors A et B sont
inversibles, A7l =Bet B~! = A.

Bilan : Comment montrer qu'une matrice est inversible 2 On vient de voir plusieurs mé-
thodes :

» avec calcul de l'inverse :

- s'aider d’'un polyndme annulateur pour montrer qu’elle est inversible a gauche ou a droite;
- méthode du systeme linéaire;;

« sans calcul de l'inverse :

- montrer que ses sont colonnes libres (ie que ses colonnes représentent une base) ;

- montrer qu’elle représente un automorphisme;

- montrer qu’elle est injective;

- remarquer qu’elle est triangulaire et regarder si ses coefficients diagonaux sont nuls.

Rappels sur les polynémes annulateurs.

Les polyndmes annulateurs sont utilisés pour étudier l'inversibilité d'une matrice carrée,
comme le montre les exemples suivants.

ECSL1.1, Lycée Fermat Toulouse. http://mathcpge.org/ 384



2 Applications linéaires en dimension finie

Exemple: Soit A € /,,(K) telle que A3~ A2 = 4A—31,,. Montrer que A est inversible et donner
AL

3 -2 -1
Exemple:Soit A=|-1 0 1 |.Vérifier que A% —2A% —8A = 03 et en déduire que A n'est
-1 2 -1

pas inversible.

Ils sont aussi utilisés pour calculer des puissances de matrices carrées.

3 -2 -1
Exemple: Reprenons lamatrice A= -1 0 1 |quivérifie A3 —2A%-8A=0s.
-1 2 -1

Le polynome X3 - 2X? — 8X est annulateur de A. On effectue la division euclidienne de X"
par X? —2X? —8X. On sait que le reste sera de degré au plus 2 donc on peut écrire :

X"=(X3-2X%-8X).QX) + a,X*+ b, X +cp

Pour calculer a, b et ¢ on remarque X3-2X2-8X =X(X—-4)(X+2) et donc que —2,0et4
1 1
sont racines de X® —2X? - 8X. On obtient : a, = 6(4”‘1 - (=2)"1), by = 5(4”‘1 - (-2)") et

¢, =0pour n =1 (le cas n = 0 est différent car 0° = 1).
Donc:

Vnz1, A"= é(4"‘1 —(=2)" 1) A%+ %(4”‘1 -(-2"A

2.7 Rang d’une matrice

Définition 50 Rang d’'une matrice
Si A€ Myp(K), on note & la famille de p vecteurs définie par les colonnes de A dans la base
canonique de K”. On appelle alors rang de A, 'entier naturel défini par:

rg(A) = rg(F) = dim [ Vect(F)]

1 11 11

1 00 01
Exemple:rg|: : : .. |=2

1 00 01

1 11 11
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Théoréme 51 Lien avec les autres notions de rang

1. Si & est une famille de p vecteurs de E, K-ev de dimension finie, et si A est la matrice
de & dans une certaine base 28 de E, alors :

rg(F) =rg(A)

2. Si fe Z(EF) avecE et F deux K-ev de dimension finie, et si A est la matrice de f dans
des base B et € deEetdeF, alors:

rg(f) =rg(A)
3. Si (8) est un systeme linéaire, et si A est la matrice de ses coefficients, alors :

rg(S) =rg(A)

Démonstration :

1. On pose n = dim(E) et on consideére I'isomorphisme
p: E — MnK)

x — Mat(x)
B

On note aussi & = (uy, ..., up). Alors:
18(F) =18, ..., up) =18 (@(u), ..., @(up)) =18(A)

ol la seconde égalité vient du fait que ¢ est linéaire injective.
2. Par définition rg(f) =rg(f (%)), et d’apres le résultat précédent rg( f(AB)) = rg(A).

3. Voir matrices échelonnées.

CQFD U]

Théoréme 52 Regles de calcul du rang
Soit A€ Mpp(K).
1. rg(A) <min(n, p).
2. Si B € Mpq(K) : 1g(AB) < min (rg(A),rg(B)).
Si B € 4, (K) est inversible : rg(BA) = rg(A).
Si C € A (K) estinversible : rg(AC) =rg(A).

3. Les opérations élémentaires ne modifient pas le rang de la matrice

Le résultat principal est le suivant.

Théoréme 53 Rang et inversibilité
Soit A€ 4,(K). Alors :
Aestinversible <= rg(A) =n
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Définition 54 Matrice échelonnée en ligne

Soit A€ M yp(K). On dit qu’elle est échelonnée en ligne lorsque :

(i) si une ligne est nulle, alors toutes les suivantes sont nulles;

(ii) sile premier terme non nul de la ligne i est en position j, soitla (i
le premier terme non nul de la (i + l)iéme ligne est en position k avec k > j.

Autrement dit : d'une ligne a I'autre il y a au moins une inconnue en moins « sur la gauche ».

+ 1)IEME a5t pylle, soit

2 3 01 2 3 0 1
Exemple: |0 0 3 5] estéchelonnéeenligne, mais{0 0 3 5 |nelestpas.
0 00 7 0O 01 -7

Définition 55 Matrice sous forme réduite de Gauss

Soit A € M pp(K). On dit qu’elle est sous forme réduite de Gauss lorsque :

(i) si une ligne est nulle, alors toutes les suivantes sont nulles;

(i7) le premier terme non nul de la ligne i est en position i (ie sur la diagonale).

Autrement dit : d'une ligne a l'autre il y a exactement une inconnue en moins « sur la
gauche ».

Lalgorithme du pivot de Gauss effectué sur les lignes d’'une matrice la transforme en une
matrice sous forme réduite de Gauss.

Proposition 56 Lien entre matrice sous forme réduite de Gauss et matrice échelonnée

en ligne
Une matrice sous forme réduite de Gauss et matrice échelonnée en ligne.
La réciproque est fausse.

est sous forme réduite de Gauss donc échelonnée en ligne,

(=3 \C RN RNE)
S O N

8
1
0
0
) est échelonnée en ligne mais non sous forme réduite de Gauss.

Théoréme 57 Rang d’une matrice échelonnée en ligne
Si A€ My (K) est échelonnée en ligne, alors rg(A) est égale au nombre de lignes non nulles.

Exemple: rg

S o
oS o W
oS W o

1
5|=3.
7

Calcul pratique du rang : Si on ne trouve pas de relations entre les colonnes qui simplifient
les calculs, on utilise I'algorithme du pivot de Gauss pour transformer A en une matrice sous
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forme réduite de Gauss (ou échelonnée en ligne). On déduit alors son rang, puisque les opé-
rations élémentaires laissent invariant le rang d'une matrice.

1 -3 -2

0o 2 1
Exemple: 1g 11 1 =2.

1 -1 -1

Mais il ne faut pas perdre de vue qu'on peut souvent conclure sans le pivot de Gauss (dont
1 ... 1

les calculs sont lourds) : rg =2.

On_2 .
1 ... 1

Le résultat suivant ne sera pas démontré.

Théoréme 58 Rang de la transposée
Si A€ Mpp(K), 1g(*A) = rg(A).

Application au calcul du rang : On peut effectuer le pivot de Gauss sur les colonnes de A

pour calculer son rang. On dira qu'une matrice A est échelonnée en colonnes, si ‘A est éche-
lonnée en linges. La rang d’'une matrice échelonnée en colonnes est égal au nombre de co-
lonnes non nulles.

1 -3 -2
2 1

Exemple: rg _01 11 =2.
1 -1 -1
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3 Exercices

‘ Applications linéaires

Exercice 1 SoientE, FetGtroiskK-evet f € Z (E,F), g€ £ (F,G). Montrerque: gof =0 <
Im(f) cKer(g).

Exercice 2 SoientE un K-evet f, g deux endomorphismes de E.
1. Montrer que Ker(f) cKer(go f) etIm(go f) cIm(g).
2. Montrer que Ker(g) nIm(f) = f (Ker(go f)).
3. On suppose que f et g commutenti.e. fog = go f. Montrer que Ker(g) et Im(g) sont
stables par f.
Exercice 3
1. Soit f:R? — R3 définie par: f(x,y,2) = (x* + z,y + z,z+1). f est-elle linéaire ?
2. Soit ¢ : R* — R3 définie par: ¢(x,y,z,1) = (x— y+ 1,2x+ ¥y — 2,y + z). Montrer que ¢

est linéaire et déterminer Ker ¢ et Im .

Exercice 4 Vérifier que les applications suivantes sont des endomorphismes de R" et dé-
terminer leur noyau et leur image :

1. ¢: RN — RN 2. v RN — RN
u=Uppen — @) = (Un+1)neN u=Upnen —— W) = Up+1 —2Up) neN

Exercice 5 Vérifier que les applications suivantes sont linéaires et déterminer leur noyau
et leur image :

1. v: RR — RR 2. ¢: RR — R
f— wvw(f)=g ougx)=fx)+f(-x) f — f

Exercice 6 On consideére 'application :

¢: RX] — R[X]
P — (X2-1)P"+XP' -4pP

1. Montrer que ¢ est un endomorphisme de R[X].
2. Soit P e R[X] tel que P # 0. Déterminer deg ((p(P)).

3. Déterminer Ker ¢.
Exercice 7 Soient n € N* et D I'application

D: Ru[X] — RyulX]
p — P
1. Vérifier que D est un endomorphisme de R, [X].
2. OnposeT =idg,x) + D+ D?+---+ D". Montrer que I' est un automorphisme de R, [ X]
et déterminer son application réciproque.
Exercice 8 SoientEunK-evet f € Z(E) tel que f2—3f +2idg = 0.

1. Montrer que f est un automorphisme et donner f~! en fonction de f.
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2. Montrer qu’il existe deux suites (a;) et (b,) de scalaires telles que pour tout n € N,
f" = anidg + b, f. En déduire f” en fonction de n.

Exercice 9 SoientE,F,E',F’ desK-ev, ¢ unisomorphisme de E sur F’, et ¢ un isomorphisme
de F sur F'. Montrer que 'application :
0: YEFH — ZLE,F)
[ — yofogp!

est bien définie et est un isomorphisme.

Projections
— —

Exercice 10 SoitE un K-ev de base 8 = (e1, €3, €3).

On considere les sev de E suivant : F = Vect ((1, 0,0)4,(1,1, l)gg) et G=Vect ((1, 2, O)gg).
Montrer que F et G sont supplémentaires dans E, et déterminer I'expression analytique du
projecteur sur F parallelement a G, et de la symétrie par rapport a F parallelement a G.

Exercice 11 Soit f: R3 — R3 définie par: f(x,y,z) = (x+ 2,y + z,0). Montrer que f est un
projecteur et préciser son support et sa direction.

Exercice 12 Soient p et g deux projecteurs d'un K-ev E.
1. Montrer que p et ¢ ont méme image si et seulementsi pog=qgetqgop=p.

2. En déduire une condition nécessaire et suffisante pour que p et g projettent selon la
meéme direction.

Exercice 13 Soient p et g deux projecteurs d'un K-ev E.
1. Montrer que p + g est un projecteur si et seulementsi pog = qop =0¢).
2. Dans ce cas, vérifier que : Ker(p+ q) =KerpnKerg et Im(p+g) =ImpeImg.

Applications linéaires en dimension finie

Exercice 14 Soit0:R,[X] — R,[X] définie par: 0(P) = P— (X +1)P’. Montrer que 0 est un
endomorphisme et déterminer une base de son noyau et de son image.

Exercice 15 Polyndmes de Lagrange
Soit n € N et xg, x1,..., X, des réels 2 a 2 distincts. On considére I'application
p: R,X] — R
p — (P(P) = (P(xO)yP(xl)y---yP(xn))

1. Montrer que ¢ est un isomorphisme de R,,[X] sur R"*!,

2. En déduire quesi yy, ..., y, sont des réels donnés alors il existe un unique polynéme P
de degré inférieur ou égal a n tel que :

Viel0,nl, P(x)=yi
3. Pour tout j € [1, n], on note L; 'unique polynome de R, [X] tel que :

) B |1 sii=j
VZEH].,n]], L](xl)_(sl]_{ O Sll#]
Vérifier que 8 = (Ly, Ly, ...,L,) est une base de R, [X].

Si P € R,[X], quelles sont les coordonnées de P dans cette base ?
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Exercice 16 Surjectivité en dimension finie
Soit A: C[X] — C[X] I'application définie par A(P) = P(X + 1) — P(X).

1. Vérifier que A est un endomorphisme de C[X] et que si P est un polyndme non constant
alors deg(A(P)) = deg(P) - 1.

2. Pour n € N, déterminer ker (Aic,,,,x]) et en déduire que A induit une surjection de
Cp1[X] sur Cp[X].

3. En déduire que A est surjective de C[X] sur C[X].

Exercice 17 SoientE et F deux K-ev tels que F est de dimension finie.

1. Soient f et g deux applications linéaires de E dans F. Montrer que :
|rg(f) —rg(8)| <rg(f + &) <18(f) +18(8)

2. Soient f et g deux endomorphismes de E tels que fog =0 et f + g est un automor-
phisme de E. Montrer que rg(f) +rg(g) = dimE.

Exercice 18 Soient E un K-ev de dimension finie et f € Z(E). Etablir que:

E=Kerfelmf < Ker(f)=Ker(f% et Im(f) =Im(f?)

‘ Représentations matricielles ‘

Exercice 19 Donner la matrice relativement aux base canoniques, pour les applications
linéaires suivantes :

1. f:Ry[X]— P—X3P e Ry[X]
2. f:PeRs[X]— (P(0),P'(0),P"(0) e R®
3. feZR*R% tq f(1,2) =(0,5,8), f(2,3)=(5,0,1)

Exercice 20

1. On note f 'endomorphisme de R® défini par sa matrice dans la base canonique : A =

1 4 2
0 -3 -2].
0 4 3

On pose u; = (1,-1,1), up = (1,0,0) et us = (0,—1,2). Montrer que % = (uy, Uy, uz) est
une base de R® et donner la matrice de f dans cette base. Que remarquez-vous ?

2. On note g 'endomorphisme de R® défini par sa matrice dans la base canonique : A =

3 -3 -2
-2 1 2
3 -2 =2

On pose v; = (1,0,1), v, = (0,1,-1) et v3 = (1,-1,1). Montrer que % = (v1, V2, V3) est
une base de R® et donner la matrice de g dans cette base. Que remarquez-vous ?

Exercice 21

1. Montrer que 8 = (1, X — 1, (X — 1)?) est une base de Ry [X].

2. On considére 'application f : Ry[X] — Ry[X] définie par f(P) = 2(X+ 1)P — (X2 -
2X+1)P'. Montrer que f est un endomorphisme de R,[X], et déterminer la matrice de
f dans cette base.
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Exercice 22
1. On consideére I'application ¢ : R[X] — R* définie par ¢(P) = (P(0), P'(0), P(1)). Mon-
trer que ¢ est un isomorphisme de Ry [X].

2. Déterminer ¢! (on pourra utiliser les représentations matricielles).

Exercice 23 Dans chacun des cas suivants on définit une application linéaire de R” dans
R” par sa matrice relativement aux bases canoniques. Déterminer r g(f) ainsi qu'une base
de Ker(f) et Im(f).

oy Ly o L
A= 2 -1 -2 B=|1 2 3 C= D=
1 -1 -1 1 2 3 0 0 4 -8 1 2 -3 1
0 0 2 -4 01 O

Exercice 24 SoientEunK-evet f € Z(E).

On suppose que f est nilpotent d’ordre p : c’est-a-dire qu’il existe p € N* tel que f” = 0
et fP7 =0g@.

Montrer que si 7 € E\{ 0 ¢}, alors la famille & = (%, f (), ..., f?~! (%)) est libre.

Dans le cas p = n, donner la matrice de f dans cette base (dans ce cas, on dit que f est un
endomorphisme cyclique).
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Chapitre 20

Intégrales généralisées

1 Définitions et premieres propriétés

1.1 Cas d’unintervalle [a, D[

On suppose que :
eacR
ebeRoub=+oc0
ea<h.

Définition 1 Intégrale impropre en b

b
Si f est continue sur [a, b, on dit que l’intégralef f(t)dt estimpropre en b.
a

X
Important : Remarquons que pour tout x € [a, b[, 'intégrale f f(t)dt existe en tant qu’in-
a

tégrale d'une fonction continue sur un segment.

b
Par contre f f(r)dt n’existe pas (a priori) puisque f n’est pas continue sur le segment [a, b].
a

+00

Si b = +00, l'intégrale f f(t)dt est toujours impropre en +oo.
a

Définition 2 Intégrale convergente

a

b
Si f est continue sur [a,b[, on dit que l'intégrale f f(r)dt est convergente lorsqu
a

X

lirlr} f (1) dt existe et est finie. Dans ce cas on pose :
X—=b"Ja

b def *
f f)dt = lim f fde
a x—b~Ja

b
Dans le cas contraire, on dit que f f(t)dt diverge.
a

+00 dt
Exemple: f 2 est impropre en +oo, converge et est égale a 1.
1
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CHAPITRE 20 : Intégrales généralisées

1 dr
Exemple: f - est impropre en 1, converge et est égale a 2.
0 -t
1 dr , .
Exemple: f — estimpropre en 1 et diverge.
0 (1-1)2
Vocabulaire :

X b
e lesintégrales f f(t)dt, pour x € [a, b[, sappellent intégrales partielles de I'intégrale f fde;
p ¢ b
e lorsque f f(t)dt converge, les intégrales f f(t)dts’appellent restes de I'intégrale f f)de;
« étudier la nature d'une intégrale, c’est déterminer si elle est convergente ou divergente;
 deux intégrales impropres sont dites de méme nature lorsqu’elles sont toutes les conver-
gentes ou toutes les deux divergentes.

Proposition 3 Reste d’'une intégrale convergente
Supposons que f f(1)dt converge. Alors pour tout x € [a, D[, le reste [ xbf(t) converge et
vérifie : ‘ )

xlilili ; f(Hder=0

On a donc des résultats treés proches de ceux du chapitre sur les séries convergentes.

+00
A\ Si f fdt converge, on ne peut pas dire que hm f () = 0 (donc pas d’analogie avec

les séries convergentes, pour lesquelles le terme general a pour limite 0). Comme le montre
I'exercice suivant, le probléme vient du fait que t111+n f(¢) peut ne pas exister.
—T00

+00
Exemple : Si f f(t)dt et f a une limite en +o0o (ce qui est le cas par exemple si f est

a
monotone), alors cette limite est égale a 0.

Etudions maintenant le cas des intégrales « faussement impropres ».

Définition 4 Intégrale faussement impropre

Si f est continue sur [a, b], on dit que f f(t)dt est faussement impropre en b. Plus pré-
a

cisement, cette intégrale converge au sens précédent, elle est égale a I'intégrale définie au
chapitre sur I'intégrale d’'une fonction continue sur un segment :

X b
lim | f(r)dt= f f(ode
x—b~ Ja a
R
intégrale sur un segment

On rencontre en particulier cette situation lorsque f est continue sur [a, b, et se prolonge
par continuité en b.
01 -cos(r)

Exemple: f Q- dt est faussement impropre en 0, et est donc convergente.
-1
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1 Définitions et premiéres propriétés
1.2 Cas d’'un intervalle quelconque

On suppose ci-dessous que be R et que a € R ou a = —oo.

Définition 5 Cas d’'un intervalle | a, b]

b
Si f est continue sur ]a, b], on dit que I'intégrale f f(t)dt est impropre en a. Elle est dite
b a
convergente lorsque lim+ f(¥)dt existe et est finie. Dans ce cas on pose :
X—a X

b def b
ff(t)dt: lim | f(odt

x—at Jx
On dit aussi que f est intégrable sur ]a, b].

b
Dans le cas contraire, on dit que f f(r)dt diverge ou que f n’est pas intégrable sur |a, b].
a

De méme que précédemment, on définit les notions de reste, de fausse impropreté etc...En

b
particulier, si f f(t)dt convergeona:
a

lim | f(Hdt=0

x—at Jg

Lde
Exemple: f — est impropre en 0 et converge.
0 Vi
1
Exemple: f In(¢) dt estimpropre en 0 et converge.
0
2de . .
Exemple: 7 est impropre en 0 et diverge.
0

e
Exemple: f t*In(t) dt est faussement impropre en 0 et donc converge.
0

Dans la définition ci-dessous, on prend a€ Rou a = —oco, et be R ou b = +o0.
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CHAPITRE 20 : Intégrales généralisées

Définition 6 Cas d’'un intervalle |a, b
b

Si f est continue sur ]a, b5, on dit que I'intégrale f f(t)dt est doublement impropre en a
a

et b. On alors équivalence des propositions :
b

() ¢ e]a,b[/fof(t)dtetf f(t)dr convergent
a Co
b

(ii) Vce]a,b[,f f(t)dtetf f(t)dt convergent

b

Dans ce cas, on dit que f f(t)dt converge (ou que f est intégrable sur ]a, b[) et on a, pour
toutc€la,bl: ¢

b c b c X
f f(t)dt:f f(t)dt+f f(nde= lim+f f(nde+ m?_f f(ndr

b
Dans le cas contraire, on dit que f f(r)dt diverge ou que f n’est pas intégrable sur ]a, b|.
a

Dans le cas convergent on a aussi la formule :

b def Y y
f(nder= 1im+(1ingf f(t)dt) lim (hmf f(t)dt)
a X—a \y—bo" Jx —b~ \x—a* Jx

y

+00

dt
Exemple: f ) est doublement impropre et diverge.
0

b a b
Notation:sif f(t)dt converge et a < b, on pose:f fde= —f f(nde.
a b a

Terminons par une derniére généralisation.

Définition 7 Intégrale d’'une fonction continue sur un intervalle privé d’un nombre fini
de points

b
Si f est continue sur a1, az[U]ap, az[U---Ulay-1, apl, on dit que f f(t)dt converge lorsque
a

Afe+1
les intégrales f(t)dt converge pour tout k € [1, p — 1]. Dans ce cas on pose :
ag

b p=1 papy,
f fode=) f(rdt

k=1Yak

2 Propriétés fondamentales des intégrales généralisées

Ce sont les mémes que celles de I'intégrale d'une fonction continue sur un segment.
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2 Propriétés fondamentales des intégrales généralisées

2.1 Relation de Chasles pour les intégrales généralisées

On se donne (a,b,c) € R .

Théoréme 8 Relation de Chasles pour les intégrales généralisées
Ona:

b o4 b
ff(t)dt:f f(t)dt+f f(dr

des qu'au moins deux de ces intégrales convergent, la troisieme étant nécessairement
convergente.

Si on sait qu'une de ces intégrales diverge et une deuxiéme converge, alors la troisieme di-
verge.

Si on sait que deux divergent, on ne peut rien dire sur la troisieme.

Insistons sur le fait qu’on ne suppose pas que a < ¢ < b.

b b
Si f est continue sur [a, b| et [c, b], les intégrales f f()dtet f f(t)dt sont impropre en b

a C
et de méme nature. La nature d'une intégrale généralisée ne dépend donc que de la borne
en laquelle elle est impropre. La encore on peut faire un parallele avec les séries (la nature
d’une série ne dépend pas des premiers termes de la somme).

e 1
Exemple: f In(#) dt converge, puisqu’on a vu que f In(¢) dt converge.
0 0

2.2 Linéarité des intégrales généralisées

On se donne (a, b) € .

Théoréme 9 Linéarité des intégrales généralisées
Si A, u sont deux nombres réels, alors :

b b b
f(/l.f(t)+,u.g(t))dtzﬂt.f f(t)dt+u.f g(ndr

des qu'au moins deux de ces intégrales convergent, la troisieme étant nécessairement
convergente.

Si on sait qu'une de ces intégrales diverge et une deuxiéme converge, alors la troisieme di-
verge.

Si on sait que deux divergent, on ne peut rien dire sur la troisieme.

A +00 dl— +00 dt +00 dt
Par exemple on ne peut pas écrire que f = f —— f _—.
p peutp ) v~ 7T

ECSL1.1, Lycée Fermat Toulouse. http://mathcpge.org/ 397



CHAPITRE 20 : Intégrales généralisées

Corollaire 10 Linéarité des intégrales généralisées

b
Lensemble & des fonctions f définies et continues sur [a, b telles que f f(t)dt converge
a

et est un R-espace vectoriel de dimension infinie.
De plus I'application :
I. & — R

f — fabf(t)dt

est une forme linéaire sur &.

On a les mémes résultats en remplacant [a, b[ par ]a, b] ou ]a, b|.

2.3 Positivité des intégrales convergentes

Théoreme 11 Positivité (stricte) des intégrales convergentes

1. Positivité : Soit f une fonction continue et positive sur un intervalle [a, b[ (resp. ]a, b]

b
oula, b[) tel que . Sif f(#)dt converge, on a alors :
a

b
f f(Hde=0
a

2. Stricte positivité : Soit f une fonction continue et positive sur un intervalle [a, b] tel

b
que . Si f f(#)dt converge, on a alors :
a

b
f f()ydt=0=Vtela,bl f(t)=0 (ie f est’application nulle sur [a, b|)
a

On a le méme résultat avec |a, b] ou |a, b|.
3. Stricte positivité (contraposée) : Soit f une fonction continue et positive sur un inter-

valle [a, b| tel que . On suppose que f est différente de I'application nulle sur
la,b]:

Aty € [a, bl/ f(tp) #0

b
Si f f(t)dt converge, on a alors :
a

b
f f)de>0

On a le méme résultat avec |a, b] ou ]a, b|.

b
Que se passe-t-il si b < a? Réponse : f f(dr=<o.
a

ECSL1.1, Lycée Fermat Toulouse. http://mathcpge.org/ 398



2 Propriétés fondamentales des intégrales généralisées

On retiendra donc que pour appliquer la positivité des intégrales généralisées, il faut vérifier
que les « bornes sont dans le bon sens » ET que I'intégrale en jeu est convergente.

2.4 Croissance des intégrales convergentes

Théoreme 12 Croissance des intégrales convergentes
Soient f, g sont deux fonctions continues, d’intégrales convergentes sur [a, b[ tel que .
On suppose que :

Vtela,bl, f(t)<g(t)

b b
f f(t)dtsf g(n)dt
a a

Alors:

Encore une fois, il ne faudra pas oublier de vérifier que «les bornes sont dans le bon sens »
ET que les intégrales en jeu sont convergentes.

2.5 Calcul des intégrales généralisées

Les techniques sont essentiellement les mémes que celles utilisées pour le calcul de I'inté-
grale sur un segment.

2.5.1 Intégration par parties

/\ Pour l'intégration par parties, aucun résultat n’est au programme pour les intégrales gé-
néralisées. Il faut donc systématiquement repasser a 'intégrale sur un segment, puis passer
a la limite pour obtenir une formule avec des intégrales généralisées.

+00

Exemple: Convergence et calcul de f re 2l dr.
0

2.5.2 Changement de variables

/\ Pour le changement de variable, on peut appliquer la méme méthode. On peut aussi uti-
liser le théoréeme suivant dont les hypothéses sont plus restrictives (on suppose en plus le
changement de variable bijectif et strictement monotone).

Théoréme 13 Changement de variables dans une intégrale généralisée
Si f est continue sur [a, b[ et si ¢ est une bijection strictement croissante de [a, b[ sur [a, B[
(resp. bijection strictement décroissante de [a, b[ sur |, a]), alors les intégrales impropres

b B
f fwdu etf fdt((p(t))(p’(t)dt sont de méme nature, et en cas de convergence elles sont
a a

égales.

On a le méme type de résultat en remplacant [a, b[ par ]a, b] ou ]a, b|.
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LIn(p)
Exemple: Convergence et calculde | ———dt.

0Vt

Corollaire 14 Cas d’'une fonction paire/impaire

a

-a
0

—a

a a 0
ff(t)dt:Zf f(r)drzzf f(Hde
—a 0 —a

0 a
carf f(t)dt:f fdz.
-a 0

a

—a
a 0
ment si f f(t)dt converge, ou encore si et seulement si f
0

a:

f f(Hde=0

0 a
car f(t)dt:—f f(n)dt.
—-a 0

a
si f f(t)dt converge, ou encore si et seulement si f(t)dt converge, etona:
0

—a

1. Fonction paire. Si f est continue sur | — a, a[ alors f f(¥)dt converge si et seulement

2. Fonction impaire. Si f est continue sur | — a, a[ alors f(t)dt converge si et seule-

f()dt converge, et on

Pour des exemples, voir la section sur les lois normales.

3 Nature d’'une intégrale généralisée d’une fonction positive

Comme pour les séries, I’étude des fonctions positives va nous donner plusieurs criteres

pour étudier la nature d’'une intégrale généralisée.

3.1 Utilisation des intégrales partielles

X
Rappelons que si f est continue sur [a, b[ la fonction x — f f(t)dt est de classe C! sur
a

[a, b[ de dérivée égale a f.

Théoréme 15 Utilisation des intégrales partielles

X
seulement si, la fonction F: x — f f(t)dt est majorée sur [a, b|.
a

b
Dans ce cas le plus petit majorant est f f(dze.
a

b
Si f est continue et positive sur [a, b[ alors I'intégrale impropre f f(r)dt converge si, et
a
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3 Nature d’une intégrale généralisée d’une fonction positive

On ale méme type de résultat en remplacant [a, b[ par |a, b] ou |a, b|.

1

Exemple: f
0

1
sin (;)' d¢ converge.

Exemple: Si les bornes a et b sont finies, et si f est continue, positive, et majorée sur [a, b|,
b
alors f f(r)dt converge.
a
b

/\ Avec des bornes infinies, on peut avoir f continue positive majorée et f f(r)dr diver-

a
gente : considérer par exemple la fonction constante égale a 1 et 'intervalle [1, +ool.

3.2 Criteres de comparaison des fonctions positives

Théoréeme 16 Comparaison par inégalité
Si f et g sont continues [a, b[ et vérifient V¢ € [a, b[, 0 < f(t) < g(¢) alors:

b b
f g(t)dt converge :>f f(t)dt converge
a a

b b
et dans ce cas:OSf f(t)dtsf g(pdt.
a a

D’autre part, par contraposée :

b b
f f(r)dt diverge — f g(r)dt diverge
a a

/\ Ne pas confondre avec la propriété de croissances des intégrales généralisées, dans la-
quelle on suppose des le départ la convergence des deux intégrales.

Rédaction : On rédige de la maniére suivante : on a Vt € [a,b[, 0 < f(1) < g(1) et f ’ g(nde
converge, donc d’apres le théoreme comparaison par inégalité pour les fonctions Sositives,
f ’ f(t)dt converge.
Aﬂ ATTENTION, la rédaction suivante est faussbe : ) )
onaVtelabl]0=< f(t) < g(t), donc 0 < fa f(pHdt < fa g(ndt etfa g(t)dt converge,
donc d’apres le théoréme comparaison par inégalité pour les fonctions positives, f ’ f(de
a
converge.

b
En effet, on ne peut pas utiliser la notation f f(©)dt dans un calcul tant que la convergence
a

n’a pas été justifiée.

*oo 1 —cos(t
Exemple: f T() df converge.
1
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1

3
12

+00
Exemple: f sin( ) df converge.
1

+00 ol
Exemple: f - dt diverge.
0

Théoréeme 17 Comparaison par négligeabilité
Si f et g sont continues sur [a, b[, positives au voisinage de b et vérifient f(7) =, o(g(1)
—

alors: ) )
f g(r)dt converge :>f f(t)dt converge
a a
Par contraposée :

b b
f f(r)dt diverge — f g(t)dt diverge
a a

+00

Exemple: f r*e”"dt converge.

—00

Théoréeme 18 Comparaison par équivalence
Si f et g sont continues sur [a, b[ et vérifient f(7) =, g(1), avec g de signe constant au voi-
—

sinage de b, alors :
b b
f g(t)dt converge <:>f f(t)dt converge
a a

D’autre part, par contraposée :

b b
f f(t)dt diverge < f g(r)dr diverge
a a

+00

Exemple: f In (1 + ) dr diverge.

0

1
V1+t

On a le méme type de résultats en remplacant [a, b par la, b] ou ]a, b|.

3.3 Convergence absolue

Définition 19 Convergence absolue

b
Si f est continue sur [a,b[, on dit que f f(t)dt est absolument convergente lorsque
a

b
f |f(£)|dt est convergente.
a

On est ainsi ramené a une fonction positive.

On peut donner la méme définition en remplacant [a, b[ par ]a, b] ou ]a, bl.
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4 Intégrales de références

Théoreme 20 Convergence absolue implique convergence

b b
Si f f(t)dt converge absolument alors f f(t)dt converge.
a a

Démonstration : Remarquer que (1) = | f ()| — (If(0)| - f(2)).

CQFD U]

+00 qj t
Exemple: f sin )dt converge.

3
0 12

/\ La réciproque du théoreéme est fausse : nous verrons en TD que l'intégrale de Dirichlet

T sin(t) .
dt est convergente mais non absolument convergente.
0

Corollaire 21 Inégalité triangulaire pour les intégrales généralisées

b
Si f f(¥)dt converge absolument alors :
a

b b
f fde sf lf(®)lde
a a

4 Intégrales de références

4.1 Intégrales de Riemann

Théoréeme 22 Intégrales de Riemann en +oo
+00 dt-
Pour tout a > 0, 'intégrale f pre converge si et seulement si a > 1.
a
Dans ce cas la convergence est absolue.

+00 t +00 dt
Exemple: f — converge et f — diverge.
1 2 Vit

tS
On en déduit un critere tres utile pour étudier la nature d'une intégrale. Malheureusement il
ne figure pas au programme officiel, il faut donc le redémontrer a chaque fois en invoquant
le critéere de comparaison par négligeabilité pour les fonctions positives.

Corollaire 23 Regle du ¢t f(t) en +oco

On suppose f positive au voisinage de +oco.

— S’il existe a > 1 tel que tEr-Poo t* f(r) =0 alors f est d’'intégrale convergente au voisinage de
+00.

— S’il existe @ < 1 tel que [Er+noo t* f(t) = +oo alors f n'est pas d’intégrale convergente au

voisinage de +oo.
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oo sin(f)e”!
Exemple: — dt converge.
1

Théoréeme 24 Intégrales de Riemann en a

Pour tout a € R et b > a, 'intégrale f —ae )a converge si et seulementsi a < 1.

Dans ce cas la convergence est absolue.

En particulier, I'intégrale fo pr converge si et seulement si a < 1, et la convergence est ab-

solue.

3

Exemple: f diverge et f converge.

-1 (£+ 1)3

Corollaire 25 Regledu t* f(t) en0

On suppose f positive au voisinage de 0.

— Sil existe a < 1 tel que lin& t f(r) = 0 alors f est d’intégrale convergente au voisinage de 0.
—

— S’il existe @ = 1 tel que lin& t* f(t) = +oo alors f n'est pas d’intégrale convergente au voisi-
—

nage de 0.

1
Exemple: Pour tout ne N, f t"In(t) df converge.
0

1
/\ On peut retenir que f In(z)dt converge et est égale a —1. Mais ce résultat n’est pas au

0
programme, il faut donc étre capable de le redémontrer a chaque fois.

4.2 Intégrales utiles en probabilités

4.2.1 Lois exponentielles

Théoréme 26 Densité d’'une loi exponentielle
+00
Soit A € R. Lintégrale f e Mdt converge si et seulement si A > 0.
0

1
Dans ce cas, elle est égale a T

Théoréme 27 Moments d’une loi exponentielle
+00
Si A >0, l'intégrale f t"e M dt converge pour tout 12 € N.
0

Il ne faut pas connaitre sa valeur, mais retenir qu’elle se calcule avec n intégrations par par-
ties (o1 on dérive ).
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4 Intégrales de références

4.2.2 Lois normales

Théoréme 2+8 Densité d’'une loi normale
(o9} 2

Lintégrale e 7 dt converge et est égale a /2. Elle est appelée intégrale de Gauss.
—00

+00 2
Exemple: Montrer la convergence et calculer f ez dt.
0

Théoréeme 29 Moments d’'une loi exponentielle
+00 2

~
L’intégralef t"e” 2z dt converge pour tout n € N.
—00

Si n est impair elle est nulle. Si 7 est pair, elle se calcule par récurrence a ’aide d’intégrations
par parties.

IZ +00 2 IZ
te” 2 dt etdef ‘e 2 dt.

—00

+00
Exemple: Convergence et calcul de f

—00

4.3 Méthodologie pour étudier la nature d’'une intégrale généralisée

» On commence par définir la fonction a intégrer. On précise soigneusement ses ensembles
de définition et de continuité.

« Identifier la (resp. les) borne(s) en laquelle (resp. lesquelles) I'intégrale est impropre. Dans
le cas d’'une intégrale impropre aux deux bornes, couper l'intégrale en deux et faire deux
études.

e Dans le cas d'une borne finie : a ’aide d’un calcul de limite, déterminer si la fonction se
prolonge par continuité (fausse impropreté).

« Si la fonction change de signe, considérer la valeur absolue de cette fonction.
 Chercher un équivalent simple.
« Si cela ne suffit pas, tester la regle du t* f(¢).

» Dans les cas plus complexes, modifier 'intégrale a étudier a I'aide d'une intégration par
parties ou d'un changement de variables.

» Dans de rares cas, on sait déterminer une primitive de la fonction a intégrer, il suffit alors
de calculer la limite des intégrales partielles .

Noter que seules les deux dernieres méthodes permettent aussi de calculer la valeur de I'in-
tégrale étudiée (en cas de convergence).
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5 Exercices

CHAPITRE 20 : Intégrales généralisées

+00
Exercice 1 Soit f une fonction continue sur R* telle que f f(t)dt converge. Déterminer
0

x2
lim_ fx fode.

Exercice 2 Déterminer la nature des intégrales impropres suivantes :

+00 tz
fl (1+12)2 dt

+OOl
4. f n(® 4
1 t

+00 1
7. f sin (—) arctan(t%) d¢
1

+Ool t
2. f RO 4y
1 1+¢

+00 1
5. f ll’l(l-l-—z) dt
1 t

1
0

+00 gj
b [,
2 t?

1 l_e—u
[
0 u

71
9. dr
fo vsin(t)

o

12 In(cos(v1))

2 1 +oo gin(1/¢ +00 I (¢
10, fz di 11.[ D g, 12.[ g

o+tan(t) 111 Vit 1 t
13. dt 14. fﬁdt 15. f e~ Vids

2 Vtln(p) 0 3 1

: Un(1- )
16. fln(sm(t))dt 17. S

0, o+oé/f(lnt)2
18. f P(ne tdt ouPeR[X] 19. f sin(t?)d¢

0 1

Exercice 3 Montrer la convergence et calculer les intégrales suivantes :
+00 d t
L
—co 1+t

*o0 arctan(t
[
1

t2
3. P eN* foo dr ( 1=(1+1%)—-1?
. Pour n : —— (remarquer que 1 = -
o (F2+1)n querd

Hn(1 — x?
[,

0 X

too dt 1 a bt+c
5.[ .Oncherchera(a,b,c)€R3telquth€R\{—1}, = + .

o 1+ 1+8 t+1 #—-t+1

Exercice 4 On consideére l'intégrale :

+00 dt
I:f
0 1+ ¢4

2. Factoriser le polynome X* + 1 dans R[X].

1. Justifier la convergence de I.

~ +00 t—2
3. Alaide d'une changement de variable, montrer que I = f mdt.
+oo 2 _\/ot+1
4. En développant f Ldt, calculer I.
0 +1

Exercice 5 Soient (a, ) € R?.
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5 Exercices

+00
1. Montrer que les intégrales de Bertrand f converge si et seulementsi a > 1
2

r¢(In )P
ou(a=1letf>1).

;o dt
0o t¥(Inph
ou (o =1 et f>1). On pourra procéder directement ou se ramener d la question précé-
dente par changement de variable.

2. Montrer que les intégrales de Bertrand converge si et seulement si a <1

3. Que dire d f f_dr
. Quedirede | ———?
1 t*(Inp)b
Exercice 6
1. Montrer la convergence de L_dr
' aVI-2

2. Montrer que la fonction sin induit une bijection de [0, 7] sur [-1, 1], et que la bijection
réciproque arcsin est continue sur [—1, 1] et dérivable sur ] —1, 1[ de dérivée arcsin’(¢) =

1 L de
. En déduire la valeur de .
V1-1¢? -1V1-12
3. Si f est une fonction continue sur [—1, 1], que dire de 1 ﬂ dr?
1V1I-12

Exercice 7 (La fonction Gamma d’Euler) La fonction I' d’Euler est définie par la for-
+00
mule I'(x) :f *le~tdr.
0

1. Montrer que 'ensemble de définition de I" est I'intervalle ]0, +ool.

2. Vérifier que, pour tout x>0 : I'(x+ 1) = x.T'(x).
+00

3. EndéduirelavaleurdeI'(n) pourtout n € N, et en déduire les intégrales f e Mdr.
0
Calculer aussila valeur de T (%)

Exercice 8 (Intégrale de Dirichlet) On propose de montrer que l'intégrale de Dirichlet

o0 sin(f) )
” dt est semi-convergente et de calculer sa valeur.
0

1. (a) A l'aide d'une intégration par parties, montrer qu’elle est absolument conver-
gente.

(b) En découpant R* en sous-intervalles du type [k7, (k+1)7], k € Z, montrer qu’elle
ne converge pas absolument.

zsin(@n+ 1Dt 7sin(@n+ 1t
2. Pournel\l,onposeln:fz(—) n:f2¥_
0

0 sin(t) t
(@) Montrer que la suite (1) ,en €st constante et calculer I.

(b) Si ¢ estune fonction C! sur |0, %], montrer que nlir+n fz p()sin((2n+1)t) =0.
—too Jy

(¢c) En déduire que nl_lgl (I,-Jn) =0.

dr.

(d) Conclure sur la valeur de f ’ smt( )
0

+00
. _ 42
Exercice 9 Pour tout n €N, on pose [, = f t"e U dt.
0
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CHAPITRE 20 : Intégrales généralisées

Montrer que la suite (1) ,en est bien définie.
Déterminer une relation de récurrence entre I, et I,,.
Vérifier que Iy = /7.

Déterminer une expression de I, et I, en fonction de n € N.
+00 2

5. En déduire la valeur des intégrales J,, = f t"e” 7 dr pour n € N.

—00

- W e

Exercice 10 (Fonction définie par une intégrale impropre) 1. Montrer que, pour tout
+00 o~ 2
x >0, l'intégrale f e dt converge.
X
+00 e—t2
On définit alors la fonction f :]0, +co[— R par f(x) = f 5 dz.
X
2. Montrer que f est de classe C* sur ]0, +oo et déterminer f'(x), pour x > 0.

_42
1 e !

dt¢ a une limite

3. (a) Montrer que la fonction g définie sur R} par g(x) = f
finie a droite en 0. g
(b) Vérifier que: Vx>0, g(x) =—In(x) — f(x) + f(1).

(c) En déduire que: f(x) ~ —In(x).
x— +

Exercice 11 (Contre-exemple) On consideére lafonction nulle saufsur les intervalles cen-

trésen n €N, de largeur o1 ot la fonction est une dent de scie de hauteur 1 :

Vxe , ) =1+2""(x—n) et Vxel|nn+ , f) =1+2""(n—x)

1
vl

2n+1

+00
Montrer que f f(r)dt converge absolument et que f n’est pas de limite nulle en +oo.
0
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Chapitre 21

Variables aléatoires réelles a densité

1 Définitions et premieres propriétés

1.1 Définition
On se donne une espace probabilisé (Q0, <7, P).

Rappelons qu'une variable aléatoire réelle X est une fonction X : Q@ — R telle que pour tout
x € R, 'ensemble [X < x] = {w € Q/ X(w) < x} est dans la tribu o/

Définition 1 Variable aléatoire réelle a densité

Soit X une variable aléatoire réelle (VAR) définie sur (2, </,P). On dit que X est une variable
a densité lorsque sa fonction de répartition Fx vérifie :

(i) Fx est continue sur R;

(ii) Fx est C! sur R privé d’'un nombre fini de points, ie qu'il existe des réels (xi,..., x,) tels
que Fx est C! sur R\{xq,..., x,}.

Exemple: La VAR X dont la fonction de répartition est Fx (x) = x1j9,1](x) + 1[1,+00[ (X) €st une
VAR a densité.

Exemple: Une VARD X de loi 28(p) n’est pas a densité.

En fait on a un résultat plus général : une variable aléatoire discrete n’est jamais une va-
riable aléatoire a densité, puisque la fonction de répartition d'une variable aléatoire discrete
est discontinue en au moins un point (plus précisément en tout x € R, tel que P(X = x) # 0).

I vient naturellement la question suivante : étant une fonction F : R — R, a quelle condi-
tion est-elle la fonction de répartition d'une VAR a densité X ? La réponse est donnée par le
théoréme suivant.

Théoréeme 2 Caractérisation d’'une fonction de répartition d’'une VAR a densité
Soit F : R — R une fonction numérique définie sur R. Alors F est la fonction de répartition
d'une VAR a densité si, et seulement si, elle vérifie les propriétés suivantes :
(i) Fx est croissante surR;
(i) lim Fy(x)=0et lim Fx(x)=1;
. X——00 . X—+00
(iii) F est continue sur R;
(iv) F est C! sur R privé d'un nombre fini de points.
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CHAPITRE 21 : Variables aléatoires réelles a densité

-v=x 1+vx

1
Exemple : La fonction F définie par F(x) = Tl[—l,O[ + Tl[o, 1] + 1j1,400[ €St la
fonction de répartition d'une VAR a densité X.

1.2 Densités

Définition 3 Fonction densité

Soit X une VAR a densité, de fonction de répartition F C! sur R\{xy,...,x,}.. On dit qu'une
fonction f : R — R est une densité de X, lorsque :

(i) f estpositivesurR: VxeR, f(x)=0

(i) f est égale a F}, sur R\{xy,..., x,,} privé d'un nombre fini de points.

/\ En particulier, avec les mémes notations, la fonction f : R — R définie par

Flo) = {F&(x) s% x€R\{x1,..., x,}
0 Sl X € {x1,..., X}

Aux points {xy,..., X,}, on choisi arbitrairement que f prend la valeur 0, mais on aurait pu

choisir toute autre valeur.

On peut aussi choisir d’autre valeurs abritraires prises f en un nombre fini de points de

R\{x1,...,x,}, mais ceci n'a pas vraiment d’intéret en pratique.

est une densité de X.

/\ Une VAR a densité X a donc une infinité de densités ; mais elles sont toutes égales a la
dérivée de la fonction de répartition sur R privé d’'un nombre fini de points.

_\/__

1 X
Exemple : Soit X une VAR de fonction de répartition F définie par F(x) = —5 1[-1,0[+

1++vx
2

1[0,1] + 11, +00[- AloTs X est a densité et une densité de X est donnée par la fonction :

f: R — R
1

li-1,1
4/ x|

—

La fonction de répartition étant supposée C! sur R privé d'un nombre fini de points, les
densités héritent d'une certaine régularité, précis ée dans la proposition suivante.

Proposition 4 Régularité d’'une densité
Si f:R— R est une densité d'une VAR X, alors f est continue sur R privé d'un nombre fini
de points.

Une densité caractérise la fonction de répartition et donc la loi de la variable aléatoire, comme
le précise le théoréme suivant.

ECSL1.1, Lycée Fermat Toulouse. http://mathcpge.org/ 410



1 Définitions et premiéres propriétés

Théoréme 5 Une densité caractérise la fonction de répartition
Soit X une VAR a densité et fx une densité de X. On a alors::

VxeR, FX(x):P(sz):f fx(®de

ou il est sous-entendu que l'intégrale converge.

Démonstration : Fixons x € R. Par définition, il existe un nombre fini de points a; <--- < a,
tels que fy est continue sur ] - oo, x[\{a,...,ap} et est égale a F}, sur cet ensemble.
Soit i € [1, p — 1]. Pour tout segment [u, v] inclus dans ]a;, a;+1[, f est continue sur [u, v] et :

f fx(©dt=Fx(v) - Fx(u)

Comme Fx est continue sur R, cette intégrale a une limite quand u — a; et v — a;4, égale a
aj+1
Fx(ai+1) — Fx(a;). Ceci prouve que fx(t)dt converge et :
ai

ai+1

fx(t)dt = Fx(ai+1) — Fx(a;)

ai

De méme si on prend [u, v] dans ] — oo, a; [ et si on fait tendre u — —oo et v — a;, on obtient
ay

que fx(t)dt converge et :

f fx@de=Fx(a) - lim Fx(u)=Fx(a)-0=Fx(a1)

(e 0]

X X
Toujours de maniere analogue, on montre que f fx(#)dt converge et f fx(®)dt=Fx(x)—
ap ap
Fx(ap).

X
Finalement, on en déduit que f fx(#)dt converge et :
—00

f fe(ode flfx(t)dt+f zfx(t)dt+-~-+f ’ fX(t)dt+f fe(ode
—00 —00 a) ap_l (,lp

Fx(a)) + Fx(ap) — Fx(a1) +--- + Fx(ap) — Fx(ap-1) + Fx(x) — Fx(ap) = Fx(x)

CQFD U]
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CHAPITRE 21 : Variables aléatoires réelles a densité

Corollaire 6 Une densité caractérise la loi
Si X est une VAR a densité et fx une densité de X, alors pour tout intervalle  deRon a:

P(X e :ffx(t)dt
1

Plus précisément, on a:

VxeR, P(X=x)=0
X

VxeR, [IJ’(XSx):IP(X<x):f fx(®)dt
+o0

VxeR, P(X=zx)=P(X>x)= fx(@)dt

X

et pour tousréels aet btelsque a< b,ona:

b
[P’(aSXSb):[P’(a<XSb):[P’(aSX<b):[P’(a<X<b):f fx(®)dt

/\ On connait donc laloi de X dés qu’on connait une densité f.

Le fait que P(X = x) = 0 pour tout réel x, donne encore une différence fondamentale avec
les VAR discretes. On ne calcule plus la probabilité que X prenne une valeur donnée (car elle
est toujours nulle), mais la probabilité que X prenne une valeur appartenant a un certain
intervalle.

Nous avons vu qu'une fonction densité est une fonction positive et continue sur R privé d'un
nombre fini de points. Une fonction densité a aussi la propriété suivante.

Proposition 7 Intégrale de —oco a +co d’'une fonction densité
+00

+00
Si fx estune densité d'une VAR a densité X, alors fx(t)dt converge et f fx(@®)dr=1.
(e.0] —00

Démonstration : Cela découle du simple fait que :

X
limf fX(t)dt:xl_i,rP Fx(x)=1

X—+00

CQFD U]

Réciproquement, on peut se demander a quelle condition une fonction f : R — R est une
fonction densité d'une VAR a densité X ? Nous allons voir que les fonctions densités sont
caractérisées par les trois propriétés énoncées précédemment.
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1 Définitions et premiéres propriétés

Théoréme 8 Caractérisation des fonctions densités

Soit f : R — R une fonction numérique définie sur R. Alors f est une densité d'une VAR a
densité X si, et seulement si, elle vérifie les conditions :

(i) f est positive sur R;

(ii) f est continue sur R privé d'un nombre fini de points;
+00

(iii) f(t)dt converge et est égale a 1.

—00
Dans ce cas la fonction de répartition de X est donnée par :

VxeR, FX(x):IP(XSx):f f(odt

Démonstration : On définit une fonction F sur R par:

VxeR, F(x):f fde

On va appliquer le théoréme 2 qui garantira que F est la fonction de répartition d'une VAR a
densité X, puis vérifier que f est bien une densité de cette VAR X.

« La positivité de f donne facilement la croissance de F.

e Notons a; < --- < ay les points de discontinuité de f. On pose aussi ay = —co et a,+1 = +00.
Fixons i € [0, n] et ¢; €]a;,a;+1[. Onapour x €]a;, a;41 | :

X Ci X
F(x):f f(t)dt:f f(t)dt+f f(Hde
—00 —00 Ci

Le premier terme est une constante, et le deuxieme est I’expression d'une fonction de classe
C! sur la;, a;., [ de dérivée f (puisque f est continue sur ]a;, a;+1[. On en déduit que F est
Clsurla;, a;1 [ de dérivée f.

A ce stade on a donc montré que F est C! sur R privé d’'un nombre fini de points, et qu'en
dehors de ces points sa dérivée est f.

e F est donc continue sur R\{ay, ..., a,} (car dérivable). Pour i € [1,n] et x€]a;,a;+1[,ona:

F(x):f f(r)dt:f i f(r)dt+f f(ndr

aj+1
et comme f(r)dt converge, ona:
aj
Ci a; a;
lim F(x) :f f(t)dt+f f(t)dt:f f(r)dr = F(a;)
Xx—a; —00 Cj —00

donc F est continue a droite en a;. La continuité a gauche s’obtient de la méme maniere.

On a donc F croissante, continue sur R et C! sur R privé d’'un nombre fini de points. F est
donc, d’apres le théoréme 2, la fonction de répartition d'une VAR a densité X. De plus f est
positive et est égale a F’ sur R privé d'un nombre fini de points : c’est donc une densité de X.

CQFD [

1
Exemple: f définie par f(t) = Ee" fl'est une densité d’'une VAR X.
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CHAPITRE 21 : Variables aléatoires réelles a densité

Exemple: Déterminer la valeur du réel apour que la fonction f définie par f(7) =

a
1y1,2 (1)
/_t—l 11,2]

soit une densité d'une VAR X.

On voit sur ces exemples qu'on ne cherchera pas a préciser la VAR X, et encore moins l'es-
pace probabilisé (Q, </, P) sur lequel elle est définie.

1.3 Interprétation des fonctions densités

Supposons qu’on est représenté la courbe €y d'une densité f d'une VAR X. Pour tout (a, b) €

R tels que a < b, la probabilité P(a < X < b) est égale a I'aire de la partie du plan délimitée
par 6y, I'axe (0x) et les droites d’équation x = a et x = b.

Il existe une autre interprétation d'une fonction densité f. On a vu qu’en tout point a ol
la fonction de répartition F est dérivable, on a f(a) = F'(a). On en déduit que pour h trés
proche de 0, la probabilité P(a < X < a + h) est approximativement égale a f(a).h.

Nous allons voir que les intervalles sur lesquels une densité est nulle, renseignent sur les
valeurs prises par la variable aléatoire.

On rappelle que si A est une partie de R et X une VAR, alors on dit que X est presque stre-
ment a valeurs dans Alorsque: P(X € A) = 1.

Théoréeme 9 Valeurs prises par une VAR a densité

Soient (a, b) € R tels que a < b, et une X une VAR a densité de fonction de répartition F, et
de densité fx. On a équivalence de:

(i) X est p.s. a valeurs dans [a, b] ;

(ii) fx estnulle sur]—oo0, a[ et sur b, +oo[ (sauf éventuellement en un nombre fini de points) ;
(iii) Fx est nulle sur ] — oo, a] et égale a 1 sur [b, +oo].

Pour une VAR a densité, on peut aussi dire que X est p.s. a valeurs dans ]a, b], ou [a, b[, ou
la, bl.

On peut remarquer que le fait que (i) <= (iii) est en fait valable pour toute VAR.

Exemple: Si X est une VAR de densité f définie par f () =

1
1y1,21(8), alors X est p.s. a
2 /_t—l 11,2] p

valeurs dans [1,2]. De plus, sa fonction de répartition Fx est nulle sur ] —oo, 1] et égale a 1 sur
(2, +00l.

1.4 Blian sur les fonctions de répartitions et fonctions densités

Il ne faut pas confondre ces fonctions. Nous rappelons leurs principales propriétés dans le
tableau suivant.
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1 Définitions et premiéres propriétés

Fonction de répartition Fy Densité fx
Régularité CYsurRet C! sur R privé d’'un CP sur R privé d’'un nombre fini de
nombre fini de points points
Monotonie croissante sur R Néant
Limites lim Fx(x)=0et lim Fx(x)=1 Néant
X——00 X— 400
Encadrements VxeR, 0<Fx(x)<1 VxeR, fx(x)=0
+00
Intégrale sur R Néant f fx(®dr=1
+00 -
Formules Fx(x) = f fx(t)dt fx(x)=F 3( (x) si Fx dérivable en x,
oo [fx(x) = une autre valeur sinon

Terminons par un rappel des principales méthodes.

Rédaction : Comment montrer qu'une VAR X est a densité ?

* On calcule Fx(x) =P(X < x) pour tout x € R.

« On montre qu’elle est C! sauf en un nombre fini de points x1, ..., Xj,.
e On vérifie que Fy est C%a gauche et a droite aux points x, ..., X, ; on sait alors qu’elle est
CO sur R.

Rédaction : Si on sait que X est a densité, comment calculer une densité de X ?

» On calcule Fx(x) = P(X < x) pour tout x € R (si cela n’a pas déja été fait).

e En tout x € R, o1 Fy est dérivable on pose fx(x) = F (x). Aux autres points, on prend n'im-
porte quelle valeur : par exemple on peut prolonger fx par continuité (si cela est possible).

On sait alors que la fonction fx est une densité de X.

La fonction de répartition joue donc un rdle central dans I’étude des VAR a densité.

1.5 Transfert de loi

Soit (Q, «/,P) un espace probabilisé.

On considére une VAR X : QO — R de densité fx et une fonction ¢ : R — R telle que X(Q) <
P¢.On a alors le schéma de composition :

foﬁﬂ%

e

Q

On admettra que I'application Y = ¢ o X est aussi une VAR sur (2, «,P). On la note plus
simplement Y = ¢(X).
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CHAPITRE 21 : Variables aléatoires réelles a densité

Connaissant une densité fx de X et 'expression de la fonction ¢, nous souhaiterions déter-
miner laloidela VAR Y = ¢(X).

/\ Comme nous le verrons sur les exemples, il est possible que Y ne soit plus une VAR a
densité (dans ce cas ce sera une VARD conformément au programme).

On commence par déterminer les valeurs prises par Y, c’est-a-dire I'ensemble Y (Q).

¢ SiY(Q)={y1,...,yp} (ensemble fini), ou Y (Q) = {y,/ n € N} (ensemble dénombrable), alors
Y est une VARD.

Exemple : X VAR a densité telle que X(Q) € R* et Y = | X]. Montrer que Y est une VARD et
donner sa loi en fonction d’'une densité fx de X.

¢ Sinon, Y (Q) sera un intervalle. Dans ce cas on cherchera si Y est a densité (en étudiant sa
fonction de répartition Fy).

Exemple: On pose Y = eX. Montrer que Y est a densité et en donner une en fonction d'une
densité fx de X.

Exemple: On pose Y = X2, Montrer que Y est a densité et en donner une en fonction d’'une
densité fx de X.

Exemple: On pose Y =|X|. Montrer que Y est a densité et en donner une en fonction d'une
densité fx de X.

/\ Méme si @ est continue, il se peut que Y = ¢(X) ne soit pas a densité.
/\ En général, la somme de deux VAR a densité est a densité.

Exemple : Vérifier que Y = X + | X| fournit un contre-exemple aux deux propriétés précé-
dentes.

Dans le programme d’ECS figure le résultat suivant qui correspond au cas ou ¢ est affine.

Théoréeme 10 Transformation affine d’une VAR a densité
Soient X une VAR a densité et fx une densité de X. On se donne (a, b) € R? tel que a # 0.
Alorsla VAR Y = aX + b est a densité et une densité de Y est la fonction fy définie par:

y—b)

a

1
VyeR, fy(y)sz(

Démonstration : Distinguerles cas a>0et a <0.

CQFD [
Remarquer que si a =0, la VAR Y est dicrete, de loi certaine égale a b.

Ce théoréme se généralise au cas o1 ¢ est un C! difféomorphisme (fonction C! dont la déri-
vée ne s’annule pas). Lénoncé est donner dans la section Exercices.
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2 Espérance d’'une variable aléatoire a densité
2 Espérance d’'une variable aléatoire a densité

2.1 Espérance

Définition 11 Espérance d’'une VAR a densité
Soit X une VAR de densité fx. On dit que X admet une espérance E(X) lorsque l'intégrale

+00
f t.fx(t)dt converge absolument. Dans ce cas, on appelle espérance de X le réel :
—0o0

+00
E(X) =f t.fx (1) dt

(e ¢]

Cette définition est correcte car elle ne dépend pas du choix de la densité fx, puisqu'on ne
change pas la valeur d'une intégrale sil’'on change I'intégrande en un nombre fini de points.

+00

La convergence absolue de f t.fx(t)dt signifie la convergence de f |t].fx(t)dt. En

fait, puisque fx est positive sur R, la fonction r — ¢ fx () est positive sur R* et négative sur
R~. La convergence absolue n’est donc pas nécessaire, on peut se contenter de montrer la
convergence.

+00

+00
Lintégrale f t.fx(t)dt estimpropre en —oo et +00, et aux points de discontinuité de fx.
—00
Si E(X) existe et fx est paire, alors E(X) = 0.

Exemple: La fonction f définie par f(x) = 6x(1 — x)1jo,1)(x) est une densité d'une VAR X. X
admet une espérance égale a 1.

3
Exemple : La fonction f définie par f(x) = — 111,+00[(X) est une densité d’'une VAR X. X ad-
X

. (o1s O
met une esperance egale a 5

1
Exemple: La fonction f définie par f(x) = 0D est une densité d'une VAR X. X n'admet
pas d’espérance.

no

X

Exemple : La fonction f définie par f(x) = e~ 2 estune densité d'une VAR X. X admet

8-
S|

une espérance égale a 0.

Définition 12 VAR a densité centrée
Soit X une VAR a densité. On dit qu’elle est centrée lorsqu’elle admet une espérance, et
lorsque cette espérance est nulle.

\S]

X

2, est centrée.

1
Exemple: Une VAR X de densité f, définie par f(x) = ——e
V2rn

ECS1.1, Lycée Fermat Toulouse. http://mathcpge.org/ 417




CHAPITRE 21 : Variables aléatoires réelles a densité

Théoréeme 13 Linéarité de 'espérance
Soit X une VAR de densité fx. Pour tous réels a et b, la VAR aX +b admet aussi une espérance,
donnée par :

E(aX +b)=aE(X)+b

Démonstration : On utilise le fait que Y = aX + b est aussi a densité, et qu'une de ses densités
y-Db
a

1
est la fonction g définie par g(y) = Tl f(
CQFD [

Corollaire 14 VAR centrée associée
Soit X une VAR a densité admettant une espérance. Alors la VAR X —E(X) est centrée.

Définition 15 VAR centrée associée
Soit X une VAR a densité admettant une espérance. Alors la VAR X —E(X) est appelée variable
centrée associée a X.

2.2 Théoréme de transfert pour les VAR a densité

Théoréeme 16 Théoréme de transfert pour les VAR a densité

Soit X une VAR de densité fx. On suppose que X est presque sirement a valeurs dans un
intervalle I (ie que fx est nulle en dehors de I) et que ¢ : I — R est une fonction continue
sauf en un nombre fini de points.

On suppose de plus que la variable Y = ¢(X) est aussi a densité.

Alors Y = ¢(X) admet une espérance si et seulement si I'intégrale f @(1) fx(t)dt converge
I

absolument. Dans ce cas :

E(p(X)) :flw(t)fx(t)dt

Nous verrons en TD que pour que Y soit a densité, il suffit de supposer que ¢ est un C!-
difféomorphisme de I sur J = f(I) (fonction C! sur I dont la dérivée ne s’annule pas).
Exemple: Nous avons vu que eX est une VAR a densité. Elle admet une espérance si et seule-

+00
ment si f e’ fx(t)dt converge (I'intégrande est positive) et dans ce cas :
—0o0

+00
E(e¥) :f e’ fx(ndt

Exemple: Nous avons vu que X est une VAR a densité. Elle admet une espérance si et seule-

+o00
ment si f t? fx () dt converge (I'intégrande est positive) et dans ce cas :
—0o0

+00
E(X?) = f 2 fx () de

(e.o]
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2 Espérance d’'une variable aléatoire a densité
Exemple: Nous avons vu que eX est une VAR a densité. Elle admet une espérance si et seule-

+00
ment si f [t] fx (£) dt converge ('intégrande est positive) et dans ce cas:
—00

+00
E(1X1) :f 1 fx (D di

2.3 Moments d’'une VAR a densité

Proposition 17 Densitéde X"
Soit X une VAR a densité et r € N. Alors X" est aussi une VAR a densité.

Définition 18 Moments d’'une VAR a densité
Soient X une VAR de densité fx et r € N. On dit que X admet un moment d’ordre r lorsque
E(X") existe. Dans ce cas, on appelle moment d’ordre r de X le réel :

m,(X) =E(X")

Pour r =1, on retrouve I'’espérance de X.

Si X est une VAR de densité fy, le théoreme de transfert donne que:
+00
E(X") existe @f |t]". fx (t)dt converge
—00

et dans ce cas :
+00
my(X) =E(X") = f t".fx (0 de
—00
Ainsi pour calculer les moments d'une VAR a densité X, il suffit de connaitre une densité de
X. Il n’est pas nécessaire de déterminer une densité des VAR X" pour r € N.

1

Exemple: Soit X VAR de densité f définie par f(t) = Ee"”. Alors X admet des moments de

0 sirimpair

tout ordre, et pour r e N: E(X") = ) S
n! sir pair

Théoreme 19 Existence de moments d’ordre inférieur
Soit X une VAR a densité qui admet un moment d’ordre r € N. Alors X admet des moments
a tout ordre s € [0, r].

Démonstration : On procede de méme que pour les VARD.

CQFD U]

Définition 20 VAR a densité bornée
Soit X une VAR a densité. On dit qu’elle est bornée lorsqu’il existe deux réels a et b, avec
a < b, tels que X soit p.s. a valeurs dans |[a, b].
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CHAPITRE 21 : Variables aléatoires réelles a densité

Proposition 21 Existence des moments pour une VAR a densité bornée
Si X est a densité et est bornée, alors elle admet des moments a tout ordre.

Théoreme 22 Existence du moment centré d’ordre r
Si X est une VAR a densité qui admet un moment d’ordre r € N, alors la VAR centrée X —[E(X)

est a densité et admet elle-aussi un moment d’ordre r égal a E [ (X -EX)) r] .

Démonstration : On procede de méme que pour les VARD.

CQFD U]

Définition 23 Moment centré d’ordre r d’'une VAR a densité
Si X est une VAR a densité admettant un moment d’ordre r € N, on appelle moment centré

d’ordre r le réel :
1 (0 =E| (X -EX0)']

2.4 Variance d'une VAR a densité

Définition 24 Variance d'une VAR a denisté
Soit X une VAR a densité admettant un moment d’ordre 2. On appelle variance de X, notée
V(X) ou Var(X), son moment centré d’ordre 2 :

V(0 =E| (X -E0)’]

Donc V(X) existe si E(X?) existe.

La variance sert a mesurer la dispersion quadratique de X autour de sa valeur moyenne (=
son espérance).

Théoréme 25 Regles de calcul de la variance
Soit X une VAR a densité admettant un moment d’ordre 2.

1. V(X)>0;
2. Pour tout (a, b) € R?, aX + b admet un moment d’ordre 2 et :

V(aX+b)=ad®V(X)

Remarquer que ce sont les mémes regles de calcul que pour les VARD (mais que la variance
ne peut étre nulle).
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Théoréeme 26 Formule de Koenig-Huyghens
Soit X une VAR a densité admettant un moment d’ordre 2. Alors :

V(X) =E(X?) - (EC))°

Puisque V(X) =0, onaE(X?) = ([E(X))z. Plus généralement, on peut montrer que si ¢ est une
fonction numérique convexe, alors E(¢(X)) = ¢(E(X)) (inégalité de Jensen), mais c’est une
autre histoire. ..

C’est cette formule qu’on utilise en pratique pour calculer la variance d'une VAR a densité.

Exemple: Soit X VAR de densité f () =61(1—1)1},2(¢). Alors X admet une variance : V(X) =
1

2_0.

3 3
Exemple: Soit X VAR de densité f(¢) = F 111,400 (). Alors X admet une variance : V(X) = 7

Définition 27 Ecart-type d’une VAR a densité
Soit X une VAR a densité admettant un moment d’ordre 2. On appelle écart-type de X le

réel: o(X) = vV (X).

Contrairement a la variance, I'écart-type posséde la méme unité que X, et s'interprete donc
mieux en pratique. Il sert a mesurer la dispersion de X autour de sa valeur moyenne.

Définition 28 VAR a densité centrée réduite Soit X une VAR a densité admettant un mo-
ment d’ordre 2.

1. Ondit que X est une VAR a densité centrée réduite lorsque E(X) =0 et V(X) = 1.

X—-E(X
2. On appelle VAR a densité centrée réduite associée a X la VAR : (—X())
o
. —-E(X) . ., e
EneffetsiY = T’ alors Y est une VAR a densité centrée réduite.
o

3 Lois usuelles

Dans tout ce paragraphe X est une VAR a densité définie sur un espace probabilisé (Q, Z,P).
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CHAPITRE 21 : Variables aléatoires réelles a densité

3.1 Loiuniforme

Définition 29 VAR a densité de loi uniforme
Soient a et b deux réels tels que a < b. On dit que X suit la loi uniforme sur [a, b] lorsque X
admet pour densité la fonction f définie par :

1
VieR, f)=——1 t
€ f() b—a [a,b]()

Onle note X — % ([a, b]).

La fonction f donnée dans la définition vérifie bien les conditions d'une fonction densité.

Voici sa représentation graphique :

1
b-a

o PR )
R S EEEREEEE T, )

X estp.s. avaleurs dans [a, b] et est donc bornée. Ainsi elle admet des moments a tous ordres.

Proposition 30 Fonction de répartition de % ([a, b])
Soit X une VAR quelconque de fonction de répartition F. Alors X — % ([a, b]) si, et seulement
si:

X—da
VxeR, F(x)= ﬂl[“’b] (%) + 1)p,+00[ (X)

Voici la représentation graphique de la fonction de répartition de % ([a, b)) :

1.0

0.6+

041

0.0l
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.y . . longueur de In|a, b]
Plus généralement, si I est un intervalle de R, alors P(X € I) = . Les
longueur de [a, b]

valeurs de X sont donc « uniformément réparties dans l'intervalle [a, b] ».

Théoréme 31 Espérance et variance d’'une VAR de loi % ([a, b])
Soit X une VAR de loi %([a, b]). Alors X admet des moments de tous les ordres.

En particulier :

a+b (b— a)?

(X) et (X) 2

Exercice 1 Si X — % ([a, b]) et r €N, calculer E(X7).

Proposition 32 Transformation affine d’'une loi uniforme
Soit X une VAR quelconque. Alors :

X—([0,1]) < a+ (b-a) X — %([a, b])

Démonstration : On utilise le fait que Y = ¢ X+ 8 est aussi a densité, et qu'une de ses densités

y—ﬁ)_

1
est la fonction g définie par g(y) = mf (T

CQFD [

3.2 Loiexponentielle

Définition 33 VAR a densité de loi exponentielle
Soit A un réel tel que A > 0. On dit que X suit la loi exponentielle de parametre A, lorsque X
admet pour densité la fonction f définie par :

VIER, f()=Ae 10 400((D)

Onle note X — &(A).

La fonction f donnée dans la définition vérifie bien les conditions d'une fonction densité.

Voici sa représentation graphique pour différentes valeurs du parametre A :

ECSL1.1, Lycée Fermat Toulouse. http://mathcpge.org/ 423



CHAPITRE 21 : Variables aléatoires réelles a densité

X est p.s. a valeurs dans R*.

Proposition 34 Fonction de répartition de &(1)
Soit X une VAR quelconque. Alors X — &(A) si, et seulement si :

VXeR, F(x)=(1-e )10 00((x)

On en déduit que, pour x >0, P(X > x) = e ¥, et pour x <0, P(X > x) = 1.

Voici la représentation graphique de la fonction de répartition de &(A) pour différentes va-
leurs du parametre A :

Théoréeme 35 Espérance et variance d’'une VAR de loi &(1)
Soit X une VAR de loi &(A). Alors X admet des moments de tous les ordres.
En particulier :

1 1
E(X) = 1 et V(X) = I
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Exercice 2 Si X — &(A) etr €N, calculer E(X").

Théoréeme 36 Absence de mémoire de la loi exponentielle

Soit X une VAR presque sirement a valeurs dans R*, et qui n’est pas presque stirement nulle.
On a équivalence de :

(i) X est a densité et suit une loi exponentielle;;

(ii) X vérifie la propriété d’absence de mémoire :

V(x,y)eR", PX>x+Y)=PX>x)P(X>y)

La loi certaine nulle vérifie aussi la propriété d’absence de mémoire, c’est pourquoi elle a été
exclu dans les hypotheses.

SiP(X > x) > 0lapropriété (ii) s'écrit : P(X > x+ y| X > x) = P(X > y). Les lois exponentielles
sont donc une généralisation des lois géométriques dans le cas des VAR a densité. Elles sont
utilisées pour modéliser des temps d’attente (par exemple la durée de vie d'un appareil, en
négligeant les phénomenes d’usure).

Démonstration : (i) = (ii) Simple calcul.

(ii) = (i) On définit une fonction 7 : R — R* par 7(x) =P(X > x).
Si x =0, on a par récurrence : Vn € N*, m(nx) = m(x)".

En particulier 7(n) = a” oion aposé a=n(1) € [0,1].

P

Sir= % €Q*,alorsn(gr) =a” =a(n, doun(r)=as =a’.

Si x > 0, on I'approxime par deux suites adjacentes de rationnels, pour obtenir 7 (x) = a*.

La continuité a droite de Fx en 0 donne celle de 7. On a donc 7z (0) = lim+ a*.Commen(0) =1,
x—0

onaa>0.

Le faitque lim Fx(x)=1donnea<1.
X—+00

On note A le réel strictement positif tel que 7(x) = e **, pour x >0: 1 = —In(a).
Alors X — &(A).

CQFD U]

Proposition 37 Transformation affine d’'une loi exponentielle
Soit X une VAR quelconque. Alors :

X‘—><§’(1)<:>%X‘—>éa(/1)

Démonstration : On utilise le fait que Y = ¢ X+ f est aussi a densité, et qu'une de ses densités
y-B

a

1
est la fonction g définie par g(y) = Tl f(

CQFD [
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3.3 Loinormale

3.3.1 Loinormale centrée réduite

o . _ .
Rappelons pour commencer que l'intégrale de Gauss intt—oo+ooe™ 2 converge et est égale

avan.

Définition 38 VAR a densité de loi normale centrée réduite

On dit que X suit la loi normale centrée réduite (ou loi de Laplace-Gauss), lorsque X admet
pour densité la fonction f définie par:

2

1
VieR, f(f)=—e 2

V2r
Onle note X — A4(0,1).

La fonction f donnée dans la définition vérifie bien les conditions d'une fonction densité.

Voici sa représentation graphique :

0.3+

0.1+

Proposition 39 Fonction de répartition de .4/'(0, 1)
Soit X — A47(0,1). Sa fonction de répartition est la fonction @ : R — R donnée par :

2
VieR, ®(x)=PX<x)= T dr

1 X
— e
\/Ef_oo

. 1
Elle vérifie ®(0) = > et:
VXeR, P(—x)=1-P(x)

On ne connait pas d’expression simple de ®(x), mais des valeurs approchées sont tabulées.

Voici la représentation graphique de la fonction de répartition de .A°(0,1) :
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1.0 IR

" ]
H| o°=10, — / .
0.8 /
~ 06
S 1
©
04

/ |

0.0

Exercice 3 Montrer que pour x = 0 : P(|X| < x) =2®(x) - 1 et P(1X| = x) = 2(1 - ®(x)).

Théoréeme 40 Espérance et variance d'une VAR de loi .47(0,1)
Soit X une VAR de loi A4(0,1). Alors X admet des moments de tous les ordres.
En particulier :

E(X)=0 et ViX)=1

Donc si X — A4(0,1) alors X est centrée et réduite, d’oul le nom de «loi normale centrée
réduite ».

Exercice 4 Si X — A4(0,1) et r €N, calculer E(X") en fonction de la parité de r.

3.3.2 Loinormale: cas général

Définition 41 VAR adensité de loi normale
Soient u et o deux réels tels que o > 0. On dit que X suit la loi normale de parametres (u, o?),
lorsque X admet pour densité la fonction f définie par:

(Ht)z

e_ 202

VieR, f(n=
ovV2n

On le note X — A (u,0?).

La fonction f donnée dans la définition vérifie bien les conditions d'une fonction densité.
/\ Dans certains ouvrages, .4 (i, 0%) est notée A (u, o).

Voici la représentation graphique de la densité pour différentes valeurs des parametres :
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0.0
! ! ! ! 1 !

! /5 ‘\;\\\ :

o
[N
w
IS
o

Proposition 42 Transformation affine d’'une loi normale
Soit X une VAR quelconque. Alors :

2 X-u
X—N(u,o°) = ———A(0,1)
o

Démonstration : On utilise le fait que Y = a X+ estaussi a densité, et qu'une de ses densités

est la fonction g définie par g(y) = f (y 'B)
CQFD [

Proposition 43 Fonction de répartition de .4 (i, o)
Soit X — A (u, 0?). On note Fy sa fonction de répartition et ®@ celle d'une VAR de loi normale
centrée réduite. Alors :

(tp

202 dt

VxeR, Fx(x)=PX=x)=

ovV2n

et:
VxeR, Fx(x)= @(%)

Voici la représentation graphique de la fonction de répartition de .4 (u, o) pour différentes
valeurs des parametres :

T -
/

/
NEEs/AN
3 T/
RV, |
!

u
©=0,

08 u=0 aZ=5.n,—
u

0.0 —
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Théoréme 44 Espérance et variance d'une VAR de loi A (i, 02)
Soit X une VAR de loi A (u, 02). Alors X admet des moments de tous les ordres.
En particulier :

EX)=p et V(X)) =0°

Etdonc o = 0(X) (écart-type de X).

Démonstration : Ecrire X = uY + 0 ol Y — .4(0,1) puis utiliser la formule du binome.
CQFD [

Interprétation graphique des parametres p.eto :
 Le parametre u correspond a la moyenne. Puisque le graphe de la densité est symétrique
parrapportalaxex =g, onaP(X=zpu) =P(X s p) = 3

 Le parametre o correspond a I’écart-type. On peut aussi montrer que :
P(X€lu-0o,u+0])=068 P(Xe[u—20,u+20])=095 P(Xe€[u—30,u+30])=0.997

Lalargeur de la « cloche » est donc approximativement de 60.

X X
L—C L L+C nw—-2c L n+2c

99,7 %

&

n-3c n L+ 36
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4 Exercices

Exercice 5

1. Si X — ([-1,2]), vérifier que X? est a densité et donner en une.

2. Méme question avec | X].

Exercice 6 Soit F:R — R la fonction définie par F(X) = x" 1[0, 11(x) + 1}1,+00[ (X).

1. Montrer que F est la fonction de répartition d'une VAR X a densité. On donnera une
densité de X.

2. Montrer que X admet une espérance et une variance et calculer les.

Exercice 7 Soit X — &(A).
1. (a) Montrerque Y = v/ X est a densité et donner en une.
(b) Montrer que Y admet une espérance et une variance et calculer les.
2. (a) Montrer que X 2 est a densité et donner en une.

(b) Montrer que X est a densité et donner en une.

Exercice 8 On considere la fonction f : R — R définie par: f(x) = 111, 400[ (X).

c
x(x+1)
1. Déterminer ¢ € R pour que f soit une densité de probabilité.

1
2. Soit X densité f. Montrer que Y = X est a densité en donner en une.

Exercice 9 On suppose que X — &(A). Déterminerlaloi de | X] et de X — | X].
Exercice 10 Soit X une VAR de loi .#'(0,1). Montrer que X? est a densité et donner en une.

Exercice 11 (Simulation de loi par inversion de la fonction de répartition) Soit X une
VAR a densité, de fonction de répartition F connue et supposée strictement croissante. Elle
admet donc une bijection réciproque F~': I — R o1 I = F(R) < [0, 1].

On se donne aussi U VAR de loi %2/([0, 1]).

Montrer que la VAR F ~1(U) est a densité et déterminer sa fonction de répartition.

Application : comment simuler une loi &(1) ?

Cette méthode se généralise au cas ou F est seulement supposée croissante. Elle n'est plus bi-
jective et il faut alors utiliser la notion d’inverse généralisée qui n'est pas au programme. ..

Exercice 12 Soit F:R — R la fonction définie par F(X) = x" 1[0, 11(x) + 1}1,+c0[ (X).

1. Montrer que F est la fonction de répartition d’'une VAR X a densité. On donnera une
densité de X.

2. Montrer que X admet une espérance et une variance et calculer les.

1
Exercice 13 On pose [ (1) :{ an

exp(—3(np?) sit>0
0 sinon
1. Vérifier que f est une densité d'une variable aléatoire X.
2. Calculer E(X).
3. Soit Y =In(X). Comparer E(In X) et In (E(X)).
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Exercice 14 On se donne X une VAR telle que la variable Y = In X suit une loi normale
N (u,0).

1. Exprimer la fonction de répartition F de X en fonction de y, o et de la fonction de
répartition de la loi normale centrée réduite I1.

2. En déduire que X est une var a densité et donner une densité de X.

3. Montrer que X admet une espérance et calculer la.

Exercice 15 (Loi exponentielle bilatére) Onpose: VteR, f(1) =3I
1. Montrer que f est une densité de probabilité.

2. Soit X une variable aléatoire de densité f. Donner la fonction de répartition de X, son
espérance et sa variance.

3. On pose Y = |X|. Montrer que Y suit une loi exponentielle dont on donnera le para-
metre.

Exercice 16 (Lois Gamma et gamma) On rappelle que la fonction I est définie par :
+00
Vx>0, I(x) :f e tdr
0

1. (a) Pour a>0etf>0,on définitla fonction f par:

_i Bx a-1
f(t)—r(a)e (BX)" 1xso

Montrer que [ est une densité de probabilité.
Si X est de densité f on le notera X — I'(a,f). Cette loi, appelée loi « grand
gamma » modélise une durée de vie avec vieillissement.

(b) ReconnaitrelaloiI'(1,f).
(c) Montrer que X admet une espérance et une variance et les calculer.

2. Pour a > 0, on dit que X suit la loi y(a), lorsque X — I'(a,1). Cette loi est appelée loi
« petit gamma ».

(@) Pour >0 montrer que X — I'(a,1) <= X — ['(«, f).
(b) En déduire que E(X) et TX) existent et les calculer.

Exercice 17 (Processus de Poisson) Des voyageurs arrivent de fagon aléatoire dans la
salle des pas perdus de la gare de Lyon. On suppose que la variable aléatoire N; égale au
nombre de ces voyageurs arrivant entre les instants 0 et ¢ (¢ > 0) suit une loi de Poisson de
parametre alt (a > 0).

1. On note X; l'instant d’arrivée du premier voyageur.
Déterminer P(X; > t) pour tout réel ¢. En déduire la loi de X7, puis E(X;) et V(X3).

2. Onnote X, l'instant d’arrivée du n-iéme voyageur (n = 1).

n—1 k
—ar e (@)

(a) Montrer que, pour £ >0, Fx, () =1-e . En déduire une densité de

k=0
X,

(b) Calculer E(X},) et V(X,,).

Exercice 18 (Loi Béta)
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CHAPITRE 21 : Variables aléatoires réelles a densité

1

1. (a) Soient a et f deuxréels. Pour quelles valeurs de a et 8, 'intégrale B(a, ) = f -
0

t)ﬁ ~ldt est-elle convergente ?

(b) On suppose que a >0 et > 0. Montrer que .B(a+1,0) = a.B(a,f +1) et que
B(a,f+1)+B(a+1,B) = Ba, p).

En déduire que B(a + 1, 8) = @

’ a+p

2. Soit f la fonction définie par f(x) =

B(a, B).

a-1¢1 _ +\B-1
B(a’ﬁ)x (I-=x)7""1j0,11(x).

(@) Montrer que f est une densité de probabilité.
Si X est une variable aléatoire de densité f, on dira que X suit la loi Béta de para-
metres (a, B).

(b) Soit X de densité f. Montrer que Y admet une espérance et une variance et cal-
culer les.

Exercice 19 (Loi de Pareto)

1. Soient a et a des nombres réels strictement positifs et f la fonction définie sur R par
a

a
flx) = GW 11, +o0[ (X).

(a) Vérifier que f est bien une densité de probabilité.
Si X est une variable aléatoire de densité f, on dira que X suit la loi de Pareto de
parametres («, a).

(b) Soit X de densité f. Déterminer la fonction de répartition F de X.

(c) Déterminer les valeurs de a pour lesquelles X admet une espérance, et calculer
la dans ce cas.

(d) Déterminer les valeurs de a pour lesquelles X admet une variance, et calculer la
dans ce cas.

2. (a) Soient Y de loi &(A) avec A > 0,  un réel strictement positif et y un réel stricte-
ment supérieur a 1.
Déterminer la loi de la variable Z = B.yY.

(b) Etudier la réciproque de la propriété ainsi démontrée.

(c) Soient Z une variable aléatoire qui suit une loi de Pareto de parametre (a, a) et ¢
un réel strictement positif.
Déterminer la loi de Z°.

Exercice 20 Soit X une VAR de densité f, et ¢ une fonction de classe C! sur un intervalle I
de R, telle que ¢’ ne s’annule pas sur I. Alors Y = ¢(X) est une VAR a densité, a valeurs dans
J =), etune densité de Y estla fonction g définie par:

1 _
Vyel], gy = mf(q’ ')

Exercice 21 Supposons que X suit une loi .4'(0,1). On note @ sa fonction de répartition et
on pose:

VxeR, Qx)=1-®(x)=P(X=x)

La fonction s’appelle la queue de laloi .4(0, 1).
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4 Exercices

1. En utilisant deux intégrations par parties, montrer que, pour x >0 :

1 2
i) Q(x) = \/_e‘7

XV2n
1 2 1 2
(i) Q(x) = e 2z — e z
xV2m X321

2. En déduire un équivalent de Q(x) lorsque x — +oo0.

Exercice 22 (Taux de panne, usure et rodage d'une machine) Une machine tombe
en panne a un instant aléatoire 7. On suppose que T est p.s. a valeurs positives, et est a
densité. On note F sa fonction de répartition et f une de ses densités; on suppose f nulle
sur R™, continue et strictement positive sur ]0, +ool.

Si a I'instant ¢ > 0 la panne ne s’est pas produite, le risque de panne immédiate se mesure

Pt<T=t+ulT>t
par le taux de panne /(f) = lim ( | ) .Ondit qu’il y a usure lorsque # croit,
u—0"* u
et rodage lorsque h décroit.

1. Déterminer & en fonction de F et f.

t
2. On pose A(t) :f h(u) du. Montrer que, pour ¢t >0:
0

P(T>1) =e M0

Calculer E(A(T)).

3. Montrer que le taux de panne de T est constant si et seulement si T suit une loi expo-
nentielle.

4. On suppose qu’il y a usure sur ]0, +oo[. Montrer que, pour tout (s, ) € ([R%fr)2 :
P(T>s+t)<P(T>s)P(T>1

Exercice 23 Soit X VAR de densité f et admettant un moment d’ordre 2.
+00 +00
Calculerf (f (x—=P*ff(ydx|dy.

—00 (e.0]
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Chapitre 22

Convergences et approximations en
probabilités

On considere une expérience aléatoire modélisée par un triplet (Q, &, P).

1 Convergence en probabilité

1.1 Inégalité de Markov

Soit X une variable aléatoire définie sur (Q, &, [P), admettant une espérance.

On cherche a estimer la probabilité que X se disperse, c’est-a-dire qu’elle prenne des valeurs
éloignées de son espérance. Pour cela on a le résultat général suivant.

Théoréeme 1 Inégalité de Markov

1. Si X est une variable aléatoire positive admettant une espérance, alors :

E(X)
Va>0, P(X=za)<——
a

2. Si X est une variable aléatoire admettant une espérance, alors :

E(1X1)

Va>0, P(X|za) =

Exemple: Si X est une variable aléatoire admettant une espérance, alors :

lim P(X>a)=0

a—+oo

Par convergence monotone, on savait déja que lir+n P(X > n) = 0. Quelle est la différence
n—+oo

entre ces deux résultats ?
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CHAPITRE 22 : Convergences et approximations en probabilités

1.2 Inégalité de Bienaymé-Tchebychev

Sous I'hypothese que X a un moment d’ordre 2 on a un résultat plus précis.

Théoréeme 2 Inégalité de Bienaymé-Tchebychev
Soit X une VARD admettant un moment d’ordre 2. Alors :

Var(X)
£2

Ve>0, P(IX-EX)|=¢)<

Cette inégalité confirme 'utilisation de I’écart-type comme mesure de dispersion.

1.3 Convergence en probabilité
Soient X une VAR définie sur (QQ, &, P) et (X,,) ,en une suite de VAR toutes définies sur (2, %, P).

On souhaite définir une notion de convergence de la suite X;, vers X, pas en tant que suite
de nombres mais en tant que suite de variables aléatoires.

Définition 3 Convergence en probabilité
On dit que (X};) neny converge en probabilité vers X lorsque :

Ve>0, lim P(1X,-X|=¢)=0
n—+oo

On le note X, = X.

n—+oo

Remarquer que ce ne sont pas les expressions de X;, et X qui interviennent dans cette défi-
nition, mais leur loi.

L'inégalité de Markov donne une condition suffisante de convergence en probabilité, dansle
cas de variables admettant une espérance :
lim E(|X,-X|)=0
n—+oo
SivneN, E(X,) =E(X),'inégalité de Bienaymé-Tchebychev donne une condition suffisante
de convergence en probabilité, dans le cas de variables admettant un moment d’ordre 2 :
lim V(X,-X)=0
n—+oo
On peut généraliser au cas ou ([E(Xn)) 2N Converge lorsque n — +oo, comme nous le verrons
en TD.

A\ Il n’y a pas unicité de la limite.

A Si X, %» X on ne peut rien dire que E(X,).
n—+o0

1 1
Considérer X, telleque P (X, =0)=1- - etP(X,,=n)=—.

S

1
Exemple : Si X est une variable aléatoire, on pose X, = on [2" X] pour tout n € N. Montrer

P
que X,, — X.
n—+oo
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2 Convergence en loi

1.4 Loifaible des grands nombres pour la loi binomiale

Théoréme 4 Loi faible des grands nombres pour la loi binomiale
Soit (X;,) nen une suite de variables aléatoires telle que Vn e N, X,, — %(n, p). Alors :

(ol p désigne une variable aléatoire presque stirement constante égale a p).

Ce résultat permet une justification partielle, a posteriori, de la notion de probabilité d'un
évenement, introduite intuitivement : « la fréquence de succes sur n essais indépendants
converge vers la probabilité d'un succes ».

2 Convergence en loi

Soient X une VAR définie sur (Q, %,P) et (X;,) sen (chacune de ses variables est définies sur
un espace probabilisé qui lui est propre).

On souhaite définir une notion de convergence de la suite X, vers X, plus faible que la notion
de convergence en probabilité.

Définition 5 Convergence en loi
On dit que (X},) nen converge en loi vers X lorsque :

lim Fy,(x) = Fx(x)
n—+oo

q

. o K%
en tout point de continuité de Fx. On le note X, 7 X.
n—+o0

Dans le cas ou X a pour densité f, on adonc:
b
V(a,b)eR?, a<b= lim P(a<X,<b) :f fnydt
n—+oo a

Il existe d’autres définitions équivalentes (et tres différentes) mais elles ne sont pas au pro-
gramme d’ECS.

Nous verrons en TD que la convergence en loi est une conséquence de la convergence en
probabilité (mais ce n’est pas au programme).

A\ 1l n'y a pas unicité de la limite.

A Si X, n%» X on ne peut rien dire sur E(X},).
—1T00

s 1 1 1
Considérer X, telleque P (X, =—|=1—-—etP(X,=n) = —.
n n n
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CHAPITRE 22 : Convergences et approximations en probabilités

Théoréme 6 Convergence en loi pour des variables aléatoires a valeurs dans N

. . . . N < .
Si toutes les variables aléatoires X,;, € N, et X sont a valeurs dans N alors X, . xsh et
n—+oo

seulement si :
VkeX(Q), lim P(X,=k)=P(X =k)
n—+oo

/\ En général ceci est faux en général pour des variables discrétes!
Contre-exemple : dans 'exemple précédent, X, <. 0 mais hm P(X,=0)#1.

n—+0o

2.1 Approximation binomiale-Poisson

Théoréeme 7 Approximation binomiale-Poisson
Soit X, une VARD de loi % (n, p,) avec nlir+n np,=A>0.0naalors:
— 1T00

k

VkeN, lim P(X,=k =e *——
n—+00 k!

. k%
ie X;, e 2(N).

Ce résultat explique pourquoi la loi de Poisson est appelée «loi des évenements rares ».

A
On I'applique souvent avec p,, = -

2.2 Théoreme central limite

Théoréme 8 Théoréme central limite pour la loi binomiale (de De Moivre Laplace)
Soit (X;) nen suite de variables aléatoires telle que Vn e N, X, — %8(n, p).
On considere les variables aléatoires centrées réduites associées :

Xn—E(Xy)  Xp—np

vneN, X;= =
VVXD  /npl-p)
Alors:
X Z 40,1
n—+oo
ie:
2 . Xn
V(a,b)eR*, a<b— lim P a< f(t)dt

On peut donc approximer la loi %(n, p) parlaloi A (np, np(1 — p)) pour de grandes valeurs
de n.
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2 Convergence en loi

Théoréeme 9 Théoréme central limite pour la loi de Poisson
Soit (X;,) nen suite de variables aléatoires telle que Vn e N, X;, — 22 (nA).
On considere les variables aléatoires centrées réduites associées :

VneN, XX=
TVVX) NGy
Alors :
X Z 401
n—+oo

ie:

V(a,b)eRz, a<b= lim Pla<

)]
—F <b|= (nydt
n—+oo na af

On peut donc approximer la loi 2(nA) par laloi .4 (nA, nA) pour de grandes valeurs de n.
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CHAPITRE 22 : Convergences et approximations en probabilités

3 Exercices

Exercice 1 (Convergence en loi et lois uniformes)
11 )

1 2 n-1
2. Pour n =1, onsuppose que X;;, — [{—,—,..., .
nn

1. Pour n =1, on suppose que X, — )
nn

&
Montrer que X, — 0.
n—+oo

Montrer que X, = 2([0,1])

Exercice 2 Soit X;, de densité :

1 x\h-1
fn(t) = _ex/n (_) 1yxso
n! n

P
Montrer que X;, — 1.

n—+oo
Exercice 3 (Approximation d’une loi hypergéométrique par une loi binomiale)
On considere une urne composée de N boules dont une proportion p de boules blanches.
On effectue n tirages d’'une boule sans remise et on note Xy le nombre de boules blanches
obtenues.

Montrer que Xy Z P$B(n,p).
N—+oo

Exercice 4 (Convergences vers la loi de Poisson)
Soit n un entier de N*.

1. On note F, I'ensemble des permutations de [1,7]. On choisit au hasard une de ces
permutations, et on définit la variable aléatoire Y, égale au nombre de points fixes de
cette permutation.

(a) Montrer que le nombre d’éléments de F;, n'admettant aucun point fixe vaut :

(b) Déterminer laloide Y.
(c) Montrer que la suite (Y},);, converge en loi vers une variable aléatoire dont on
déterminera la loi.

2. On note E,, 'ensemble des applications de [1, n] dans [1, n]. On choisit au hasard une
de ces applications, et on définitla variable X, égale au nombre de points fixes de cette
application.

(a) Déterminer laloide X;,.

(b) Montrer que la suite (X}), converge en loi vers une variable aléatoire dont on
déterminera la loi.

Exercice 5 Pour tout n € N*, on considere la fonction f;,, définie par:

2.2
(@) =n?xe™ 21,5
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3 Exercices

1. Montrer que f, estla densité d'une variable aléatoire.

2. Soit X, de densité f;,. Montrer que X, oo

n—+oo
Exercice 6 Pour neN* et a € R, on considere la fonction f;, définie par:

an
(1 + n?x?)

fn(x) =

1. Déterminer a pour que f, soit une densité de variable aléatoire.

2. Soit X, de densité f;,. Admet-elle des moments ? Montrer que X, %» 0.
n—+00

Exercice 7 (Inégalité de grandes déviations)
Dans cet exercice X est une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (Q, <7, P), de
densité :

_ 1 n-1_-t
f(t)_(n—l)!t ¢

iedeloiI'(1,n) =y(n)), avec n € N*.
On rappelle que E(X) = net V(X) = n.

1. Pour toutréel A > 0, on pose w(A) = In (E(e~**~EX))) (transformée de Legendre de X).
Calculer y(A).
2
2. Montrer que pour tout A >0,onayw(A) < n;

3. (a) Montrer que pour tout x >0 et tout A >0, ona
PEX) - X = x) <e MW
(b) En déduire que pour tout x >0
PEX)-X=zx) < e~ X/2n

4. Comparer'inégalité que l’on vient d’obtenir avec celle obtenue par'inégalité de Bienaymé-
Tchebicheff.

Exercice 8 (Inégalités pour la loi de Poisson)
Dans tout I'exercice, X est une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (Q, <7, P)
et suivant la loi de Poisson de parametre A > 0.

1
1. (a) Montrer que IP(IX—/IIZA)SE.

1
(b) En déduirel'inégalité P(X =21) < T

2. On considere dans toute cette question une variable aléatoire discrete Z définie sur
(Q,«,P), d’espérance nulle et de variance o?.

(a) Montrer que
Va>0,Yx=0,P(Z=a)<P[(Z+x)?°=(a+x?]

o2 + x?

(b) MontrerqueVa>0,Yx=0,P(Z=a)< .
(a+x)2

2

(c) Montrerque Va>0,P(Z=a) < .
0%+ a?
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1
d) En dédui P(X=21)< ——.
(d) En déduire que P( ) o1

+00
3. Pour toutréel ¢, on pose Gx(t) = Z P(X =k) t*.
k=0
(@) Pour toutréel ¢, justifier 'existence de Gx(¢) et calculer sa valeur.
Gx(1)
(b) Montrerque:Vt=1,Ya>0,P(X=a)< .

ta

e\
(c) En déduire que P(X = 21) < (Z) .

Exercice 9 (Transformée de Laplace et inégalités exponentielles) Si X estune variable
aléatoire réelle, on appelle transformée de Laplace de X (ou fonction génératrice des mo-
ments) la fonction £x définie par:

VieR, ZLx(t)=E(e')

1. (a) Montrer que Zx est toujours définie en 0.
(b) Si X est positive, montrer que £x est définie au moins sur R™.

(c) Calculer Zx dansles cas suivants: X — % ([1,nl), X — B(n, p), X — 4(p), X —
PN), X — %(la, b)), X — &(A) et X — A(0,1). On précisera a chaque fois son
ensemble de définition

2. (a) Montrer que si X est une variable aléatoire réelle et ¢ > 0 tel que e’* admet une
espérance, alors :
VaeR, P(X=a) <e "“E(e")

(b) Dans le cas ou X — A4(0,1) en déduire :

Va>0, P(X=a) <e @2

Exercice 10 (Une condition suffisante de convergence en probabilité)
Soit (X;) nen suite de variables aléatoires admettant un moment d’ordre 2 et telle que :

lim E(X,)=a et lim V(X,)=0
n—+oo n—+oo

Montrer que X, 2 X
n—+oo
Exercice 11 (Convergence en probabilité et fonctions continues)
Si X, 'S et f:R — Rest continue sur R, alors f(X},) P, f(X).
n—+oo n—+oo

Exercice 12 (La convergence en probabilité donne la convergence en loi) On sup-
pose que X, £ ox.

n—+oo

1. Vérifier que si Y et Z sont deux variables aléatoires réelles, si c e Ret € > 0 alors :
P(Y<c)sP(Z<sc+e)+P(Z-Y >¢)
2. Soient € > 0 et a € R. Etablir que, pour tout n € N :

PX<a-¢)-P(IX,-X|>¢) <PXp,<a)<P(X<a+e)+P(|X,— X|>e¢)
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3 Exercices

3. Conclure que X, Z x.
n—+oo

Exercice 13 On considere une suite de variables aléatoires (X},),,>1, définies sur (Q, </, P),
oli, pour tout entier naturel n = 1, X,, suit la loi normale d’espérance nulle et d’écart-type
1/n.

On définit, pour tout entier naturel n non nul, 'application Y}, par:

1
YweQ,Y,(w) :f | X0 (w) - t|dt
-1

On admet que, pour tout entier naturel non nul, Y;, est une variable aléatoire définie sur
(Q, o, P).
On note Fy, la fonction de répartition de Y, et @ celle de la loi normale centrée réduite.

1. Exprimer, pour tout réel y, Fy, (y) en fonction de ®(y) et de n.

2. Montrer que la suite (Y,),>1 converge en loi.
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