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324 CHAPITRE 12 : Dérivabilité des fonctions numériques

1 Dérivabilité d’'une fonction numérique

f estune fonction définie sur un intervalle I; cet intervalle est supposé non vide et non réduit a
un point.

1.1 Dérivabilité en un point

Soit a un point de I.

==t Définition 1 — Dérivabilité en un point

existe et est finie.

On dit que f est dérivable en a lorsque lim —f(x; : ];(a)

x#a

Dans ce cas, on pose : f'(a) =lim fO-f@ =lim @) - fx) _
X—a x — a X—a a _ x

xX#a xX#£a

af

Le réel f'(a) est appelé nombre dérivé de f en a. On le note aussi Ix (a).

On peut toujours se ramener au voisinage de 0, en posant x =a+ h :

lim fx) - f(a)

:limf(a+h)_f(a) = f'(a)
e XTa e h

f)-fla

Interprétation graphique : représente la pente de la droite passant par les points

M(x, f(x)) et Mo(a, f(a@)). f'(a) représente donc la « pente limite » en My(a, f(a)), c’est-a-dire la
pente de la tangente a la courbe de f au point My(a, f(a)).

droite (M M)

tangente en My— |
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1 Dérivabilité d’'une fonction numérique 325

X Exemple. f: x— px+ q avec (p, q) € R?. Alors f est dérivable en tout a € R et f'(a) =
X Exemple. f: x— x" avec n € N*. Alors f est dérivable en tout a € R et f'(a) = na"'.

X Exemple. f: x— cos(x). Alors f est dérivable en tout a € R et f'(a) = —sin(a).

 Exemple. f : x— sin(x). Alors f est dérivable en tout a € R et f'(a) = cos(a).
1
X Exemple. f:x— e Alors f est dérivable en tout a € R* et f'(a) = —

a’’

1
X Exemple. f: x— /x. Alors f est dérivable en tout a> 0 et f'(a) = ——.

2va
Proposition 2 — Dérivabilité et DL
| f est dérivable en a si, et seulement si, f admet un DL d’ordre 1 au point a. ]
Dans ce cas :
fla+h) = f(a)+ f'(@) x h+op—o(h)
Corollaire 3 — La dérivabilité entraine la continuité
I Si f est dérivable en a, alors f est continue en a. ]

1.2 Dérivabilité a droite ou a gauche en un point

Soit a un point de I.

Définition 4 — Dérivabilité a droite en un point

On dit que f est dérivable a droite en a lorsque hm f(x) fta) existe et est finie.

x—a* X—a

Dans ce cas, on pose : f)(a) = lim M.
x—a®* XxX—a

Leréel ) (a) est appelé nombre dérivé a droite de f en a.

existe et est finie.

f)-fl@ f()
xX-

La limite est notée fg’(a) et est appelée nombre dérivé a gauchede f en a

On définit de méme la dérivabilité a gauche en a lorsque lim
X—d
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=i Théoréme 5 - Lien entre dérivabilité en un point et dérivabilité a droite/gauche [

On suppose que a n'est pas une extrémité de I. Alors on a équivalence de :

Dans ce cas f'(a) = fy(a) = f)(a).

CHAPITRE 12 : Dérivabilité des fonctions numériques

(i) f estdérivable en a;

(ii) f estdérivable a droite et a gauche en a avec fy(a) = f(a).

D> Exemple. f: x — |x| n’est pas dérivable en 0.

0 six<0
xsin(x) six>0

X Exemple. f:x— { est dérivable en 0.

1.3 Interprétations graphiques

o Cas f dérivable en a. €y admet une tangente au point M(a, f(a)) d’équation :
y = f'(a) x (x—a)+ f(a). Dans ce cas on peut utiliser un DL, (a) pour positionner localement en
ala courbe de f et sa tangente au point a.

LS

Exemple. Faire I'étude locale en 0 de la position de la courbe par rapport a sa tangente pour

x— e¥ et x — arctan(x).

« Cas f non dérivable en a. Il y a plusieurs cas possibles.

* Si f est dérivable a droite en a, alors elle admet une demi-tangente a droite en a
d’équation y = f(a) x (x—a) + f (a).

S N

* Si f est dérivable a gauche en xj, alors elle admet une demi-tangente a gauche
en a d’équation y = fé’,(a) x(x—a)+ f(a).

* Si elle est dérivable a droite et a gauche en a, avec f)(a) # fg’,(a), alors les deux
demi-tangentes ne sont pas paralleles. On dit que My(a, f(a)) est un point anguleusx.

X Exemple. En 0 la représentation graphique de x — | x| admet un point anguleux.

x) - fla
% Si lim L0 = /@ _
x—a* X—a
méme une demi-tangente verticale en My(a, f(a)).
On a le méme résultat a gauche en a.

+oo alors f n'est pas dérivable a droite en a, mais € admet quand

X Exemple. x — /X nest pas dérivable a droite en 0, et sa courbe admet une tangente
verticale en O(0,0).

* Si lim fo-/@ ou lim fo- @ n’existe pas, il n'y a d’interprétation graphique.
x—at X—a X—a X—a
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1 Dérivabilité d’'une fonction numérique 327

1.4 Propriétés des fonctions dérivables un point
Dans ce paragraphe a est un point de 1.

En plus de la fonction f, on se donne pour le théoreme suivant une fonction g définie sur le
meéme intervalle /.

=i Théoréme 6 — Opérations sur les fonctions dérivables en a

On suppose que f et g sont dérivables en a. Dans ce cas :

1. pour tous réels A et p, la fonction A. f + p.g est dérivableen a et :
(A f+upg)@=Af(a)+ug (@
2. lafonction f x g est dérivableen aet:

(fxg'(@=f(a)xgla+f(a)xg'(a)

3. si g ne s'annule pas, la fonction [ est dérivable en a et :

([)’(a) _fl@) xg(a) - f(a) xg'(a)
g(a)?

f

A\ Si f ou g n'est pas dérivable en a alors il est possible que les fonctions f+ g, f x g et g le

soient quand méme.
X Exemple. x — /X — /X est dérivable en 0 alors que x — /x ne I'est pas.

Dans le théoréme suivant on suppose que f est a valeurs dans un intervalle /, et que g est une
fonction définie sur cet intervalle J. La fonction go f est donc définie sur l'intervale I.

Théoréme 7 —- Composition de fonctions dérivables

On suppose que f est dérivable en a, et que g est dérivable en b = f(a). Dans ce cas, la
fonction go f est dérivableen a et :

(go (@) =f'(a) xg'(f(@)

/\ Ne pas dire que f et g sont toutes les deux dérivables en a; a priori g n’est pas méme pas
définie au point a. g doit étre dérivable en b = f(a).

A\ Si f n’est pas dérivable en a ou si g n’est pas dérivable en f(a) alors il est possible que go f
soit tout de méme dérivable en a.

N Exemple. x — V/x* est dérivable en 0 bien que x — /X ne le soit pas.

En pratique, on fera appel aux deux théoremes précédents sous le nom de théoremes généraux.
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328 CHAPITRE 12 : Dérivabilité des fonctions numériques

2 Dérivabilité sur un intervalle

f estune fonction définie sur un intervalle I; cet intervalle est supposé non vide et non réduit a
un point.

2.1 Définition et théoremes généraux

Définition 8 — Dérivabilité sur un intervalle
I On dit que f est dérivable sur 'intervalle I lorsque f est dérivable en tout point a € I. ]

QS Exemple. f dérivable sur [0, +ool signifie que f est dérivable en tout a > 0, et que f est
dérivable a droite en 0.

 Exemple. f dérivable sur |0, +oof signifie que f est dérivable en tout a > 0.

QX Exemple. f dérivable sur 1,2] signifie que f est dérivable en tout a €]1,2[, et que f est
dérivable a gauche en 2.

=i Définition 9 — Dérivabilité sur une union d’intervalles

On se donne une famille d’intervalles (I) je; deux a deux disjoints, et tels que I'union de
deux d’entre eux ne donne pas un intervalle.

On dit que f est dérivable sur A= |_J I; lorsque, pour tout j € J, f est dérivable sur I;.
jeJ

® Exemple. f dérivable sur R* signifie que f est dérivable sur ] —oo,0[ et sur ]0, +ool, donc que
f est dérivable en tout a < 0 et en tout a > 0.

A\ Si f est dérivable sur deux intervalles I et J alors elle peut ne pas étre dérivable sur leur union
I'u]J (si IU ] est encore un intervalle).

Par exemple si f dérivable sur ] —oo, 0] et [0, +ool alors ] —oco,0[U[0, +oo[= R, mais f peut ne pas
étre dérivable sur R car on ne sait pas si elle est dérivable a gauche en 0.

/\ Le raisonnement naif consistant a calculer f'(x) et a regarder pour quelles valeurs de x cette
fonction est définie est faux. Il ne donne pas la dérivabilité de la fonction.
Par exemple le raisonnement :

1
«pour f(x) =v/x,ona f'(x) = Vi et donc f n’est pas dérivable a droite en 0 »
X

n’est pas correct (méme s’il donne le bon résultat).

=== Définition 10 — Fonction dérivée

Si f est dérivable sur une partie A de R, on appelle fonction dérivée de f 1'application:

f'' A — R
x — f'x
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2 Dérivabilité sur un intervalle 329

Théoréme 11 — Une fonction dérivable est continue
I Si f est dérivable sur une partie A de R, alors f est continue sur A. ]

2.2 Dérivabilité des fonctions usuelles

e La fonction x — |x] est dérivable sur R\Z. Aux points de 7, elle est seulement dérivable
a droite.

» Les fonctions polyndmes sont dérivables sur R.

® Exemple. La fonction x — x> — x + 1 est dérivable sur RR.

e Les fractions rationnelles ( = quotient de polyndmes) sont dérivables sur leur ensemble
de définition.

X®°+3x%2+2x-1

est dérivable sur R\{0; 1} et la fonction
(x—1)3x

X Exemple. La fonction x —

1
xX— —————est dérivable sur R.
x+x+1

e Les fonctions cos et sin sont dérivables sur RR.

« Les fonctions arccos et arcsin sont dérivables sur ] — 1,1 et ne le sont pas en —1 et 1.
/4
e La fonction tan est dérivable sur @5, = R\ {E +km; ke Z}.

« La fonction arctan est dérivable sur RR.

« La fonction In est dérivable sur R}, et la fonction exp est dérivable sur R.
» Les fonctions ch et sh sont dérivables sur R.

e La fonction x — | x| est dérivable sur R*. Elle n’est pas dérivable en 0.

e Les fonctions x — x%, ol a € R, sont dérivables au moins sur R} . En 0, on a le résultat suivant.

p==a Théoréme 12 — Dérivabilité de la fonction x — x%* en 0

1. Pour @ =1, la fonction x — x% est dérivable en 0 et :

VxeRY, %(x“) =ax*!

2. Pour a <1eta #0,lafonction x — x% n’est pas dérivable en 0.
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330 CHAPITRE 12 : Dérivabilité des fonctions numériques

Pour a =0, la fonction est constante, donc dérivable sur R.

. o 3 .
X Exemple. x — \/x continue sur R* mais dérivable seulement sur R*, et x — x2 dérivable
sur R*.

/\ Pour des puissances entiéres, 'ensemble de dérivabilité peut étre beaucoup plus grand que
R* ouR%.
2 . . 1 . X .
Par exemple x — x° est continue sur R (polynoéme), et x — — est continue sur R* (fraction
X

rationnelle).

On peut donc retenir que pour 0 < a < 1, la fonction x — x% est continue mais non dérivable
(a droite) en 0.

2.3 Opérations sur les fonctions dérivables

En plus de la fonction f, on se donne pour le théoreme suivant une fonction g définie sur le
meéme intervalle /.

=t Théoreme 13 - Opérations sur les fonctions dérivables en a

On suppose que f et g sont dérivables sur I. Dans ce cas :
1. pour tous réels A et y, la fonction A. f + u.g est dérivable sur I;

2. lafonction f x g est dérivable sur I;

3. si g ne s’annule pas sur /, la fonction £ est dérivable sur I.

Dans le théoréme suivant on suppose que f est a valeurs dans un intervalle /, et que g est une
fonction définie sur cet intervalle J. La fonction go f est donc définie sur 'intervale I.

Théoréme 14 — Composition de fonctions dérivables

On suppose que f est dérivable sur I, et que g est dérivable sur J. Dans ce cas, la fonction
go f estdérivable sur I.

/\ Ne pas dire que f et g sont toutes les deux dérivables sur I; a priori g n’est pas méme pas
définie sur I. g doit étre dérivable sur J tel que f(I) < J.

En pratique, on fera appel aux deux théoremes précédents sous le nom de théoremes généraux.
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2 Dérivabilité sur un intervalle 331

Important. Pour démontrer simplement qu'une fonction est dérivable, on utilisera désormais
la dérivabilité des fonctions usuelles et les théorémes précédents.

X Exemple. La fonction ¢ : x — /In(1 + x4) est définie et dérivable sur R.

=t Théoreéme 15 - Dérivabilité d’'une bijection réciproque en un point

On suppose que [ est une fonction continue et strictement monotone sur l'intervalle 1.
Soit a € I tel que f est dérivable en a. Alors :

e si f'(a) #0alors f~! est dérivable en b= f(a) et :

1 1
flof~Yb)  fl(a)

(f) =

e si f'(a) =0, alors f~! n’est pas dérivable en b = f(a).

Dans le dernier cas, la courbe de f~! admet une tangente verticale au point d’abscisse b.

A\ Si f nest pas dérivable en a, on ne peut rien dire sur la dérivabilité de f~! en b = f(a).
Par exemple x — /x n’est pas dérivable en 0, mais x — x* I'est.

==t Corollaire 16 — Dérivabilité d’'une bijection réciproque sur un intervalle

Soient I un intervalle de R et f une fonction dérivable et strictement monotone sur I, et
telle que f' ne s’annule pas sur 1.
Alors f~! est dérivable sur J = f(I) et:

_ 1
Vye], (f l)l(y)zm

ES) Exemple. arctan est dérivable sur R. arcsin et arccos sont dérivables sur | — 1,1 et ne sont
pas dérivableen —1 et 1.

Important. Pour dériver une égalité du type f(x) = g(x), il faut que celle-ci soit vraie pour tout
x dans un intervalle I (et que f et g soient dérivables sur cet intervalle) :

(Vxe[, f(x) :g(x)] — (Vxe[, 7% :g’(x))

Par contre si I'égalité n’est vraie qu’en un point, dériver revient a écrire 0 = 0 (on dérive deux
constantes). En particulier| f(0) = 1 ne donne pas f'(0) = 0.
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332 CHAPITRE 12 : Dérivabilité des fonctions numériques

3 Propriétés des fonctions numériques dérivables

Dans tout ce paragraphe, on considére une fonction f définie sur un intervalle I.

3.1 Lien entre extremum et dérivée

==t Théoréeme 17 — Condition nécessaire d’extremum local

Soit f fonction dérivable sur un intervalle I et telle que :

(i) f admetun extremumlocalen a€ I;

(ii) a€l,ie an’est pasunebornede I.

Alors f'(a) = 0. La tangente a la courbe représentative de f au point d’abscisse a est donc
horizontale.

3.2 Théoreme de Rolle

Intuitivement, pour une fonction f vérifiant f(a) = f(b), on voit sur la figure ci-dessous que sa
courbe admet au moins une tangente horizontale.

A

fla)=fb) f---mmmmofrmmm-

S el EEEEEEE
Y

SFF—-————--

Q R S —

==t Théoréeme 18 — Théoreme de Rolle

Soit f: [a, b] — R telle que :
(i) f estcontinue sur [a, b];
(ii) f estdérivablesur]a,b[;
(iii) f(a) = f(b).

Alors::
Ace€la,bl; f'(c)=0

N Exemple. Si P € R[X] est scindé a racines simples, montrer que P’ est lui aussi scindé a
racines simples. En considérant le polynome X° —3X? +3X montrer que ce résultat est faux
dans C[X].
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3 Propriétés des fonctions numériques dérivables

3.3 Théoreme des accroissements finis

333

Intuitivement, pour une fonction f, on voit sur la figure ci-dessous que sa courbe admet au

moins une tangente parallele & la droite passant par les points (a, f(a)) et (a, f(@)).

)

\]

p==ni Théoreme 19 — Théoréme des accroissements finis

Soit f:[a,b] — R telleque:
(i) f estcontinue sur [a, b]
(ii) f estdérivable sur]a, b|
Alors:

fla)—- f(b) _ f(b)- f(a)

. F! —
Jce€la,bl; f(c) = " g

Ce théoréme permet d’obtenir facilement des inégalités non triviales.

X
® Exemple. Montrer que pour tout x = 0, Tox <In(1+x) <x.

== Corollaire 20 — Inégalité des accroissements finis

On suppose que :
(i) f estdérivable sur I
(i) IM e R* telque Vxe I, |f'(x)| <M

Alors:
Y, el?, 1f)-fx)|sMx|y-xl

Une fonction vérifiant 'inégalité précédente est appelée fonction M-lispschitzienne.

X Exemple. Montrer que: V€ R, |sin(1)] < 1.

/4 2
On peut aussi montrer que Vi € [0, E]’ sin(f) = —t.
/4
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334 CHAPITRE 12 : Dérivabilité des fonctions numériques

3.4 Lien entre dérivée et monotonie

Théoreme 21 - Lien entre dérivée et monotonie au sens large

Soit f: [a, b] — R continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, b|. Alors :

1. f estcroissante sur [a, b] <= (Vx €la,bl, f'(x) = 0)

2. f estdécroissante sur [a, b] < (Vx €la,bl, f'(x) < 0)

3. f estconstante sur [a, b] < (Vx €la, b, f'(x) = 0)

1
A\ Ces résultats ne s’appliquent que sur un intervalle. La fonction x— — a une dérivée négative
X

sur R*, mais n’est pas décroissante sur R*.

six>0
six<0

S|

[

1
D Exemple. Démontrer que Vx € R*, arctan(x) + arctan (;)

SIE

==t Théoréeme 22 — Lien entre dérivée et stricte monotonie

Soit f: [a, b] — R continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, b|. Alors :

1. (Vx €la, b, f'(x) > 0) — f est strictement croissante sur [a, b].

2. (Vx €la, b, f'(x) < 0) = f est strictement décroissante sur [a, b].

/\ Les réciproques sont fausses. Considérer par exemple f : x — x5 sur [-1, 1].

===t Corollaire 23 — Lien entre dérivée et stricte monotonie sur un intervalle

Soient I un intervallede R et f: I — R telle que:
(i) f estcontinue sur I
(ii) f est dérivable sur I sauf éventuellement en des points isolés

Alors:

1. f'(x) >0 pour tout x € I sauf éventuellement en des points isolés
—> [ est strictement croissante sur /.

2. f'(x) <0 pour tout x € I sauf éventuellement en des points isolés
— f est strictement décroissante sur 1.
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3 Propriétés des fonctions numériques dérivables 335

3.5 Théoreme de lalimite de la dérivée

Soit a un point de I et f une fonction dérivable sur l'intervalle I.

pd Théoréme 24 — Théoréme de la limite de la dérivée (ou petite regle de 'Hospital) [

On suppose que :
(i) f estcontinue sur I;
(ii) f estdérivable sur I'\{a};

(iii) lim f'(x) = ¢ o1 £ est réel ou +oo.
xX#a
Dans cecas,ona:

ln[lf(x)—f(a)

a4 x—a

x#a

=/

Si ¢ est réel, alors f est dérivable en a avec f’(a) = £. Dans ce cas [ est donc dérivable sur tout

l'intervalle I. Ce résultat n'est pas évident car f'(a) = lim f(x))c ];( 2 alors que
x#a
Z:lim(limf(t) f(x))
ali-x o poyx
xX#a \ t#x

Si ¢ = +oo, alors f n'est pas dérivable en a, et €y admet des demi-tangentes verticales en ce
point.

/\ On peut donc corriger le raisonnement (faux) suivant :

Pour f(x) =v/x,0ona f'(x) = ——=
On voit que Dy = R * donc | est dérivable sur R et n'est pas dérivable a droite en 0.

On peut désormais écrire :

f: x— \/x est continue sur l'intervalle I = R" et dérivable sur I\{0} = R,

1
2Vx

De plus lir{)l f'(x) = +o0, donc, d’apres le théoréme de la limite de la dérivée,
x— +

avec:Y¥x>0, f'(x) =

f nest pas dérivable a droite en0 .

/\ Ne pas dire qu’on prolonge la dérivée f’ par continuité.| On ne lui donne pas une valeur
arbitraire mais on calcule sa valeur en utilisant Ia définition du nombre dérivé. On ne dit pas
on choisit f'(a) = ¢ mais on trouve par le calcul que f'(a) =

X Exemple. Déterminer le solutions sur R de I'équation différentielle x>y’ — y = 0.
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336 CHAPITRE 12 : Dérivabilité des fonctions numériques

A\ Si lim f'(x) n'existe pas, alors on ne peut rien dire dans le cas général, le théoréeme ne
xX#£a

s’applique pas.

X Exemple. Vérifier que le théoreme de la limite de la dérivée ne s’applique pas avec la

1
fonction x — x?sin (—) prolongée par continuité en 0.
x

== Corollaire 25 — Prolongement du caractére C'

On suppose que :
(i) f estcontinue sur [;
(ii) f estde classe C! sur I\{a};
(i) lim f '(x) = ¢ ol ¢ est réel.

Dans ce cas, f est de classe C! sur I et les calculs donnent que f'(a) = £.

0 six<0

Q. Exemple. Soit la fonction f défini :{
xemple. Soit la fonction f définie par f(x) U2 gixs0

Montrer f est de classe C! sur RR.

4 Dérivées d’ordre supérieur

Dans cette section A est une union d’intervalle de R, deux a deux disjoints et tels que 'union de
deux entre eux n’est pas un intervalle. n est un entier naturel non nul.

On suppose que f est une fonction définie sur A.

4.1 Dérivées successives

On suppose que n € N* et que f est une fonction n fois dérivable sur la partie A.

=== Définition 26 — Dérivées successives

On définit la dérivée n-ieme de f sur A par récurrence :

fO=f et fU=(r"0

On a donc f(O) = f, f(l) = f’ et f(2) — fll
af

On note aussi —— = ™
dx" )

Sipel0,n]:

e

" dxP \dxnp :dx”‘l’ dxP
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En particulier :

FlnD) - da (dnf) a" (df)

dx \dxn :dx” dx

Ces dernieres formules permettent d’effectuer des preuves par récurrence.

D Exemple. Montrer que, pour tout n € N, la fonction x — cos(x) est n fois dérivable sur R
T
avec Vx € R, cos" (x) = cos (x + nE)

4.2 Fonctions de classe C”, de classe C*®

===l Définition 27 — Fonctions de classe C"

On dit que f est de classe C" sur Alorsque :
(i) f est nfois dérivable sur A;
(i) Vke[0,nl, f® est continue sur A.

Donc: f est de classe C° sur A < f est continue sur A
Et: f est de classe C! sur A < f est dérivable sur A et f' est continue sur A.

Dans ce dernier cas, on dit aussi que f est continiiment dérivable sur A.

X
0 six=0

1
2 . - .
X Exemple. La fonction f : x — x s1n( ) stx70 est dérivable sur R mais n’est pas de
classe C! sur R.

Notations : On note D" (A, R) '’ensemble des fonctions n fois dérivables sur A, et C"*(A,R)
I’ensemble des fonctions de classe C” sur A. Alors :

C’AR)DD'AR) DCHAR)D--- 2D (AR) DC"AR)D...

Si f € C"(A,RR), alors pour tout p € [0,n] : fP) € C""P(A,R)

Proposition 28 - Caractérisation des fonctions de classe C"

Soient n € N et A une partie de R. Alors:
f est classe C" sur A < f est n dérivable sur A et f est continue sur A.

Définition 29 - Fonctions de classe C*
| On dit que f est de classe C*° sur Alorsque, pour tout n € N, f est C" sur A. ]

On dit aussi que f est indéfiniment dérivable sur A.
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Notation : On note C*°(A,R) I'’ensemble des fonctions de classe C* sur A.
Pour toutne N: C*(A,R) C C"(AR).

Si f € C®(A,IR), alors pour tout n€ N : fU € C®(A,R)

4.3 Opérations sur les fonctions de classe C"/C™

Dans cette section, n est un entier naturel.

== Théoréme 30 — Combinaison linéaire de fonctions de classe C"

Soient f et g deux fonctions de classe C" sur une méme partie A.
Pour tout (A, u) € R?, la fonction A. f + p.g est de classe C" sur Aetona:

Af+ 1.2 = A7 4 g™

Si f et g sont de classe C* sur A, alors la fonction A. f + p.g est de classe C* sur A.

==t Théoréme 31 — Théoreme de Leibnitz

Soient f et g deux fonctions de classe C" sur une méme partie A.
Alors f x gestC"sur Aet:

VieA, (fx@"@=) (Z)_f(k)(x) « g0 (x)
k=0

Si f et g sont de classe C* sur une partie A, alors f x g est de classe C* sur A.

dn
QX Exemple. Pour tout n € N et tout x € R, on pose Ly(x) = e* x W(e‘xx”) (polynomes de
X

Laguerre). Montrer que L, € R[X] et que son terme dominant est (—1)" X".

peeed Théoreéme 32 - Composition de fonctions de classe C”

Soient f une fonction de classe C” sur une partie A, et g une fonction de classe C” sur une
partie B telle que f(A) < B.
Alors go f est C" sur A.

Si f est de classe C* sur A, et g est de classe C* sur B, alors go f est de classe C*™ sur A.
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gt Corollaire 33 — Quotient de fonctions de classe C"

Soient f et g deux fonctions de classe C" sur une méme partie A, telle que g ne s’annule

passur A.
Alors ! est C" sur A.
§
Si f et g sontde classe C* sur A, et si g ne s’annule pas sur A, alors g est de classe C* sur A.

ped Définition 34 — Difféomorphisme

Soient f une fonction définie sur un intervalle I et n € N U {+00}. On note J = f (/). On dit
que f estun C"-difféomorphismelorsque :

(i) f estbijective de I sur J;
(ii) f estdeclasse C"sur I;

(iii) f~! estde classe C" sur J.

On remarque quesi f estun C"-difféomorphisme de I'sur J alors f~! est aussi un C"-difféomorphisme
mais de J sur I.

pd Théoréme 35 - CNS de difféomorphisme

Soient f une fonction de classe C” sur un intervalle I, avec n € N* U{+oo}. Onnote J = f(I).
Alors :

f' ne s’annule pas sur I < f est un C"-difféomorphisme de I sur ]

ES) Exemple. tan est un C*°-difféomorphisme de ] —g, g [ sur R.

/\ Ce résultat ne s'applique pas si n = 0.

4.4 Classe de régularité des fonction usuelles

» Les fonctions polynémes sont C* sur R.
» Les fractions rationnelles ( = quotient de polyndmes) sont C* sur leur ensemble de définition.
» Les fonctions cos et sin sont C* sur R etona:
VkeN,VxeR, cos®(x)=cos (x + k%) et sin®(x) =sin (x + k%)
« Les fonctions arccos et arcsin sont C*° sur ] —1,1][.

La fonction tan est C* sur @ian = R\ {g + kn/ ke Z}.

e arctan est C*° sur R.
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e Lafonctionln est C* sur R} etona:
o DF -1
1+ x)k

« La fonction exp est C*° sur R (vrai en base quelconque) eton a:

VkeN*,Vx>-1, (In(l+x))

VkeN,VxeR, (ex)(k) =e*
» Les fonctions ch et sh sont C* sur R.
e La fonction x — | x| est continue sur R, mais C* seulement sur R*.
e Les fonctions x — x%, ol a € R, sont C*° au moins sur R7.
Pour tout a € R, la fonction x — (1 + x)® est donc C*° sur ] — 1, +oo[ (au moins), eton a:
Vke N, Vx> -1, ((1+x)"‘)(k) —ax(@-Dx@=2)x-x(@—k+2)x(@—k+1)x (1+x*F

1
X Exemple. Simplifier la formule dans le cas a = >

ax(a-1)x(@-2)x---x(a—k+2)x(a—k+1) a . . ,
k' = i . Mais attention a! n’est

/\ Parfois on note

pas défini si @ ¢ N.

4.5 Formule de Taylor-Young

Cette formule donne un développement limité.

pued Théoréme 36 — Formule de Taylor-Young

Soient n€ N, a€ R et et f une fonction de classe C" sur un voisinage de a. Alors :

n (k)
f=> %(x— a)* + Ox—a((x—a)")
k=0 K

En posant x = a+ h, on obtient:

n (k)
flari=3 ! k!(“) Bk + op_o(A™)

QD Exemple. Donner le DL3(0) de tan(x) et en déduire son DL4(0).
Retrouver ce résultat en utilisant une équation différentielle dont tan est solution.

X Exemple. Donner le DL3(0) de arctan(x).
Retrouver le résultat en utilisant que tan(arctan(x)) = x.

h —h)-2
® Exemple. Si f est C? au voisinage de a, alors : f"(a) = lhinolf(a+ )+ f(haz ) f(a).
h#0
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Corollaire 37 - Existence de développement limité a tout ordre

Soient a € R et f une fonction de classe C* sur un voisinage de a.
Alors f admet en a un développement limité a tout ordre.

A\ Si faun DL,(a) alors f peut ne pas étre n fois dérivable en a (saufsi n = 1).

1
X Exemple.Si f(x) = x° sin(?) alors f(x) = 0,_0(x*) mais f nest pas deux fois

dérivable en 0.

4.6 Breéve extension aux fonctions a valeurs complexes

I estun intervalle de R et f est une fonction définie sur I et a valeurs dans C.

g Définition 38 — Dérivabilité en un point a

On dit que f est dérivable en a € I lorsque lim existe et est finie.

x#a

fx)—f(a)
X—a

On peut définir de méme les notions de dérivabilité a droite ou a gauche.

Définition 39 — Dérivabilité sur un intervalle
| On dit que f est dérivable sur I'intervalle I lorsque f est dérivable en tout point a € I. ]

On définit alors la fonction dérivée f': I — C.

i Théoréme 40 - Lien avec les parties réelles et imaginaires

On a équivalence de :
(i) f estdérivable sur I;
(ii) Re(f) et Im(f) sontdérivablessur I.

Dans ce cas :

f'=Re(f) +ilm(f)’

On en déduit que Re(f)’ = Re(f") et Im(f)’ = Im(f").
X Exemple. Pour tout A € C, la fonction £— e!! est dérivable sur R et (e*!) = 1e*’.

Dans le théoreme suivant on se donne une autre fonction g définie sur l'intervalle I et a valeurs
dans C.
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=i Théoréme 41 - Opérations sur les fonctions dérivables

Si f et g sont dérivables sur I alors les fonctions Af, f+g, fx g et f sont aussi
dérivables sur I.
Si f ne s’annule pas, alors | f| est dérivable sur I.

Si g ne s’annule pas, alors g est dérivable sur I.

Le théoréme suivant se généralise pour les fonctions a valeurs complexes.

e Théoréme 42 - Inégalité des accroissements finis

Si f est dérivable sur I et si il existe M >0 tel que Vx € I, | f’ (x)| < M alors:

vxel, |fx)-fo|=sMx|x-y|

On dit que la fonction f est M-lipschitzienne.
X Exemple. Montrer que : V(x, y) € R?, [ei* —e!| < |x - yl.

A\ Le théoréme de Rolle n’est plus valable : la fonction t — e’ prend la valeur 1 en 0 et 277, mais
sa dérivée ne s’annule jamais.
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5 Compétences a acquérir sur ce chapitre

= Connaitre la notion de dérivabilité, en un point de I'ensemble de continuité.

& Lutiliser pour calculer une limite (taux d’accroissement).

fx) - fla)

& Vérifier que f est dérivable en a en calculant lim
a4 x—a

xza
& Vérifier que f est dérivable en a en montrant qu’elle est dérivable a gauche et a droite, et
que fg(a) = f}(a).
@ Utiliser le théoréme de la limite de la dérivée (ou petite regle de 'Hospital).

= Savoir montrer qu'une fonction est dérivable sur un intervalle.
& Utiliser les théorémes généraux sur les fonctions dérivables.

& Pour un quotient de fonctions continues ne pas oublier que le dénominateur de doit pas
s’annuler.

& Pour une composée de fonctions continues ne pas oublier que les intervalles doivent bien
« s’emboiter ».

© Pour une bijection réciproque f~! sur unintervalle J, il suffit que la dérivée f' ne s’annule
par sur l'intervalle I = f~1(J).

w Savoir montrer qu'une fonction est de classe C” ou C* sur un intervalle.
& Utiliser les théorémes généraux sur les fonctions de classe C” ou C™.

© Procéder par récurrence en conjecturant 'expression de f” pour montrer que f est de
classe C*°.

& Pour un produit utiliser le théoréme de Leibnitz.

w Connaitre les deux théoremes fondamentaux sur les fonctions dérivables.

© Le théoréme de Rolle qui permet de montrer que la dérivée d’'une fonction s’annule au
moins une fois.

& Le théoreme des accroissements finis qui donne des encadrements sur f a partir
d’encadrements sur f’.

= Connaitre la formule de Taylor-Young.
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6 Exercices

Dérivée et étude de
fonctions

EXERCICE 1. Propriété d’'une dérivée
Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I.
1. Etablir que f et f’ sont de parités contraires.

2. Montrer que f’ est de méme périodicité que f.

EXERCICE 2. FEtudes de fonctions

4
X
1. Déterminer le nombre de solutions de 'équation 2 +Inx = T

2. On note h 'application de R* dans R définie par h(0) = 0 et pour tout x > 0, h(x) =
xIn(x). Montrer que h est continue sur R* et tracer l'allure de son graphe en précisant
les tangentes au point d’abscisse 0 et 1.

3. Onpose f(x) =7 +’T 7- Montrer que f est bijective sur R et déterminer i

EXERCICE 3. Dérivabilité d'une fonction

Pour chacune des fonctions suivantes déterminer son ensemble de continuité (la prolonger
éventuellement par continuité aux bornes de son ensemble de définition), son ensemble de
dérivabilité, puis calculer sa dérivée. Sont-elles de classe C! 12 o1 elles sont dérivables?

. N . 1-¢* six<0 . —
1. x arctan -———— 2. X {—ln(1+x) six>0 3. x VI1—x%|

EXERCICE 4. Fonctions circulaires réciproques
Montrer que pour tout x e R :
—2arctan(x) —7m six<-1

) =< 2arctan(x) si—-1l<x<1
—2arctan(x) + six>1

arcsin ( 5
1+x

EXERCICE 5. Recollement de solutions pour une équation différentielle

Résoudre sur R les équations différentielles suivantes :

Lxy-y=x 2. xy'+y=1
3. xy' —2y=x* 4. x(1+x1)y - (x* -1y =-2x
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Théoremes de Rolle et
des accroissements
finis

EXERCICE 6. Un critere de monotonie
Soit f une fonction continue sur R*, dérivable sur R, telle que f(0) = 0 et f’ croissante sur R .
Etablir que :
X
Vx>0, % < f'(x).

fx)

En déduire que la fonction g : x — = est croissante sur R}.

EXERCICE 7. Approximation de e

1 1 1
Pour tout n € N, on pose u, = 1+F+---+—' = Z T et on définit f;, : [0,1] — R par f,(x) =
! n! i k!
s ( X x"
e | l+—=+-+—|.
1! n!
En appliquant!’inégalité des accroissements finis a la fonction f;, sur [0, 1], montrer que u,, —

n—+oo
e.

EXERCICE 8. Equivalents de sommes

1. (a) Montrer que :

1 1
VneN*, ——<ln(n+1)-In(n)<-—
n+1 n

(b) En déduire un équivalent de la suite (H,) >, définie par: H,, = kil %
2. Soit ¢ €]0,1].
(a) Etablir que:
vnzl, (;;ga <(n+D"-n'"0< 1;;.
o1

(b) En déduire un équivalent de la suite (H,) >, définie par: H,, = @
k=1

EXERCICE9. FEtude de suites récurrentes

1. On considere la fonction f: R} — R définie par f(x) =4 - iln(x).
(a) Montrer que I’équation f(x) = x a une unique solution & sur R puis que a €]3,4[.
(b) Montrer que ]3,4[ est f-stable et que Vx €]3,4[, |f'(x)| < %

(c) Soit (x5) la suite définie par xp €]3,4[ et Vrn e N, x,+1 = f(xn).
Montrer que (x,) converge vers a et trouver une appoximation de a a 107> pres.
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1
2. On considere la fonction f: R} — R définie par f(x) =2+ =z

i
2,—|.
4

(a) Montrer que I'’équation f(x) = x a une unique solution g sur R} puis que g €

9 9 1
(b) Montrer que 2,2 est f-stable et que Vx € 2,1 ()] < e

(c) Soit (uy) la suite définie par ug #0et Vne N, u,y1 = f(uy).
MontrerqueVn=1, u, >2puisque Vn=2,2< u, < 1

En étudiant les sous-suites (u2,) et (u2,+1), montrer que (u,) converge vers f et
trouver une appoximation de fa 1079 pres.

EXERCICE 10. Regle de 'Hospital

1. Soient f et g deux fonctions définies et continues sur [a, b[, dérivables sur ] a, b|, et telles
que g’ ne s’annule pas sur ] a, bl.

_ !
existe alors montrer que lim SO - fla) = lim ! (x).
x—a+ g'(x) x—at g(x)—gla) x—a* g'(x)
Indication : pour x > a, appliquer le théoréeme de Rolle entre a et x a la fonction

t— (f(O) - f@)(gx) -g@)-(g(1) - g@)(f(x) - f(@).

cos(2x) -1
2. Calculer lim cosizy —1 avec la regle de I'Hospital.
x—0* x3+5x?

3. En considérant les fonction f et g définies par f(x) = x* et g(x) = x°e~"/ ¥ vérifier que la
regle ne s’applique pas pour des fonctions a valeurs complexes.

Dérivées d’ordres
supérieurs

EXERCICE 11. Théoreme de Rolle en cascade

1. Soient n € N* et f une fonction n fois dérivable sur [a, b], s’annulant en 7 + 1 points
distincts de [a, b]. Montrer que f (M gannule au moins une fois sur ] a, b|.

2. Soient n € N* et a, b deux réels tels que a < b. On consideére f une fonction de classe C"
sur [a, b] telle que :
vkelo,n-11, f®@=f*wm =o0.

Montrer que f s’annule au moins 7 fois sur ] a, b[.

Application : pour n € N*, on note P, = (X +1)(X —1)" et L, = P! (polynomes de
Legendre). Montrer que L, admet 7 racines réelles disctinctes et qu’elles appartiennent
alintervalle] —1,1[.

EXERCICE 12. Calculs de dérivées successives

Montrer que les fonctions suivantes sont de classe C* sur leur ensemble de définition et
) ) ) 1 1 1
déterminer leurs dérivées successives : x — ——, x— —— et x — 5
1-x 1+x 1-x
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EXERCICE 13. Prolongement C*™

Soit f: R — R défini f(x) 0six=<0
oit f: éfinie par f(x) =
p e‘a‘lc si x>0.

1. Montrer que f est de classe C* sur R} et qu'il existe une suite de polynomes (Pp,) eN
telle que

1
VneN,Vx>0, ™) =P, (;) e,

2. En déduire que f est C* sur RR.

Sujets d’étude

EXERCICE 14. Croissance polynomiale
Soit f: [a, b] — R de classe C? telle que f(a) = f(b) =0.
1. Montrer que:
(x—a)(x—Db)

Vx€la,bl, 3ce€la,bl; f(x)= ff”(d

o s . A N
Indication : on considerera la fonction ¢(t) = f(t) — ) (t—a)(t—b) ot A est une constante
bien choisie.
2. En déduire une constante M telle que :
(x—a)(b—x)

Vxela,b]l, |f(x)I=sM 5

EXERCICE 15. Suites implicites

~I=

1
Onpose:Vi>0, g(t) = Ee_ .
1. Montrer que g peut-étre prolongée en 0 en une fonction dérivable a droite en 0.

1
2. Soit n € N*. Montrer que pour n assez grand, 'équation (E;) : g(t) = — admet deux
n
solutions x, et y, sur Ry vérifiant: 0 < x,, <1< y,.

3. Donner la monotonie et la limite des suites (x,) et (y,).

EXERCICE 16. Suite récurrente

On considere la fonction f définie sur R} par:

x+1 In(x) . 41
——x—— six
f@=4 x-1" 2
1 six=1
1. Montrer que f est C! sur son ensemble de définition.

2. Montrer que Vx >0, In(x) < x— 1 avec égalité si et seulement si x = 1.
Construire le tableau de variations de f et montrer que: Vx> 1, f(x) < x.
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3. Soit a > 1. Montrer que la suite (x,) ;e définie par xo = aetVne N, x,+1 = f(x,) est bien

définie et a valeurs dans |1, +ool. Etablir qu’elle converge et déterminer sa limite 2.

4. Montrer qu’il existe un entier ny tel que :

1
Vn=ng, |xp41—21< glxn—fl

En déduire que :

1
Vn=n, Ixn—ﬁlsﬁlxno—ﬁl

2 . . _ 1
5. Endéduireque:x, = £+0(z)

EXERCICE 17. Dérivabilité d’une bijection réciproque

On définit les deux fonctions ¢ : [0,27] — [0,27] et ¥ : [0,2n] — R par, ¢(t) = t —sin(?) et
w(t) =1--cos(t).

1.

Montrer que ¢ est C! sur [0,27] et qu'elle admet une fonction réciproque ¢! qui est
continue sur [0, 27] et dérivable sur ]0,27x].

On définit f:[0,27] — R par f(£) =wop 1 (1).

2.
3.

4.

Vérifier que f est continue sur [0, 277] et dérivable sur ]0,27[.

Etudier les variations de f sur [0,27].

Montrer que la droite d’équation ¢t = 7 est axe de symétrie pour la courbe
représentative de f.

Déterminer tli%1+ f'(#). Que peut-on en déduire?

Tracer I'allure de la courbe représentative de f.

EXERCICE 18. Fonction implicite

Soit a un réel positif ou nul. Pour x € R, on pose P,(x) = x> + ax— 1.

1.

® N g LD

Montrer que ce polynd6me admet une unique racine réelle u(a).

On note u I'application définie sur R, qui a tout a associe le réel u(a).
Montrer que : u(R4) < R}.

Montrer que u est strictement décroissante sur R ;.

Calculer u(0), puis aEeru(a).

Déterminer ’application réciproque de u.

Montrer que u est continue sur R .

Montrer que u est dérivable sur R, et calculer u'(a), pour touta€ R,.

Esquisser I'allure de la courbe représentative de u.
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