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478 CHAPITRE 19 : Compléments sur les matrices

Dans tout ce chapitre K désigne R ou C.

[£ et ' sont deux espace vectoriels sur K de dimension finie.

1 Représentation matricielles

Dans tout ce paragraphe, et sauf mention contraire, 2 = (el, e,..., ep) est une base de E et
€ = (1,€2,...,€n) estune base de .

1.1 Matrice d’'une famille finie de vecteurs

n
On avu que tout u € I s’écrit de maniere unique u = Z a;.€; ou les scalaires (ay,..., a;) sont les
i=1
coordonnées de u dans la base 6.

On associe alors a u la matrice colonne :

ay
ap
U= N([gat(u) =Mat(u; €)= . | € Mu1(K)
Qan
Plus généralement, si (uy,..., Up) est une famille finie de vecteurs de I, on lui associe la matrice

A€ My p(K) telle que la j-ieme colonne de A est égale aux coordonnées du vecteur u; dans la
base € :

u Uj Up
| | l
ail ... al,j al,p — &
A=Mat(uy,...,up) =Mat(uy, ..., up;€) =
€ ail ... Qij ... Gip| — €&
an,l ces an,j cos an,p — 8}1

n
oules a; j sontdéfinispar:Vje€ [1,pl, uj = (aij,...,anj)¢ = Z ai,j.€;
i=1
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1 Représentation matricielles 479

Définition 1 — Matrice d’une famille finie de vecteurs

On dit que la matrice h/cI;lt(ul, ..., Up) est la martrice associée a la famille (uy, ..., up) dans la
base €.

Réciproquement, toute matrice A € .4, (IK) définit une famille (u,..., u,) de p vecteurs de [
telle que:

A= Mat(uy,..., up)
€

On en déduit que I'application

P - n,p(lK)
(uy,...,up) — N([gat(ul,...,up)

est une bijection de ¥ vers ./, , (). Sa bijection réciproque est I'application :

-/%n,p(lK) — TP
A —  (Ug,..., Up)

n
ou uj= Z Cli,]’.é‘i
i=1

En particulier A définit p vecteurs de K" en choisissant [£ = K” muni de sa base canonique.

1 2
N Exvemple. A= |0 1 |donne danslabase canonique de R® la famille ((1,0,3); (2,1,0)).
30

X Exemple. Laméme matrice donne dans la base canonique de R,[X] la famille de polynomes
(1+3X%,2+X).

1.2 Matrice d’'une application linéaire dans des bases

Onrappelle que f € Z (L, ) est entierement déterminée par la donnée de la famille de vecteurs
(f(e),..., f(ep)) de vecteurs de IF, grace a la formule suivante :

n p
six=)_ x;.e;alors f(x)=)_ x;.f(e;)
i=1

i=1
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480 CHAPITRE 19 : Compléments sur les matrices

Par conséquent I'application linéaire f est aussi entierement déterminée par la donnée de la
matrice :

fler) ... fle)) ... flep)

l | l
ai Cll,]’ alyp — £
A=Mat(f) = Mat(f; B,€) =
B, € aii ai,j ai,p — &
an,l cos an,j coe anyp «— gn

n
oules a; j sont définis par: Vj € [1, pl, f(e;) = (a1j,...,an,j)¢ = Z ai,j.€;
i=1

On peut remarquer que Mat(f;%,¥) = Mat( f (%’);%”). La matrice de gauche est celle d'une
application linéaire dans des bases, et celle de droite la matrice d'une famille de vecteurs dans
une base.

Définition 2 — Matrice d’'une application linéaire dans des bases

La matrice 1;2[%}( f) =Mat(f;%B,€6) est appelée matrice associée a f dans les bases % et €. ]

Réciproquement, toute matrice A € .4y, (IK) définie une application linéaire f € Z (I, IF) telle
que:
A=Mat(f;%,€6)

On en déduit que I'application

LE,F) — My pK)
f  — Mat(f;®,%€)

est une bijection de Z(I5, IF) vers .4, , (IK). Sa bijection réciproque est I'application :
Mnp(K) — ZL(E )
A — f

n
pour x = )_ x;.e;.
i=1

n n p
ou f(x) =) xi.f(e) =) (Z Xi @i, €
i=1 i=1\j=1

D Exemple. A= (1 0 1) donne, dans les bases canoniques de R,[X] et R, [X], 'application

211
linéaire f € £(R2[X],R;1[X]) telle que :

() 1+2X
fX) X
f(X3) = 1+X

donc:V(a,b,c) eR?, fla+bX+cX?)=a.f)+b.f(X)+c.f(X?)=a+c+Ra+b+c)X.
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1 Représentation matricielles 481

Définition 3 — Application linéaire canoniquement associée

Soit A € My p(K). On appelle application linéaire canoniquement associée a A,
I'application f € £(KP,K") définie par A dans les bases canoniques de K” et K.

X Exemple. A= (; (1) i) a pour application linéaire canoniquement associé f € £(R3 R?)
telle que:

f1,0,00 = (1,2)

f0,1,00 = (0,1)

f0,0,1) = (1,1)

et d'expression analytique::
Y(x, 1,2 €R  fx1,2 =x/(1,0,0)+y.f(0,1,0)+2.£(0,0,1) = (x + 2,2X + y + 2)

Cas des formes linéaires. Dans ce cas ' = K et on prend comme base de K : € = (1). On
remarque que la matrice asociée a une forme linéaire est une matrice ligne. Si 8 = (¢y,...,€5)
estune basede E :

Mat(f) = (flen) flea) ... flen)
> Exemple. Dans K", on considere la forme linéaire :

f: K" — K

n
(xlr---vxn) —_ Zxk
k=1

Sa matrice associée dans la base canonique 28 de K" est :

Mat(f)=(1 1 .. 1)

1.3 Matrice d’'un endomorphisme dans une base

Si f est un endomorphisme de [£, on peut choisir la méme base au départ et a ’arrivée.

On associe donc a f € Z([E) la matrice A = Mat(f;%B,%A) € 4, (K), notée plus simplement
Mat(f; %) ou Néeat(f) :

flen) ... flep) ... [flep)

l l l
ai dl,]’ ai,n — £
A =Mat(f) =Mat(f;B) =
B aii ai,j a; n — &
an,l ces an,j ces an,n - £n
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482 CHAPITRE 19 : Compléments sur les matrices

n
oules a; j sont définis par: Vj € [1,n], f(g;) = (a,j,..., an,j)¢ = Z ai,j-€k
i=1

On a donc Mat(f; %) = Mat (f(98); %8). Lamatrice de gauche est celle d'un endomorphisme dans
une base, et celle de droite la matrice d’'une famille de vecteurs dans une base.

Définition 4 — Matrice d'un endomorphisme dans une base

La matrice l\ggat( f) = Mat(f; %) est appelée matrice carrée associée a l'endomorphisme f

dans la base 8.

® Exemple. Dans R,,[X] on consideére I'endomorphisme :

p: RyX]I — RulX]
P — P/

Sa matrice associée dans la base canonique % de R, [ X] est :

010 0
0 2 0
0 00 0
Mat(p) =
gg((p) :
0 00 0 n
0 00 0

> Exemple. On a : Ngt(idm) =1I,.

Réciproquement, toute matrice carrée A € 4, (KK) définie un endomorphisme f € Z(E) tel
que:

A=Mat(f; B)
On en déduit que I'application

f —  Mat(f; %)

est une bijection de £ (EE) vers .4, (K).

Définition 5 - Endomorphisme canoniquement associé

Soit A € 4, (K). On appelle endomorphisme canoniquement associé a A,I’endomorphisme
f € £(K") défini par A dans la base canonique de K".
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1 Représentation matricielles 483

1.4 Interprétation du produit d’'une matrice par un vecteur colonne

X1

X2

Si A= ((a;j)i=i=n € Mpp(K)et X =| . | € Mp,1(K), le produit A x X € 4y (K) est donné
1<j<p :

Xp
par:

p
Y ayk x xk
k=1

14
Ax X = Zaiykxxk — ligne i
T k=1

p
Y. Ak x Xg
k=1

ie que pour touti € [1,n] :

p
(AX)[i,1]= ) ajr x Xk
k=1

g Théoréme 6 — Produit matriciel et image d’un vecteur par une application linéaire

Soient f € Z(E,I), x € E et y € IF, représentés matriciellement par A, X et Y. Alors:

y=fx) =Y =AxX

Avec d’autres notations :

Mat(f; %, €) x Mat(x; ) = Mat (f (x); €)

== Corollaire 7 - Egalité de deux matrices

Soient A et B deux matrices de ./, , (IK).
1. Ona:
A=B<—=VXedl, (K), AxX=BxX

2. Ona:
A=0,p = VXeMp1(K), AxX=0,,

Ne pas confondre avec le résultat suivant :

Aestinversible < VX € ./, (K), (A xX=0y=X= Op,l)
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484 CHAPITRE 19 : Compléments sur les matrices

Le théoréme précédent indique aussi comment trouver l'expression analytique d'une
application linéaire f € Z (L, F).

=

21
0 1|e .4;R) et f 'endomorphisme de R® canoniquement
2 1

X X+2y+z
Ax|y|= z
z X+2y+z

donc f(x,y,2) = (x+2y+2z,2,x+ 2y + 2).

> Exemple. On note A = (

associé. Pour tout (x, y,z) e R3:

1 -1
-1 1
néaire associée dans les bases canoniques. Pour tout P = a+ bX + cX? € Ry [X] :

X Exemple. On note A = ( _11) € M(R) et f € L(Rz[X],R[X]) 'application li-

donc f(a+bX+cX?)=(a—b+c)+(-a+b-c)X.

1.5 Interprétation du calcul matriciel

Dans le théoréme suivant, f et g sont deux applications linéaires de IE vers ' représentées par
les matrices A et B dans les bases % et €.

==t Théoréme 8 - Combinaison linéaire

Si (A, u) € IK? et si on note C la matrice représentative de A. f + u.g dans les bases %8 et € :

C=1.A+uB

Avec d’autres notations:

Mat(A.f + p.g; B,6) = A.Mat(f;B,€) + u.Mat(g; B,%)
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1 Représentation matricielles 485

p=ed Corollaire 9 — Isomorphisme entre .#, , et £ (E, I).

Si p = dim(EE) et n = dim([F) alors I'application f — Mat(f;3%, <€) est un isomorphisme
de Z(E, ) vers 4, ”W particulier :

dim (£(E, F)) = px n = dim(E) x dim(F)

On se donne G un troisieme espace vectoriel sur K de dimension finie, et 2 une base de G.

Dans le théoréme suivant, f est une application linéaire de [ vers [ représentée par la matrice
Adansles bases 28 et €, et g est une application linéaire de [F vers G représentée par la matrice
B dans les bases € et 2.

gt Théoreme 10 — Produit matriciel

On note D la matrice représentative de g o f dans les bases 28 et 2. Alors :

D=BxA

Avec d’autres notations :

Mat(go f; B,9) = Mat(g : 6€,2) x Mat(f; %8B,%6)

Ce théoreme justifie la définition choisie pour le produit matriciel : il correspond a la
composée des applications linéaires associées aux matrices. On comprend mieux pourquoi le
produit matriciel est non commutatif et non intégre : il hérite ces propriétés de la composition
des applications linéaires.

Les différentes régles de calcul vue pour le produit matriciel peuvent ainsi étre rédémontrées
via les applications linéaires.

D Exemple. Si A€ My, (K), montrer que Ax I, = I, x A= A.

On a défini les puissances entieres d'une matrice carrée et d'un endomorphisme. Ces deux
notions sont liées par le théoreme suivant.

Proposition 11 - Puissances de matrices et d’endomorphismes

SifeZ(E),ona:
VpeN, Mat(f7;AB)=(Mat(f;%))"

PCSI1, Lycée Saliege, Toulouse. http://mathcpge.org/


arno
  f

arno
 f

arno
(K)


486 CHAPITRE 19 : Compléments sur les matrices

1.6 Matrices inversibles et isomorphismes

4 Théoréme 12 - Matrices inversibles et isomorphismes

Sidim(E) = dim(F) etsi f € Z(E,F),ona:
f est un isomorphisme de E sur ' <= A = Mat(f;%,€6) est inversible

etdans ce cas:
A7 = (Mat(f;B,%)) " =Mat(f};€, %)

Si f est un endomorhisme de [E, on adonc:
f estun automorphisme de [E < A = Mat(f; %) est inversible

etdanscecas:

A7' = (Mat(f; %)) = Mat (f ;%)
Pour un automorphisme on a donc :

VpeZ, Mat(fP;%)=(Mat(f;B))"

Dans le résultat suivant, on rappelle que n = dim([E).

p===t Corollaire 13 — Familles de vecteurs et matrices inversibles

Si(uq,...,u,) est une famille de n vecteurs de £ :

(uq,...,uy) estune base de E < Mat(u,,..., u,; %) est une matrice inversible

Ce résultat donne en particulier un moyen simple de montrer qu'une matrice est inversible :
vérifier que ses colonnes forment une famille libre.

1 11 1
1
X Exemple. (; ?) € 4(K) estinversibleet | : @ @ .. ! !|e.,(K)nelestpas.
1
1 11 1
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1 Représentation matricielles 487

1.7 Changement de bases

On reprend 2 = (ey, e, ...,ep,) une base de E et € = (&1,€2,...,€,) est une base de I, et on se

donne &' = (e!,el,...,e/ ) une autrebasede E et €' = (¢/,€/,...,¢' ) une autre base de IF.
1’-2 p 1’52 n

== Définition 14 — Matrice de passage d’'un base a une autre

On appelle matrice de passage de 8 a ' la matrice:

Py = Mat(B'; B) € M, (K)

Onadonc:

/ / /

el e]. ep

l | l
/11,1 /lly]' /ll,p — e

Pg g =
Ai,l ﬂi,]’ /liyp — e
A/p’l cee A/p’j . A/pyp e ep
p

oules A; ; sont définis par: Vj € [1, p], e;. = Z Aij-e;
i=1
D Exemple.Ona: Py .z =1,

X Exemple.Si E = R3[X], B = (1, X, X2, X%) et B' = (1,X - 1,(X - 1%, (X - 1)%), déterminer
Py .

En considérant I'application linéaire idg : E — [E, on a

Pg_ . =Mat(idg; B’', 8B)

== Proposition 15 - Produit de matrices passages

1. Soient %8, ' et 2" trois bases de [E. Alors :

o= =P gl P[]
2. Soient 2 et %8’ deux bases de IE. Alors Pg__. 4 est inversible et :

(Pap—z) ' =Py __gz

Les matrices de passage sont utilisées pour les changements de base.
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488 CHAPITRE 19 : Compléments sur les matrices

p=ed Théoréme 16 — Formule de changement de bases pour une famille de vecteurs [

1. Cas d’'un vecteur. Si x € [E, on pose X = Mat(x; %8), X' = Mat(x;%B') et P = Pg__ 5.
Alors:

X=PxX  X'=P'xX

2. Cas d’une famille de vecteurs. Si & est une famille de vecteurs de [E, on pose
M =Mat(F;B), M' =Mat(F;%B') et P=Py__.4.Alors:

M=PxM M=P'xM

Etudions maintenant le cas d’'une application linéaire.

p==i Corollaire 17 —- Formule de changement de bases pour une application linéaire [

1. Cas général. Si f € Z(E,F), on pose A= Mat(f;%AB,€), A’ =Mat(f;B',€"),
P=Pyg__.getQ=Pyg__.¢.Alors:

A=QxA'xP! et A=Q 1xAxP

2. Cas d’'un endomorphisme. Si f € $(IE])Z , on pose A = Mat(f;@), A" = Mat(f; 8
etP=Pgy__ g .Alors:

A=PxA' xP' et A=P lxAxP

2 Noyau, image et rang d’'une matrice

2.1 Noyau et image d'une matrice

On se donne A€ 4, ,(K) et f € £(K”,IK") I'application linéaire canoniquement associée.

==t Définition 18 —- Noyau d’'une matrice

On appelle noyau de Ala partie de .4, (K) suivante :

Ker(A) = {X € 4, (K); AX =0,,}

Le noyau de A est donc I'ensemble des solutions du systeme linéaire AX =0,,;.

Remarquer que :
X1

(x1,...,Xp) €Ker(f) <= | : | €Ker(A)
Xp
En identifiant K? et ./, 1(IK), on peut considérer que Ker(A) = Ker(f), mais c’est un abus de
notation.
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2 Noyau, image et rang d’une matrice 489

On dit que A est injectivelorsque Ker(A) = {0,,,}. Ona:

f estinjective < A est injective

g Définition 19 — Image d’une matrice

On appelle image de Ala partie de 4,1 (K) suivante :

Im(A) = {AX € M1 (K); X € My, (K)}

Limage de A est doncl’ensemble des Y € .4, 1K) pour lesquels le systeme linéaire AX = Y est
compatible.

Remarquer que :

h4!
1,--oyn) €Im(f) < | : | €Im(A4)

Yn

En identifiant K" et .4/, 1 (K), on peut considérer que Im(A) = Im(f), mais c’est un abus de
notation.

On dit que A est surjectivelorsque Im(A) = 4,1 (K).Ona:

f est surjective <= A est surjective

2.2 Rang d’une matrice

On suppose que A € 4y, (K).

s Définition 20 — Rang d’'une matrice

Si A€ My p(K), on note (Cy,...,Cp) la famille de p vecteurs définie par les colonnes de A

dans te-base-canenique-dedk”. On appelle alors rang de A, I'entier naturel défini par :
M_{n,1}(|K)

rg(A) =1g(Cy,...,Cp)

On a donc : rg(A) = dim (Vect(Cy, ..., Cp))

1 11 11
1 00 1
X Exemple.rg|: : : .. :[=2
1 00 01
1 11 11
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490 CHAPITRE 19 : Compléments sur les matrices
Proposition 21 - Lien avec I'application linéaire canoniquement associée
I Si f est 'application linéaire canoniquement associée a A, alors rg(f) =rg(A). I

Le rang vérifie les regles de calcul suivantes.

p=ed Théoréme 22 - Régles de calcul du rang

1. rg(A) < min(n, p).

2. Si B € Mpq(K) : 1g(AB) < min (rg(A),1g(B)).
S M,(K) estinversible : rg(CAD=rg(A).
Si®e ), (K) estinversible : rg@ =1g(A).

3. Deux matrices équivalentes par lignes ou par colonnes ont le méme rang.

Le résultat suivant donne une maniere algorithmique de calculer le rang d'une matrice.

p—ei Théoréme 23 — Rang d’'une matrice échelonnée paréolonnes )
Si A est échelonné pa€colonnes alors:

rg(A) = nombre denon nulles de A= nombre de pivots de A

Lalgorithme de Gauss-Jordan permet donc de calcung d’'une matrice : la matrice de

départ a méme rang que la matrice échelonnée par donnée par l'algorithme. De plus
I'algorithme peut étre effectué sur les lignes ou sur les colonnes.

/\ Par contre pour calculer l'inverse d'une matricca,\il ne faut effectuer I'algorithme que sur les

lignes. avec la méthode du miroir
1 -3 -2
0 2 1
ES) =
Exemple. rg 1011 2.
1 -1 -1
1 ... 1
/\ On peut parfois conclure sans 'algorithme de Gauss-Jordan : rg 0,2 =2.
| R |
0 al
Q Exemple. Déterminer le rang de la matrice A=|[a 0 1| oi1aestun réel.
a 1l 0
Théoreme 24 — Rang de la transposée
| Si Ae My, p(K), 1g(*A) = 1g(A). ]
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2 Noyau, image et rang d’une matrice 491

Donc le rang d'une matrice est égal au rang de la famille de vecteurs formée par ses lignes.

p—ei Théoréme 25 — Rang d’'une matrice échelonnée paldiig nes g
Si A est échelonné par alors :

rg(A) = nombre d non nulles de A = nombre de pivots de A

2.3 Lien avec les autres notions de rang

=i Théoréme 26 — Lien avec les autres notions de rang

1. Si(uy,...,up) estune famille de p vecteurs de [, et si A est la matrice représentative
de (u1,...,up) dans une base % de [, alors :

rg(uy,..., up) =18(A)
2. Si fe Z(E,IF), et si A estlamatrice de f dans des bases 28 et ¢ de [E et de I, alors :
rg(f) =rg(A)
3. Si (8) est un systéeme linéaire, et si A est la matrice de ses coefficients, alors :

rg(S) =rg(A)

Le calcul algorithmique du rang d'une matrice permet donc de calculer le rang des autres objets
de I'algebre linéaire.

Théoréme 27 — Rang et inversibilité

Soit A€ 4, (K). Alors :
Aestinversible <= rg(A) =n

On peut utiliser ce résultat pour montrer qu'une famille de vecteurs d'une base de [£.

D Exemple. Montrer que les vecteurs u; = (1,1,1), up = (1,-1,1) et ug = (-1,—1,1) forment une
base de R3.

_ >

pumei Théoréme 28 —- Théoreme du rang pour une matrice

Si A€ Ay, (K) alors :

p = nombre de colonnes de A = dim (Ker(A)) +rg(A)
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492 CHAPITRE 19 : Compléments sur les matrices

@ractérisations des matrices inversibles

On est désormais €n mesure de demontrer le résultat suivant.

=== Théoreme 29 — Caractérisations d’'une matrice inversible

Soit A une matrice carrée d’ordre n. On a équivalence des propriétés suivantes :
(i) Aestinversible;
(ii) Aestinversible a gauche;
(iii) A estinversible a droite;
(iv) rg(A) =n;
V) A = In;
(vi) Ker(A) =1{0,,}ie:

VX € My (), (AX =01 => X =0,
(vii) Im(A) = Ay, (K) ie:
VB € My (K), 3X € My, (K); AX =B
(viii) Ker(A) = {01} et Im(A) = 4y (K) ie:

VB € My (K), X € Mp,(K); AX=B

(ix) les colonnes de A forment une base sim
(x) leslignes de A forment une base a‘m

(xi) I'application linéaire canoniquement associée a A est un automorphisme de K".

3 Déterminants

Dans tout ce paragraphe, n est entier naturel non nul.

3.1 Déterminant d’'une matrice carrée

On va étudier des applications f : 4, (IK) — K, c’est-a-dire des applications qui associe un
scalaire a une matrice carrée.

Dans la suite, on identifiera la matrice A € .4, (IK) avec le n-uplet de ses colonnes qu'on notera

(Ci(A), ..

., CalA) € oty (O)". On notera indifféremment £(A) ou £(Ci(A),..., Cu(A)).
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3 Déterminants 493

= Définition 30 — Application multilinéaire

On dit que f est multilinéaire si f est linéaire par rapport a chaque colonne des
matrices de .4, (K), c’est-a-dire que pour tout j € [1, n] et pour toutes matrices colonnes
(Cy,...,Cj-1,Cj41,...,Cy), I'application :

X'—*f(Cl,...,Cj_],X,Cj+],...,Cn)

est une forme linéaire de .4/, (K).

/\ Cela ne signifie pas que f est linéaire.

=i Définition 31 — Application antisymétrique

On dit que f est antisymétrique si pour toutes matrices colonnes (Cy,...,Cp) :

V(i,j)El[l,n]]Z, ( ﬂf(Cl,...,Ci,...,Cj,...,Cn)=—f(Cl,...,Cj,...,Ci,...,Cn)

Si on échange deux colonnes de A alors on obtient — f(A).

== Définition 32 — Application alternée

On dit que f est alternée si pour toutes matrices colonnes (Cy,...,Cy),

VG, j) e 1, nl?, (@etci:cj — f(cl,...,c,-,...,cj,...,cn):o)

Si deux colonnes de A sont égales alors f(A) = 0.

[— Proposition 33 - Antisymétrique < alternée
O ]

n a pour f multilinéaire: f est antisymétrique <= f est alternée

On admettra le théoréme suivant.

==y Théoreme 34 — Existence et unicité du déterminant

Il existe une unique application f : .4, (K) — K telle que :
(i) f est multilinéaire:
(ii) f estantisymétrique;
(i) f(I,) =1.

D’apres (i) cette application est alternée.
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494 CHAPITRE 19 : Compléments sur les matrices

Définition 35 - Déterminant

Si A € #,(K), on appelle déterminant de A le scalaire f(A), ou f est la fonction du
théoreme précédent.

aign .. 611,]' Lllyp ai .. 611,]' Lllyp
SiA=|a;1 ... a;j ... ajp|alorsdet(A)estnoté| a;1 ... ajj ... Qip
anyl cee an’] ces anyp anyl ces an’] ces anyp

s Proposition 36 — Déterminant dans ./, (KK)

. ) a b
Si a, b, c et d sont des scalaires, alors : c dl= ad - bc

Si U = (x, y) et V=, y') sont deux vecteurs du plan, et si & est le parallélogramme construit
sur les vecteurs u et v, on appelle aire algébrique de 22 :

o l'aire de 2 comptée positivement, si une mesure de 'angle (, v) appartient a [0, 7];

o l'aire de 22 comptée négativement, si une mesure de 'angle (1, v) appartient a ] — 7, 0].

Alors cette aire algébrique est donnée par

De méme, on peut montrer que si u = (x,y,2), v = (x',y,2Z) et w = (x",y",Z") sont trois
vecteurs du plan, et si & est le parallépipéde construit sur les vecteurs u, v et w, alors Ig

x x X'
algébrique de 2 estdonnéepar | y y' ¥’
z Z’ Z//

Le déterminant généralise donc la notion d’aire algébrique en dimension finie quelconque.
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3 Déterminants 495

3.2 Propriétés du déterminant

p== Proposition 37 — Premieéres propriétés

1. Siune colonne de A est nulle, alors det(A) =0
2. Pour tout 1 € K, det(1.4) = A".det(A)

3. Si A adeux colonnes égales, alors det(A) =0

/\ ne pas se tromper sur le@deuxiémeé)point.

== Proposition 38 — Opérations élémentaires sur les colonnes

1. Sion échange deux colonnes de A alors on obtient —det(A)
2. Sion multiplie une colonne par A € K alors on obtient A.det(A)

3. Soient A e Ket(i,j)€[l, nj? tel que i # j. Sion effectue 'opération C; «— C; + 1.C;
on obtient det(A)

Soient (A, p) € K? et (i, j) € [1,n]* tel que i # j. Si on effectue 'opération C; — p.C; + 1.C; on
obtient y.det(A) donc:

det(A) = det (Cy(A),...,Ci(A),...,Cn(A) = idet(Cl (A),..., uCi(A) + AC;(A),...,Cn(A)

On en déduit que si A € K* etsi (i, j) € [1,n]? telque i # j :
det(A x T; j) = —det(A) det(A x D;(A)) = A.det(A) det(A x Uj, j(A)) = det(A)
Etdoncpour A=1I,:

det(T;,;) = -1 det(D; (1) =21 det(U; j(1) =1

X Exemple. Si A = (C1(A),...,Cy(A) € M, (K) on définit la matrice B = (C,(A), ..., C1(A)).
Calculer det(B) en fonction de det(A).

Proposition 39 — Déterminant d’'une matrice triangulaire
| S

i A est triangulaire alors@et( A)= produit des coefficients diagonaux de D ]

En utilisant I'algorithme de Gauss sur les colonnes d'une matrice, on peut donc calculer son

déterminant. ou les lignes

3
4 .
1

DO N

1 11 1
X Exemple. Soient A= 1 2 4 |etB=| 4
1 3 8 3
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496 CHAPITRE 19 : Compléments sur les matrices

a 1 1 1

1 a 1 1
LS € IK, calculer : {déterminant d'ordre n
et n entier naturel non nu 1 1 1

1 1 1 a

3.3 Déterminant et produit matriciel

Lemme 40 — Déterminant et matrices élémentaires

Si E est une matrice élémentaire alors det(E) # 0.
De plus, pour toute matrice A € 4, (IK), on a det(A x E) = det(A).det(E)

Théoreme 41 - Caractérisation des matrices inversibles
I SiAe 4, (K): A est inversible < det(A) #0 ]

On retrouve donc qu'une matrice triangulaire est inversible si, et seulement si, tous ses
coefficients diagonaux sont non nuls.

On se donne [E un espace vectoriel de dimension finie, 28 = (ey, ..., e;) une base de [E et
(uy,...,uy,) une famille de n de vecteurs de E, ot n = dim(E).

Définition 42 - Déterminant d’une famille de vecteurs dans une base

On appelle déterminant de la famille de vecteurs (u,, ..., u,) dans la base 9 le scalaire :

dggt(ul,..., u,) = det(Mat(uy, ..., un; B))

I existe une formule de changement de base pour les déterminants mais elle n’est pas au
programme.

On peut montrer que si 2 est la base canonique de R", alors |dggt(u1, e un)| est le « volume »

du parallélotope construit sur les vecteurs uy, ..., Uj.

=t Théoréeme 43 — Déterminant et bases

(uy,...,uy) estune base de £ < 3% base de [£; dggt(ul,..., Un) #0

Dans ce cas le déterminant est non nul dans n'importe quelle base de [E.

Q. Exemple. Montrer que la famille ((1,2,3),(2,3,1), (3,2,1)) est une base de R.

PCSI1, Lycée Saliege, Toulouse. http://mathcpge.org/


arno
et n entier naturel non nul

arno
déterminant d'ordre n

arno


arno



3 Déterminants 497

Théoreme 44 — Déterminant d’un produit
I Si A et B sont deux matrices de .4, (IK) alors det(A x B) = det(A) x det(B) = det(BA) ]

/\ Par contre det(A + B) # det(A) + det(B). Le déterminant n’est pas linéaire mais multilinéaire.

/\ det(AB) = det(BA) bien qu’en général AB # BA
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Corollaire 45 - Déterminant de I'inverse

Si A est inversible, alors det(A) # 0 et det(A™!) =

det(A)

p==xt Corollaire 46 — Formules utiles

1. Si A€ My,(K) alors Vp e N, det(AP) = (det(A))”
2. Si Ae Mn(K) et P € GL,(K), alors det(P x Ax P7!) = det(A).

Théoréeme 47 - Déterminant de la transposée
| Si A€ 4,(K), alors det (“A) = det(A) ]

Par conséquent, le déterminant est linéaire par rapport a chacune des lignes. Il est de plus
antisymétrique et alterné par rapport aux lignes.

Pour calculer un déterminant on peut effectuer des opérations élémentaires sur les lignes ou sur
les colonnes d’'une matrice.

/\ Pour calculer I'inverse d'une matrice par la méthode du miroir, il ne faut faire des opérations
que sur les lignes.

Proposition 48 - Interprétation d’'un déterminant nul
I U

n déterminant est nul ssi ses colonnes sont liées ssi ses lignes sont liées. ]

3.4 Développement par rapport a une ligne ou par rapport a une colonne

On se donne A = ((a;,j))1<i,j<n € A, (IK) une matrice carrée.

Définition 49 — Mineur d’indice (i, j)

Pout tout (i, j) € [1, n]%, on appelle mineur d’indice (i, j) le déterminant A;, j de la matrice
carrée d’ordre nn — 1 obtenue « en rayant » dans A laligne i et la colonne j.

On commence par un premier résultat de simplification.
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i Lemme 50 — Cas d’'une ligne de 0 terminée par 1

ar ai,n-1 ai,n ar . a .
, =

an—l,l an—l,n—l an—l,n
0 oo eeo 0 1 G-l oo e G-l

On en déduit les deux formules suivantes.

=t Théoreme 51 - Développement par rapport a une colonne

Soit j € [1, n]. Alors on peut calculer det(A) en développant suivant la j-iéme colonne :

n . .
det(A) =) (D" a;jx A
i=1

p—i Théoréme 52 - Développement par rapport a une ligne

Soit i € [1, n]. Alors on peut calculer det(A) en développant suivant la i-iéme ligne :

n . .
det(A) =) (=D a;jx Ay
j=1

Ces théorémes permettent de se ramener a des déterminants de taille inférieure d'une unité. On
peut donc les appliquer par récurrence pour se ramener a des déterminants de taille 1 ou 2.

Les calculs sont aisés pour des déterminants de taille 3 mais deviennent rapidement treés
complexes (pour un déterminant de taille 25 un ordinateur performant a besoin de 50 000 ans).

Du point de vue algorithmique il est donc préférable d’utiliser I'algorithme de Gauss. Mais pour
des calculs formels avec des déterminants qui dépendent d’'une ou plusieurs variables, il est
plus aisé d’utiliser le développement par rapport a une ligne ou une colonne.

1 2 3
Q> Exemple. Calculer |4 5 6| en développant par rapport a la colonne 3, puis par rapport
789
alaligne 2.
0 1 1
-1
X Exemple. Calculer le déterminant de taillen: D, =
S
-1 -1 0
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QX Exemple. Démontrer la régle de Sarrus pour les déterminants de taille 3 :

a b c
d e f
g h i

=(a.e.i+d.h.c+g.b.f)—(g.ecc+a.h.f +d.b.i)

3.5 Déterminant d’'un endomorphisme

Dans cette derniere section, [£ est un espace vectoriel sur K de dimension finie n € N* et f est
un endomorphisme de [E.

Lemme 53 — Indépendance vis a vis du choix de la base
| Si % et ' sont deux bases de E alors:  det(Mat(f; %)) = det(Mat(f;%B)) ]

On en déduit que le scalaire det (Mat(f; %)) ne dépend pas du choix de la base 28 de E.

Définition 54 — Déterminant d'un endomorphisme

On apelle déterminant de f, noté det(f), le déterminant de la matrice représentative de f
dans n'importe quelle base de [.

On peut montrer que |det(f)| est le coefficient par lequel f multiplie les volumes.
X Exemple. det(idy) = 1

X Exemple. Si A € K : det(A.idy) = A4mE

Q Exemple. Si p est une projection différente de idy, : det(p) =0

X Exemple. Si s est une symétrie par rapport a un sev I dans la direction G, alors
det(s) = (-1)4m&

pmei Théoréme 55 — Propriétés du déterminant d’'un endomorphisme

f et g sont deux endomorphismes de [E.
1. det(go f) =det(g) x det(f) =det(fog)
2. f estun automorphisme <= det(f) #0

Dans ce cas : det(f!) =

det(f)
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4 Compétences a acquérir sur ce chapitre

w Savoir représenter matriciellement un vecteur, une famille de vecteurs ou une application
linéaire.
& Réciproquement savoir définir un vecteur, une famille de vecteurs ou une application
linéaire a partir d'une matrice représentative.

& Savoir interpréter le calcul matriciel en termes de calcul avec des vecteurs ou des appli-
cations linéaires.

& Savoir résoudre un probléme sur des matrices en le remplacant par un probléme sur des
applications linéaires.

= Connaitre les formules de changement de bases.

= Connaitre les notions de noyau, d'image et de rang d'une matrice.

& Faire lien avec les mémes notions pour I'application linéaire qui est représentée.

= Savoir calculer un déterminant :
& en utilisant que c’est une forme multilinéaire alternée, antisymétrique;
& en le mettant sous forme triangulaire;

© en développant par rapport a une ligne ou un colonne.

w Savoir utiliser le déterminant pour déterminer si une matrice est inversible ou si un endo-
morphisme est un automorphisme.
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5 Exercices

Représentations
matricielles

EXERCICE 1. Représentations d’applications linéaires

Donner la matrice relativement aux base canoniques, pour les applications linéaires suivantes :
1. f:Ro[X]— P—X3P' e Ry[X]
2. f:PeR3[X]— (P(0),P'(0),P"(0)) e R®
3. feZLR% R tq f(1,2) =(0,5,8), f(2,3)=(5,0,1)

EXERCICE 2. Changement de bases

1. On note f I'endomorphisme de R® défini par sa matrice dans la base canonique :

1 4 2
A=|0 -3 -2].
0 4 3

On pose u; = (1,-1,1), u = (1,0,0) et uz = (0,—1,2). Montrer que % = (uy, Uz, u3z) est une
base de R® et donner la matrice de f dans cette base. Que remarquez-vous?
Ecrire la formule de changement de base obtenue.

2. On note g 'endomorphisme de R® défini par sa matrice dans la base canonique :

3 -3 -2
A=1-2 1 2
3 -2 -2

On pose v; = (1,0,1), v» = (0,1,-1) et v3 = (1,-1,1). Montrer que % = (v;, V2, V3) est une
base de R® et donner la matrice de g dans cette base. Que remarquez-vous?
Ecrire la formule de changement de base obtenue.

EXERCICE 3. Représentation matricielle dun endomorphisme

1. Montrer que 8 = (1, X — 1,(X — 1)?) est une base de R, [X].

2. On considere f: Ry[X] — R [X] définie par f(P) =2(X +1)P - (X?>-2X+1)P'. Montrer
que f est un endomorphisme de R[X], et déterminer la matrice de f dans cette base.

EXERCICE 4. Matrices et isomorphismes

1. On considére 'application ¢ : Ry[X] — R définie par ¢ (P) = (P(0), P'(0), P(1)). Montrer
que ¢ est un isomorphisme de R,[X] vers R3.

2. Déterminer ¢! (on pourra utiliser les représentations matricielles).

EXERCICE 5. Calculs de noyaux, d’'images et de rangs

Dans chacun des cas suivants on définit une application linéaire de R” dans R” par sa matrice
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relativement aux bases canoniques. Déterminer r g(f) ainsi qu'une base de Ker(f) et Im(f).

1 0 1 1 2 3 3:;;:2
A= 2 -1 -2 B=|1 2 3 C=

-1 -1 -1 1 23 0 0 4 -8

0 0 2 —4

EXERCICE 6. Représentation matricielle d'un endomorphisme nilpotent
Soient [£ un K-ev de dimension finie n, et f € Z ().
On suppose que f est nilpotent d’ordre p : c’est-a-dire qu'’il existe p € N* tel que f” = 04, et
[P #0sm.
1. Montrer quessi x € E\{Og} esttel que f7~!(x) # O, alorsla famille & = (x, f (x),..., fP~1 (x))
est libre.

2. Dans le cas p = n, donner la matrice de f dans cette base (dans ce cas, on dit que f est
un endomorphisme cyclique).

EXERCICE 7. Rang de la transposée

Soit A € My, (K). On note u € Z(K?,IK") 'endomorphisme canoniquement associé. On note
aussi r =rg(A) et J, € My p(IK) la matrice par blocs définie par :

J = I Or,p—r
' Op—r,r On—r,p—r
On se donne & un supplémentaire de Ker(u) dans IK”. Soit 9 = (ey, ..., ey, €;41,...,€p) une base
de K” adaptée a la somme directe G & Ker(u) = K”.
1. Montrer que la famille (u(ey), ..., u(e;)) est une base de Im(u).

2. Montrer qu’il existe une base ¥ de K" telle que la matrice représentative de u
relativement aux bases 2 et € soient égale a /.

3. En déduire qu’il deux matrices inversibles P et Q telles que A= PJ, QL.
4. En déduire que rg(A) =rg(*A).

EXERCICE 8. Matrice de Vandermonde et polynd6mes de Lagrange

Soient xg, X1, ..., X; des réels deux a deux distincts. On considére la matrice :
1 1 ... 1
X0 X1 ... Xp
2 L2 2
v=|xg X ... Xy
n n n
Xy X X,

1. Montrer que la matrice V est inversible.
2. En déduire que, pour tout i € [1, n], il existe un unique L; € R,[X] tel que :

Vjelo,nl, Li(xj)=06;;
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Déterminant

EXERCICE 9. Une information sur la dimension

Soient £ un R-espace vectoriel de dimension finie et f un endomorphisme de [ vérifiant
f? = —1d. Montrer que I'espace [E est de dimension paire.

EXERCICE 10. Des calculs

Vérifier les calculs de déterminants suivants.

0 a
1.|a 0 c |=2abc.
b ¢ 0
a b c
2.l ¢ a b|=(a+b+0)(a*+b*+c*—(ab+bc+ca)).
b ¢ a

a+b b+c cta
3. | @®+b* b+ c*+a® |=2abcla-c)(b-c)(b-a).
A+ b+ S+dd

a a a a
a b b b
4 a b c ¢ =ab-—a)(c-b)(d-c).
a b c d
a c ¢ b
c ab c|_ 2 B
5. c b oa c =(a+b+2c)(a-b)*(a+b-2c).
b ¢ ¢ a
1 1 1

. (b-=a\ . (c—a\ . (b-c
6. | cos(a) cos(b) cos(c) :—4s1n( 5 )sm( 5 )sm(—).

sin(a) sin(b) sin(c) 2
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EXERCICE 11. Diagonalisation
Soient f et g les endomorphismes de C* de matrice respective dans la base canonique :

0 1 0 0 -1 2
A=(0 0 1 B=|0 1 0].
1 -1 1 1 1 -1
1. (@) On dit que A € C est une valeur propre de f lorsque A est racine du polyndéme
det(A.id — f). Déterminer les valeurs propres de f.
(b) Pour chaque valeur propre A de f, déterminer une base de Ker(f — 1.id) et en déduire

une base de C? dans laquelle la matrice de f est diagonale.

2. Méme questions avec g.

EXERCICE 12. Une matrice tridiagonale
Soit un entier n = 1. On considére la matrice carrée d’ordre n a coefficients réels :

2 -1 0 0

-1 2 -1
An=10 -1 0
.2 -1
0 0 -1 2

Pour n =1, on désigne par D,, le déterminant de A,,.

1. Démontrer que Dy+2 =2Dp11 — Dy,.
2. Déterminer D,, en fonction de 7.

3. La matrice A,, est-elle inversible?

EXERCICE 13. Déterminants de taille
1. Calculer le déterminant d’ordre n :
a (b)
(b) a

Hint : remplacer Cy par Cy +---+ Cy, puis L; par L; — Ly (i = 2).

2. En déduire que:

1 n n-—1 2
2 ' 3 ( pn-1
n+1n
Dp=| & o e =T e
n—1 1
n n-—1 1
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EXERCICE 14. Déterminant de taille n
n

Pour n e N*,on pose S, = )_ i. Calculer:
i=1

S S1 0§ S;
S1 S22 S Sy
S1 Sy S3 S3
S S S3 ... S,

Hint : se ramener a un déterminant triangulaire.

EXERCICE 15. Déterminant de Vandermonde

Soient xg, X1, ..., X, des réels deux a deux distincts. Calculer le déterminant de la matrice :
1 1 ... 1
Xo X1 ... Xp
2 2 2
v=|x xi ... xp
n n n
Xy X x)
1 1 ... 1
X0 X1 ... X
. . . . 2 .2 2
Hint: On pourra introduire le polynome P =det| %Xy X1 --- X
n n n
X x ... X

EXERCICE 16. Inégalités de Kolmogorov
Soit f e €"(R,C) avec n = 2.

1. On suppose que f et " sont bornées sur R. Montrer que pour tout k € [0, 7], f® est
bornée sur R

Pour tout k € [0, n], on note My = sup|f® (x)|.
xeR

< M, M
2. (a) Al'aide del'égalité de Taylor-Lagrange, montrer que pour tout h > 0: M; < hTZ +=2,

h
(b) En déduire que M; < v/2MyM,.
3. Pour tout k € [0, n], montrer que : My, < 2kK(=R/2 pgl=kinprkin,

EXERCICE 17. Une base de K, [ X]
Soit n € N. Montrer que la famille (X*(1 - X)n_k)ke[[o,n]] est une base de K, [X].
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