79

Chapitre

Nombres complexes
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80 CHAPITRE 3 : Nombres complexes
1 Propriétés des nombres complexes

1.1 Construction rapide de C

Dans R, I'équation x> = -1 na pas de solution. On va donc construire un ensemble C,

contenant R, et dans lequel cette équation a des solutions.

On se place dans R? munit des opérations :

(a1, b1) + (a2, b2) = (a1 + az, by + bo) et (a1, by) x (ag, b2) = (a1a2 — b1 b2, a1 by + ax by)

De plus on identifie a € R avec (a,0) € R2:a=(a,0).
Si on pose i = (0,1), alors on a i2 = (=1,0) = —1. On a donc donné une solution a I’équation
x?=-1.0npose:

C={z=(a b); (ab) e R?}

De plus on remarque que si (a, b) € R2, a+ib=(a,0)+(0,1) x (b,0) = (a,0)+ (0,b) = (a,b), donc:
C={z=a+ib; (a b) € R?}

On a R < C et on peut démontrer que les regles de calcul sont les mémes que dans R. Les
éléments de C sont appelés nombres complexes, ceux de C\IR sont appelés nombres complexes
purs, et ceux de iR = {ib; b € R} nombres complexes imaginaires purs.

=t Théoreme 1 - Identités remarquables

Pour (a,b) e C?etne N:
1. (a+b)?=a*+2ab+b* et (a-b)?=a’>-2ab+b?
2. a>-b*=(a+b)x(a-b) et a’+b*=(a+ib)x(a—ib)
3. Formule du binome.
n

@+b) =3 ["|akpm % et (@a-b=Y ["|nrkakprk
k=0 \k i=o\k

4. Formule de Bernoulli.

n-1
a"-b"=(a-b)(a" ' +a"*b+a"Pp*+--+ab" 2+ b" ) =(a-b) Y a*bp"F

k=0
Si n estimpairona b" = (- (-b))" = (-1)"(-b)" = —(-b)" donc :
n-1
a"+b" = a"-(-b)" = (a+b)(a" ' ~a" Fb+a" b —--—ab"*+b" ") = (a+b) Y (-)FaFp" 1 F
k=0
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1 Propriétés des nombres complexes 81

1.2 Notions de base

=i Définition 2 — Parties réelles et imaginaires

Siz=a+ibe C avec (a,b) € R?, alors le choix des réels a et b est unique.
Le réel a est appelé partie réelle de z, notée Re(z).
Le réel b est appelée partie imaginaire de z, notée Im(z).

OnadoncRe(z) e R, Im(z) € R et z=Re(z) +iIm(z).

On munit le plan d’un repére orthonormé (O; i, j ). Géométriquement, un nombre complexe
z est représenté dans le plan par le point M, de coordonnées (Re(z)),Im(z)). On dit alors que
M, est le point d’affixe z. De méme, si U = (a, b) est un vecteur du plan, on dit que 7 est d’affixe
z=a+1ib.

Si z; et z; sont deux nombres complexes, alors le nombre complexe z; + z; est réprésenté par le
point My, ,, défini par:

OM,,,,, = OM,, + OM,,

M21+Zz

= Proposition 3 — Régles de calcul

Soient z1, 2, ..., z, € C.

1. Re(z; + z20) =Re(z;) +Re(zp) et Im(z; + 2p) =Im(z;) +Im(zy)
Plus généralement : Re i zZi | = i Re(z;) et Im(i zZr| = i Im(z;).
k=1 k=1 k=1 k=1
Re(z1) =Re(zy)
Im(z,) = Im(zp)
3.SileR: Re(Axz))=AxRe(z;) et Im(Axz)=AxIm(z).

4. Re(Zl.Zg) = Re(zl) Re(Zg) — Im(zl) Im(Zz)
et Im(z;zy) = Re(z;)Im(zy) + Re(zp) Im(z;).

2. z1:z2<:>{

5. z17eR<=1Im(z;)=0 et 2z €iR < Re(z;)=0.
1 ) Re(z) 1 Im(z,)

6. Siz1#0: Re|—|= et Im|—|=- .
17 (Zl Re(z1)? +Im(z1)? (Zl) Re(z1)? + Im(z1)?
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82 CHAPITRE 3 : Nombres complexes

/\ Par contre : Re(z; x z5) # Re(z1) xRe(zz) et Im(z; x z2) #Im(z;) x Im(z»)
Etsile C\R,Re(A x z;) Z A xRe(z;) et Im(Axzp) # A xIm(z;).

D Exemple. Si z € C, Re(iz) = —Im(z) et Im(iz) = Re(z).

Définition 4 — Conjugué

Size C, on définitle conjuguéde z:  z=Re(z) —ilm(z)
On adonc: Re(z) =Re(z) et Im(z)=-Im(z)

Géométriquement le point M5 est le symétrique orthogonal du point M, par rapport a I'axe des
abscisses :

v

i Proposition 5 — Régles de calcul

Soient z1, 2o, ..., 2z, € C.

1. Z_l =21
1 _ 1 _
2. Re(z) = E(Zl +2z1) et Im(zp)= E(Zl —-2z1)

3. z71eR<<=>z1=71 et z1eiR<—z1=—-27

S 1z
4. z1+20=21+2p ,21%X2p=21 %2 et (_)::

22 <2
n n n n
Plus généralement : Y zk=) Zk et [Tax=11%
k=1 k=1 k=1 k=1
De plus: sileR, Az =A% et sineN, zl'=7%"

5. z; xZ1 =Re(z;)? +Im(z;)? e R*
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1 Propriétés des nombres complexes

Définition 6 - Module

83

Pour z € C, on pose 1z] = /Re(2)? +Im(z)2 = Vzz

Graphiquement, le module de z est égal a la norme du vecteur OM, ie ala longueur OM .

i Proposition 7 — Régles de calcul

Soient z3, 2, ..., 2z, € C.
1.
2. |Im(z1)| <lz1] et |Re(z1)| <z
3.
4

. |lz1l|=0et]|z1|=0<= 21 =0

Dans R, valeur absolue et module coincident.

|zi| = 211 = | - 21|

Deplus: z; =|z;| <= z; € R*
|21 x 25| = 21| x |122] doncside R, [Az1] = Alz|
Pour tout n€ N : 2| = |z |"
_ a1l
|Z2]

21

22

Sizo#0:

/\ En général |z; + z,| # | z1| + | z2|. Par contre il faut connaitre le calcul suivant :

|21+ 221" = (21 + 22) x (21 + 22) = 2121 + 2122 + Z1 22 + 2222 = |21 |* + | 22* + 2Re (21 22)

® Exemple. Déterminer parties réelle et imaginaire de 77
i

® Exemple. Si z € C déterminer les parties réelles et imaginaire de 1+iz, ainsi que son module.

ESY Exemple. Si |z| = 1, que dire de z?

On aussi 'encadrement suivant, fondamental en analyse.

p=ed Théoréme 8 — Inégalité triangulaire

Plus généralementsi z;, 2o, ..., 2, € C:

Siz;,z2eC,ona:

llz11=122l| <121 + 22| < |21] + | 22

n n
Z Zr| = Z |z
k=1 k=1

Puisque | — z| = |z| on a aussi |z] — 22| < |z1] + |22].
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84 CHAPITRE 3 : Nombres complexes

—_—
Si z1 et zp sont deux nombres complexes, z; — z; estlaffixe du vecteur M, M,,, donc |z — z;| est
lalongeur M, M,.

Le cercle de centre Q d’affixe w et de rayon r > 0 est donc {z€ C; |z—w| = r}.
Le disque ouvert de centre Q) d’affixe w et de rayon r > O est {z€ C; |z —w| < r}.

Le disque fermé de centre Q d’affixe w et de rayon r >0 est {z€ C; [z—w| < r}.

1.3 Rappels et compléments de trigonométrie

Les fonctions cos et sin sont définies géométriquement : si x € R estlalongueur algébrique d'un
arc de cercle sur le cercle trigonométrique (qui est le cercle de centre O d’affixe 0 et de rayon 1)
alors le point obtenu a pour affixe cos(x) + i sin(x).

sin(x)

\]

cos(x)

g Proposition 9 - Propriétés de symétrie

1.VxeRR, sin(x + 2x) = sin(x) et cos(x + 27w) = cos(x)
VYkeZ, sin(x+2km)=sin(x) et cos(x+2km) = cos(x)

2.VxeR, sin(—x) = —sin(x) et cos(—x) = cos(x)
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1 Propriétés des nombres complexes

==t Proposition 10 — Valeurs remarquables

85

X 0| n/6 /4 /3 | /2
sin(x) [0 1/2 | v2/2|V3/2| 1
cos(x) | 1|vV3/2|v2/2]| 1/12 | 0

Pour retrouver ces valeurs ont peut se rappeler que :

\/E 1 \/T V2 f V3 f 4
0= - - = - —_—= - —_—= — et 1= -
4 2 4 2 4 2 4 4

== Proposition 11 - Formules de bases

1.VxeR, sin’(x) + cos®(x) = 1
2.VxeR, sin (x + E) =cos(x) et cos (x + f) = —sin(x)
2 2
sin(E - x) =cos(x) et cos (E — x) =sin(x)
2 2
3.VxeR, sin(x+m) =—sin(x) et cos(x+m)=—cos(x)
sin(w—x) =sin(x) et cos(m—x)=—cos(x)

Toutes ces formules se retrouvent aisément a I’'aide du cercle trigonométrique!

==t Proposition 12 - Formules fondamentales

1.VxeR, cos(a+ b)=-cos(a) x cos(b) —sin(a) x sin(b)
cos(a— b) = cos(a) x cos(b) + sin(a) x sin(b)
sin(a + b) = sin(a) x cos(b) + sin(b) x cos(a)
sin(a — b) = sin(a) x cos(b) —sin(b) x cos(a)
2.VaeR, cos(2a) = cosz(a) - sinz(a) = 2cosz(a) -1=1- Zsinz(a)

sin(2a) = 2sin(a) x cos(a)

1+ cos(Ca
donc cos’(a) = % et sin’(a) = >

B 1—-cos(2a)
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86 CHAPITRE 3 : Nombres complexes

Ces formules se démontrent géométriquement. Par exemple la formule d’addition pour le sinus
se démontre a I'aide des figures suivantes, ol les triangles sont tous d’hypothénuse de longueur
égale a 1 : I'aire du quadrilatere a gauche est égale a la somme des aires des deux rectangles a
droite.

==t Proposition 13 — Formules de transformation

Y(a,b) € R? cos(a) x cos(b) = %(cos(a + b) + cos(a— b))
sin(a) x sin(b) = %(cos(a —b)—cos(a+ b))

sin(a) x cos(b) = %(sin(a +b) +sin(a— b))

, p=a+b a=(p+q)l2 . 2.
ATlaide desformules{ g=a-b <=>{ b=(p-q)/2 » on obtient pour tout (p, q) € R*:

cos(p) +cos(q) :2cos(p;q)co ( )
7)si (—‘7)
p

sin(p) +sin(q) =2 sin( ) (

cos(p) —cos(q) = -2 sin(

=)
=)

sin(p) —sin(q) :2003( ) (
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1 Propriétés des nombres complexes 87

sin(x)
cos(x)

On définit la fonction tangentepar tan(x) =

et on pose z+71Z:{z+kﬂ;keZ}.
2 2

4 Proposition 14 - Fonction tangente

1.@tan:1R\«{g+kn;keZ}:{xeR;x;ég[n]}:]R\(gHtZ)

X 0| n/6 |n/4|nl3| /2
tan(x) [0 1/vV3]| 1 | V3 | 400
3.VxeR,VkeZ, tan(x + kx) =tan(x) et tan(—x)=—tan(x)

tan(a) + tan(b)

1 —tan(a) x tan(b)
tan(a) — tan(b)
1 +tan(a) x tan(b)

2.

4.Sia,b,a+ b€ Dian: tan(a+b) =

sia,b,a— b€ Diyy: tan(a—b) =

Elle peut s'interpréter géométriquement :

tan(x)

sin(x)

)

\]

cos(x)
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88 CHAPITRE 3 : Nombres complexes

On rappelle que a = b [7] lorsqu'’il existe k € Z tel que a = b+ kx. On le lit « a = b modulo 7 ».
On défnit de méme [27], [7/2] ...

Autre notation : si a € R, on note aZ = {ak; k € Z} etonaalors:a=b[n] < a—-benZ.

p==t Corollaire 15 - Equations trigonométriques

1. Ona:
/2 /2
cos(x)zOmx:E[n]@x—EEﬂZ
et:
cos(x) =cos(y) < x=y[2nloux=-y[2n]
< x-ye2nZoux+ye2n/
2. Ona
sin(x) =0<= x=0[n] < xenZ
et:
sin(x) =sin(y) < x=y[2aloux=n-y [27]
< x-ye2nZoux+y—-me22n
3. Ona
tan(x) =0« x=0[n] <= xenZ
et:
tan(x) =tan(y) <= x=ynl < x-yen’

X Exemple. Résoudre dans R : sin(x) = sin(2x)
Pour résoudre des inéquations, on s’aide du cercle trigonométrique.

® Exemple. Résoudre dans IR : sin(x) < %

1.4 Nombres complexes de module 1

Définition 16 — Exponentielle d’'un imaginaire pur

Pour tout € R, on pose e’? = cos(0) + i sin(6).

On définit ainsi la fonction exponentielle sur i[R.

On a donc par définition Re (e??) = cos(6) et Im (&%) = sin(6).

. 4 . .3_]'[ .
X Exemple. Calculer e, ', ¢!, ei7 et ei?”,
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1 Propriétés des nombres complexes 89

elf = cos(0) + isin(0)

v

sin(0)

\]

e ——
cos(0)

Les propriétés des fonctions trigonométriques permettent de démontrer les propriétés suivantes.

Proposition 17 - Régles de calcul pour '’exponentielle d’'un imaginaire pur

Si (0, a) € R2.
1. |ei0| =1
. 1 L —
2. e0#£0 et —5 = e = ei0 = cos(0) — i x sin(0)
e
i0
3 ei(9+a) — ei@ % eia et ei(G—a) -
: eia
4. YneZ, e =(e)"
5. 8 — el est 2n-périodique:  Vke Z, e!0+2kD = ¢i6
6. elf =el® — 9 = a [27]
et en particulier : el =1=0=012n < 60e2nZ
7. Formules d’Euler : . ,
elB + e—lG elB _ e—lG
cos(@) = —— et sin(@) = ——
2 21

8. Formule de De Moivre : . '
VneZ, (cos@®) +ixsin@)" = (e?)" =e™ =cos(nd) + i x sin(nh)
9. Factorisation de I'angle moyen :

:0+a
2

. . Otra 0-a . . .
el + el =2elz xcos( 5 ) et elf —el® =2je¢!

X sin | ——
2

On retrouve notamment la propriété de « morphisme » de I'exponentielle : elle transforme
I’addition en multiplication. De plus elle ne s’annule pas sur iR.

£ Exemple. Pour 0 € R, factoriser 1+ elfetl1+e?,
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90 CHAPITRE 3 : Nombres complexes

D Exemple. Pour x € R et n € Z, simplifier cos(x + nx) et sin(x + nn).

Dans la suite on notera U I’ensemble des nombres complexes de module 1 :
U={zeC;lz| =1}

Géométriquement, ce sont les points d’affixe z situés sur le cercle trignométrique.

== Proposition 18 - Lien entre U et e’

Lensemble U coincide avec I'ensemble des nombres complexes de la forme e??, o1 e R :

U={e"?;0eR}

Par 27-périodicité de § — e'® on a plus simplement :
U={e"%;0¢€(0,2n[}

ou encore U = {e'%; 0 €] — 7, n]}.

On peut énoncer ce résultat de maniere plus complete.

==t Théoreme 19 - Surjectivité de 'exponentielle complexe

Lapplication :
R — U
0 — eiG

est non injective, mais est surjective.

Si on considere sa restriction a [0, 27[, on obtient une bijection de [0, 27| vers U.

1.5 Forme trigonométrique d’'un nombre complexe

On munit le plan d'un repéere orthonormé direct (0; i, j).

p==ei Définition 20 — Argument

Soit z € C*. On appelle argument de z tout mesure de I'angle (7, O_M) ol M est le point
d’affixe z.
On le note arg(z).
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1 Propriétés des nombres complexes 91

Im(z)

arg(z)

Y

Re(z)

st Définition 21 — Forme trigonométrique

SizeC*,onaz=|z|x (cos(arg(z)) + isin(arg(z))) = Izlei'argm

On dit qu’'on a mis le nombre complexe z sous forme trigonométrique.

On a donc: Re(z) = |z| x cos(arg(z)) et Im(z) = |z| x sin(arg(z))

/\ Le nombre 0 ne peut pas étre mis sous forme trigonométrique. En effet son argument n’est
pas défini.

=i Proposition 22 — Regles de calcul pour I'argument

Soient z, z, € C*.
1. Forme trigonométrique — Forme algébrique :

z1 = |z1| x cos (arg(z1)) + i x |z1| x sin (arg(z))

=R(;((Zl) =III‘1((21)
2. Forme algébrique — Forme trigonométrique :
Re(z Im(z
cos (arg(z1)) = (z1) et sin (arg(z1)) = (21)
|z11 |z1]

3. 21 =2

{ |z1] = |z2|
arg(z;) = arg(zp) [27]

arg(z1) = —arg(z)) [27]

arg(zy x zp) = arg(zy) +arg(zp) [2m]

arg (2—;) = arg(z;) —arg(zp) [27]

N g e

VneZ, arg(z")=nxarg(z)|2nr]

QS Exemple. Donner la forme trigonométrique de 1 + i.

® Exemple. Donner la forme algébrique de e??"/3.
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92 CHAPITRE 3 : Nombres complexes

La forme trigonométrique peut servir a factoriser des expressions trigonométriques.

4 Proposition 23 — Factorisation de acos(f) + bsin(0)

Soient (a, b) € R? tel que (a, b) # (0,0) et 6 € R.
Notons z=a+ibeC, r =|z| et @ = arg(z) [27] de telle sorteque z = a+ib = rei®,
Alors :

acos(0) + bsin(0) = r cos(6 — a)

Application. On peut résoudre des équations du type acos(0) + bsin(0) = c.

X Exemple. Résoudre dans IR : cos(2x) — v/3sin(2x) = 1.

1.6 Applications des formules de De Moivre et d’Euler

 Transformation de cos(n8), sin(n60) en polynd6mes en cos(9), sin(8).

Les formules de De Moivre et du bin6me de Newton donnent :

n
VneN,VOeR, cos(nd)+isin(nd) = cos@®) +isin@®)" =) (Z) cos"¥(9)i*sin*(6)
k=0

d’otl1 en séparant parties réelles et imaginaires, et en tenant compte du fait que i* = (-1)¥'? si k
est pair et i¥ = i(~1)k"D/2 5i k est impair, on a:

cos(n) = ) (—1)”( " )cos”_z” 0) sin®” (0)
0=2p=n 2]9
= cos"(0) - (Z) cos"2(0) sin?(0) + (Z) cos (@) sin*(0) - ...
n
sin(nf) = (-1P cos" 271 (@) sin*P*1(9)
052;;1571 (2P+ 1)

(rlz) cos"1(0)sin(0) — (;l) cos3@)sin® @) +...

> Exemple. cos(20) = cos?(0) —sin®(0) = 2 cos*(0) — 1, cos(30) = 4cos>(0) — 3 cos(6).

« Linéarisation de polyndmes en cos(8), sin(6).
Inversement on peut «linéariser » des expressions polynomiales en cos(f) et sin(8). En effet par-
0, o—if i0 _ ,—if
+e e’ —e
tant de cos(f) = — etsin(f) = — on peut développer cos”(0) et sin”(0) grace ala
i
formule du bin6me de Newton, et obtenir des expressions en cos(p) et sin(p8).

PCSI1, Lycée Saliege, Toulouse. http://mathcpge.org/



1 Propriétés des nombres complexes 93

Q Exemple. Linéarisation de sin®(x) x cos?(x) :

(eix_e—ix)3 (eix+e—ix)
X
2i 2

2
sing(x) X cosz(x)

1 . .
= g5 () -3(e ) e+ 36 () - (7))
x( ? 1 2ei x+(e_ix)2)

1 i3x ix ix —i3x i2x i2x
= —-—— —3e"+3e " — X +2+e

G (e )
— _L(ei5x_ei3x_Zeix+ze—ix+e—i3x_e—i5x)

25§

1
= —2—4(sin(5x) —sin(3x) — ZSin(x))

Retrouver le résultat avec les formules usuelles de trigonométrie.

Ce genre de calcul prendra toute son importance en calcul intégral.

1.7 Exponentielle d’'un nombre complexe

On va définir la fonction exponentielle sur I'’ensemble C.

=i Définition 24 — Exponentielle d'un nombre complexe

Soit z € C. Alors on pose :

ez — eRe(z) x

cos (Im(z)) + i.sin (Im(z))] _ eRe(d) i Im(@)

Le nombre complexe e, aussi noté exp(z), est appelé exponentielle de z.
La fonction exp : z — e* est appelée fonction exponentielle complexe.

La fonction exponentielle complexe a les propriétés suivantes.

Proposition 25 — Propriétés de '’exponentielle complexe

1. SizeC, |e*| = e et arg(e?) = Im(z).
2. Pourtout ze C, e* #0.

3. Siz1,z2eC:e?2 =% x 22,

4

.Siz1,20eC:e¥ =e?2 < z1 =2, [2in] < Ik €Z; z1 = zp + 2ikm.

La propriété de « morphisme » est donc valable sur C.
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94 CHAPITRE 3 : Nombres complexes

2 Equations polynémiales complexes

2.1 Racines n-iéemes réelles d’'un nombre réel

Rappel. Pour n € N*, la fonction x — x" est une bijection de R* sur R*. Elle admet donc une
e . P P 1l

bijection réciproque de R* sur R* notée x — x7 = {/x.

Ainsisixe R*,aeR":x"=a < x= {a.

X Exemple. /8 =2.

« Si n est pair et a > 0, ’équation x" = a a deux solutions réelles : x = + {/a.
Si a =0 elle a une unique solution: a = 0.
Si a <0, elle n’a pas de solution réelle car x" = (x?)"/? > 0.

« Si n est impair, et a quelconque dans R, I’équation x” = a a une unique solution : x = {/a si
az0etx=-y—-asia<O.

En particuliersia=0:
Y=ae=x=+va

et si a < 0 cette équation n’a pas de solution réelle.
D Exemple. x* =2 <> x = +v/2 et x* = —1 n'a pas de solution réelle.
De plus:

sia=0: xX*z=a = x=Va
sia<0: x¥*za < x=-V=a
D Exemple. *=1 = x=letx’=-1=x=-1.

Si n et p sont deux entiers naturels non nuls et x un réel positif, on sait que (x")” = x"? = (x?)".
On en déduit que:

(xl/n)llp:xl/(np) :(xllp)lln ie (/%: n{y/—: n/w

Si n est pair et x est un réel quelconque, alors 'expression x” est un réel positif et donc
I'expression v/ x" a donc un sens mais attention :

n X six=0
Vxn:|.7C|:

-x six<0

En particulier v x* = |x| # x en général.

2.2 Racines carrées complexes d'un nombre complexe

Dans ce paragraphe on considere a € C et on cherche z € C tel que z2 = a.

Si a =0, onsait d’apres le paragraphe précédent que z = 0. Dans la suite on suppose donc a # 0.
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= Proposition 26 - Racines carrées sous forme trigonométrique

Si a # 0 on le note sous forme trigonométrique a = re’? avec r >0 et 0 € [0, 27[.

Alors I'équation z? = a a deux solution complexes données par :

7= i\/;eie/z

Ces deux solutions sont appelées racines carrées de a. Elles sont opposées I'une de 'autre.

A\ 1l'y a deux racines carrées. On ne dit donc pas «la» racine carrée de a, mais « une » racine
carrée de a.

/\ On ne peut utiliser la notation /a car on ne sait pas quelle racine carrée on veut désigner.

Si a = 0, on a montré qu'une des deux racines carrées de a est positive, et c’est celle-ci qu'on
note v/a, mais dans le cas général les racines carrées sont des nombres complexes, et elle n’ont
donc pas de signe.

Cas particulier o1 a est un réel non nul.
Si a > 0 ses racines carrées complexes sont ++/a; elles sont réelles.
Si a < 0 ses racines carrées complexes sont +i+/a; elles sont imaginaires pures.

; 1
S Exemple. Les deux racines carrées de i sont +e’*/* = iﬁ (1+1).

Racines carrées sous forme trigonométrique. En général on a besoin de connaitre les deux
racines carrées sous forme algébrique. La proposition précédente les donne sous forme
trigonométrique, et on ne peut pas en déduire la forme algébrique car on ne connait pas les
valeurs de cos(0/2) et sin(f/2). On a donc besoin d'une autre méthode de calcul des deux ra-
cines carrées qui les donne directement sous forme algébrique.

On note donc z = x+iy et a= s+it ol x, y, s et t sont des nombres réels (x et y sont les
inconnues).

2_g4

. N PRI P PR TI Z
Lastuce consiste a remarquer que 1'égalité z> = a est équivalente aux deux égalités { 22 = |a]

-y*=s

On obtient le systéeme d'inconnue xet y: < 2xy=1¢

+y2=Vs2+12
Les premiere équagqtion et la troisiéme (ajoutée grace a 'astuce) permettent de calculer x° et
y?, puis x et y au signe pres (cela donne 4 solutions). On utilise alors la seconde équation pour

déterminer si x et y sont de méme signe ou non (et ne retenir que 2 solutions).

S Exemple. Donner les racines carrées de 1+ i. En déduire les valeurs de cos(7/8) et sin(/8).
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2.3 Equations du second degré a coefficients complexes

On veut résoudre dans C I'équation (E) d’'inconnue z: az®> +bz+c =0, (a,b,c) € C3 et a # 0.

Pour cela on introduit le discriminant de I'équation : A = b> —4ac € C. On note § et -0 les deux
racines carrées du nombre complexe A (6 = -6 =0si A =0).

p—i Théoréme 27 — Solutions des équations du second degré a coefficients complexes [

b
1. SiA=0:(E) aune unique solution z = s

a
. ) -b+d
2. Sid #0: (E) adeuxsolutions z = VR

Dans le premier cas, on dis que I’équation a une racine double. Dans le second, on dit qu’elle a
deux racines simples.

N Exemple. Résoudre dans C I'équation 2z% — (1+5i)z—2(1 — i) = 0.

Inversement si on connait les solutions de I’équation (E), on peut retrouver ses coefficients.

= Théoréme 28 — Relations coefficients-racines

On note z; et z, les solutions de (E) (avec z; = zp si A = 0).

1. Ona:
VzeC, az’+bz+c=ax(z—2z)) x(z—2)

etdonc: {

- . . X . X+y
2. Réciproquement si x et y sont solutions du systéme « somme-produit » Xy

2

alors x et y sont les racines de I'’équation : z° —sz+ p =0.

Dans les pays anglo-saxons, ce résultat est appelé théoréme de Viéte.
S Exemple. Trouver les racines de 'équation 3z> — (2 +7i)z—1+7i=0

+y=-1

N Exemple. Résoudre dans C? le systeme somme-produit { o xy=1-i
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2.4 Equations du second degré a coefficients réels

On veut cette fois résoudre dans C 1'équation (E) d’'inconnue z : az? + bz+c =0, (a,b,c) € R3 et
a#0.

/\ a, b, c sont des nombres réels.

Dans ce cas le discriminant A est un réel. Si A > 0, ses racines carrées sont +v'A; si A <0, ses
racines carrées sont +iv —A; si A =0, il a une seule racine carrée qui est 0.

ped Théoréme 29 — Résolution des équations du second degré a coefficients réels [

b
1. Si A=0, (E) aune unique solution réelle z = ~o

-bt VA
2. SiA >0, (E) adeux solutions réelles distinctes : z = T\/_.
-btiv-A
3. SiA <0, (E) adeux solutions complexes pures conjuguées : z = B y—

Dans R connaitre les racines permet de faire une étude de signe.

p=i Corollaire 30 - Signe d’un trind6me du second degré a coefficients réels

Si(a,b,c) € R3 avec a #0.

1. Si A>0alors ax? + bx + c est «du signe de a en dehors des racines ».
Plus précisément, si x; et x» sont les deux racines réelles de I’équation
ax®+bx+c =0, avec xj < X, alors poura>0:

X —00 X1 X2 +00
signe de
)6 + 0 - 0 4+
axc+bx+c
etpoura<o0:
X —00 X1 X2 +00
signe de
8 - 0 o+ 0 -
axc+bx+c

2. Si A <0 alors ax? + bx + c est du signe de a sur R (donc de signe constant).
Si A <0 alors ax? + bx + c est du signe de a sur R, au sens strict.
Si A = 0 alors ax? + bx + ¢ s'annule en un unique réel x, et est du signe de a sur
R\{xy} au sens strict.

® Exemple. Donner le signe sur R des expressions x> + x + 1, —x> + 3x — 2 et x*> —4x + 4.
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98 CHAPITRE 3 : Nombres complexes

2.5 Racines n-iemes de 'unité

Soit n € N*. On va résoudre 'équation z"” = 1 d'inconnue z € C.

Dans IR, les solutions sont z = 1 si n impair, et z = +1 si n pair.

Dans C, on ale résultat suivant.

Théoreme 31 - Racines n-iémes de 'unité
i2km/n ]

L'équation z" = 1 a exactement n solutions distinctes: e pour k € [0, n —1].

Ces nombres complexes sont appelés racines n-iemes de I'unité.
On note U,, 'ensemble de ces nombres; c’est une partie de U.

On pose aussi w, = e’ » . Ce complexe est appelé racine primitive n-ieme de 'unité. Les racines
n-iemes de I'unité sont alors :

Up={l, 0, %,...,0" 1}

c’'est-a-dire que toutes les racines n-iemes s’expriment en fonction de la racine n-ieme
primitive.

/\ On doit dire une racine n-iéme, et la racine n-iéme primitive.

£S5 Exemple. Pour n=1,U; ={l}etw; =1; pourn=2,U,={-1,1} etwr =-1.
- 27 1 \/§

Pour n=3,Us={1,j,j}avec j=w3 =e'3 = —5 7t i?'
Pourn=4,U;={1,-1,i,—i}l etwys =1.

Q Exemple. Si n = 2, 1a somme des racines n-iemes de I'unité est égale 2 0.

Proposition 32 - Interprétation géométrique

Les racines n-iémes de I'unité forment les sommets d'un polygone régulier a n cotés. ]
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La figure suivante représente les racines cubiques, 4-iémes et 6-iemes de 'unité :

W= e2m/11

2.6 Racines n-iemes d'un nombre complexe

Soient n € N* et a € C. On va résoudre I'équation z" = a d'inconnue z € C.
Si a =0, on a une unique solution : z =0.

Si a #0, on a le résultat suivant.

==t Théoreme 33 - Racines n-iémes d’'un nombre complexe

Pour tout nombre complexe a = pe’* non nul, 'équation z" = a admet exactement n so-
lutions distinctes appelées racines n-iémes de a.

Elles sont de la forme {/p x gilar2kmin _ - w',g, k€ [0,n—1], ou zg = \/ﬁe“"/” est une
racine « évidente » de z"* = a.

X Exemple. Les racines 4-iemes de 1—i sont : 21/8g=iml16 _ol/8o=inl/16 o1/8,i7n/16 o 51/85=i97/16
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3 Nombres complexes et géométrie plane

-
l

On munit le plan d'un repére orthonormé direct (O; ,7)
3.1 Alignement et orthogonalité

Commencgons par rappeler le lien entre le calcul vectoriel dans la plan et le calcul avec les
nombres complexes.

== Proposition 34 — Calculs d’affixes

Soient U et U deuxvecteurs du plan, z et z/ deux nombres complexes, M et M’ deux points
du plan.

1. Si u est d’affixe z et v d’affixe 2’ alors u + v est d’affixe z + Z.
2. Si u est d’affixe z et A un réel alors 1. U est d’affixe Az.

3. Si M est d’affixe z alors OM est d’affixe z et inversement.

4. Si M est d'affixe z et M’ d’affixe 2’ alors MM’ est d’affixe 2/ — z.

On peut traduire I'alignement de trois points du plan en termes d’affixe.

i Proposition 35 — Affixes et alignement

Soient A, B et C trois points du plan deux a deux distincts, d’affixes respectives a, b et c.
Alors :

eR

A, B, C alignés < arg( ) =0[n]

a—_c¢ a—=c¢

QN Exemple. Les points d’affixes i, 0 et —i sont alignés.

On peut aussi traduire 'orthogonalité de deux vecteurs en termes d’affixe.

i Proposition 36 - Affixes et orthogonalité

Soient A, B et C trois points du plan deux a deux distincts, d’affixes respectives a, b et c.
Alors:
eiR

AB et AC sont orthogonaux < arg =3 (1] <= P

— — (a—b) b4 a—->b

QS Exemple. Les vecteurs d’affixe 1 et i sont orthogonaux.
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3.2 Transformations planes

Définition 37 — Rotations planes

On appelle rotation plane de centre O et d’angle 0 € R, l’apphcatlon qui a un point M du
plan associe le point M’ tel qu'une mesure de I’angle orienté (OM oM oM ) est 6.

Proposition 38 — Rotations planes et affixes

Soit0 € R.
Lapplication z— e’z de C dans C est la rotation plane de centre O et d’angle 6.

/2
® Exemple. La multiplication par i correspond donc 2 la rotation de centre O et d’angle 3

===t Définition 39 — Translations

On appelle translation de vecteur 1, I'application qui a2 un point M du plan associe le point
M' tel que MM' =u.

Proposition 40 — Translations et affixes

Soit be C.
Lapplication z— z + b de C dans C est la translation de vecteur u d’affixe b.
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L'addition avec un complexe revient donc géométriquement a faire une translation.

® Exemple. Laddition avec i correspond donc 2 la translation de vecteur j .

Définition 41 - Homothéties

On appelle homothétie de centre O et de rapport k € R*, I'application qui a un point M du
plan associe le point M’ tel que OM’ = kOM.

Proposition 42 - Translations et affixes

Soit ke R*.
L'application z— kz de C dans C est 'homothétie de centre O et de rapport k.

OM' =30M v
7 M
L EE—
0 K

La multiplication par un complexe a # 0 correspond donc géométriquement a une rotation
d’angle arg(a) suivie d'une homothétie de rapport |al.

On rappelle aussi que la conjugaison correspond a la symétrie axiale d’axe (0;7) (I'axe des
abscisses).
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4 Compétences a acquérir sur ce chapitre

w (Calculer avec des nombres complexes sous forme algébrique ou trigonométrique.
& Savoir passer d'une forme a 'autre.
& Connaitre les propriérés des parties réelles et imaginaires.

© Connaitre les propriétés de l'argument et du module (notamment l'ingéalité
triangulaire).

= Connaitre les fonctions trigonométriques circulaires cos, sin et tan, et le formulaire associé.

w Simplifier les calculs de trigonométrie grace I’exponentielle complexe.
@ Utiliser les formules d’Euler et de De Moivre.
& Pour une somme d’exponentielles complexes, utiliser la factorisation de ’angle moyen.

@ Pour linéariser, utiliser la formule de De Moivre et la formule du bindéme.

= Connaitre les racines de l'unité et résoudre des équations polynomiales complexes.
& Connaitre les racines carrées, cubiques et 4-iemes de 'unité.
& Différencier la racine n-ieme primitive de I'unité des (n — 1) autres racines n-iemes de
I'unité.
& Trouver les deux racines carrées d'un complexes a sous forme algébrique ou
trigonométrique.

& Trouver les racines n-iemes d’'un complexe a sous forme algébrique.

& Résoudre une équation du second degré a coefficients réels ou complexes grace au
discriminant.

& Etudier le signe d’'un polynéme du second degré a coefficients réels grace a ses racines.

PCSI1, Lycée Saliege, Toulouse. http://mathcpge.org/



104 CHAPITRE 3 : Nombres complexes

5 Exercices

Calculs dans C

EXERCICE 1. Partiesde C

Déterminer les nombres complexes z tels que

|z| = |z—6+5i| Z+il=2 z2z+1) =1 12%| = |z]
z+4i z—1 z+1 T
eER Re =0 Arg|l— | =—-= [n]
5z-3 z+1 z—1 4

EXERCICE 2. Représentations d'un nombre complexe

1. (a) Donner les formes algébriques et trigonométriques de (1 + )3 et (1 +iv/3)!1.

1-4i
(b) Donner la forme algébrique de
1+5i
‘ ' _if
2. Soit 0 € [0,27]. Déterminer module et argument de 1 + el? 1- e et oo
e

EXERCICE 3. Identité du parallélogramme

Montrer que :
2 2 2 2 2
V(z1,22) €C°, |z1+ 22| + 21— 22|° =2 (12117 + | 2217).

Interpréter géométriquement.

Trigonométrie

EXERCICE 4. Equations et inéquations trigonométriques

Résoudre dans R les équations ou inéquations trigonométriques suivantes :
2cos(2x+%)=v3; sinx=-1; cos(2x)=0; tanx<1; tan(x+Z%)>-1;
2cos’x+3cosx+1=0; sin®x+3cosx—1<0; cos(2x)—+3sin(2x)=1;
sin? (2x + &) = cos® (x + ).

EXERCICE 5. Nombre de solutions d'une équation trigonométrique

Soit n € N*. Résoudre dans ]0, [ I’équation : cos(nf) = 0. Donner le nombre exact de solutions.

EXERCICE 6. Linéarisation

Linéariser les expressions :
cos®x; cos?xsint*x; sin’x; cos®(2x)sin®x; cos(2x)cosd x.

EXERCICE 7. Sommes trigonométriques

n n
Calculer les sommes: ) _ cos(kx) et )_ sin(kx) pour x e Ret n e N.
k=0 k=0
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EXERCICE 8. Somme trigonométrique

Calculer la somme pour tout entier n € N :

n n
Z %[ | sin(kb + a)
k=0 k
ol a et b sont deux réels donnés.

EXERCICE 9. Somme trigométrique

" cos(kx

Soit n€ N.Résoudre dans R : ) _ (k) _ 0.
= cos(x)k

EXERCICE 10. Antilinéarisation

Calculer cos(5a) et sin(5a) en fonction respectivement de cos(a) et sin(a). En déduire la valeur
de cos 5.

Equations
polynomiales

EXERCICE 11. Equations du second degré

Résoudre dans C les équations: z2 —2iz—1+2i =0et z* — (5—14i)z> - 2(12 +5i) = 0.
EXERCICE 12. Le nombre complexe j
Simplifier les expressions (1 + j)°, ﬁ, (1+)%et(1+j%)" (neN).
EXERCICE 13. Racines n-iéemes d'un nombre complexe
1. Résoudre les équations suivantes: z3 = -1,z —i =0 et 25 = —(2+1)3.
2. Résoudredans C:z6-2z3+2=0et 25— (3-2i)2% +(2-2i) =0.
EXERCICE 14. Systemes somme-produit

x+y = 2

1. Résoudre dans R : (S){ .
xy = -1

27 . .
2. Onpose:w=e'7, u=w+w?+o0* et v=0w’+w®+wb. Calculer u+ v, uv et en déduire la
valeur de u et v.

EXERCICE 15. Racine n-iéme d'un nombre complexe

3
=1

z—1

z+1

z+1)3
Résoudre dans C : (—1) +
.Z_

EXERCICE 16. Racine n-iéme d'un nombre complexe

Soit n€ N*. Résoudredans C: (z+ 1) = i(1 — z)".
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EXERCICE 17. Racine n-ieéme de 'unité
n-1

Soit ne N*. On pose: w = e’ZT etS;, = Z (k + 1)wF. Calculer (1 — w) x S, et en déduire S,,.
k=0

EXERCICE 18. Racine n-ieme de 'unité
Soit ne N*. Calculer: ) |z—1].

zelU,

EXERCICE 19. Racine n-iéme de I'unité
n-1

Soit ne N*. On pose : w = el . Calculer : Y a +obn,
k=0

Sujets de synthese

EXERCICE 20. Une fonction numérique a valeurs complexes

Onnote E={zeC/ ¥m(z)>0et F={zeC/|z|<1}.

z—1
1. Montrer que: Vz€C, zeE — ——€F|.
z+1
2. On définit alors I'application:
f:E — F
z—1
Z [ —
z+1

Etablir que f est bijective de E sur F. Déterminer 'application f~1.
3. On considere le plan muni d'un repere orthonormé direct.

(a) On note E; = {z € E; Ze(z) = 0}. Déterminer I'ensemble f(E;) et le représenter
graphiquement.

(b) On note E, = {z € E;|z| = 1}. Déterminer I'ensemble f(E,) et le représenter
graphiquement.

EXERCICE 21. Une fonction numérique a valeurs complexes

Soit f: C* — C définie par f(2z) =  (z+1). Onidentifie z € C et le point M, d’affixe z.
1. Quels sont les points z invariants par f?
2. Quelle est 'image par f du cercle trigonométrique T'?

3. Quelle est 'image réciproque par f de la droite réelle?

EXERCICE 22. Surjectivité de 'exponentielle complexe

Montrer que la fontion exponentielle est un surjection de C vers C*. Est-elle injective?
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EXERCICE 23. Cas d’égalité dans I'inégalité triangulaire

Il s’agit de montrer que, pour n=2,0ona:

n
= Z |zx| < tous les z; ontle méme argument
k=1

n
> 2k

k=1

V(Zl,-..,Zn) € (@*)n’ (
1. Montrer que:

tous les z; ontle méme argument —

n
> %k
k=1

n
=) |zl
k=1

2. (a) Vérifier que, pour z; et z; non nuls :

|z1+ 22l =1z11+121] = z; et zp ontle méme argument

(b) En déduire par récurrence que, pour n=2:

n
D %
k=1

n
= Z |zx] = tous les z; ont le méme argument

k=1

V(Zl,...,Zn)E(C*)n, (
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